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Vorrede. 


iJbar  die  Anlage  dieses  BucKea  und  den  Zweck,  welcheii 
ich  bei  Abfassung  desselben  im  Auge  hatte,  ist  das  Nötige 
in  üen  drei  ersten  Paragraphen  des  ersten  Kapitels  gesagt 
■■»vorden. 

Es  bleibt  mir  nur  übrig,  den  Wunsch  auszusprechen, 
dass  diese  Schrift  nicht  nur  seitens  derjenigen  Fachgenossen, 
deren  Untersuchungen  auf  die  in  derselben  behandelten 
Probleme  Bezug  haben,  einige  Beachtung  finden,  sondern 
dass  dieselbe  auch  Studierenden  eine  Ergänzung  zu  dem  in 
Vorlesungen  über  sphärische  Trigonometrie,  Polyedrometrie, 
die  Elemente  der  analytischen  Geometrie  und  der  Algebra 
gebotenen  Stoffe  gewähren  und  zu  weiteren  Untersuchungen 
anregend  sein  möge.  Ich  würde  mich  für  die  auf  dieses 
Buch  verwandte  Mühe  reichlich  belohnt  linden,  wenn  das- 
selbe Veranlassung  bieten  sollte,  dass  dem  in  ihm  behan- 
delten besonderen  Teile  der  Raumgeometrie,  dessen  Pflege 
auch  für  die  Übung  in  der  räumlichen  Anschauung  eine 
nicht  zu  unterschätzende  Bedeutung  haben  dürfte,  auf  den 
Hochschulen  etwas   mehr  Beachtung  geschenkt  würde, 

Universität  Marburg,  im  Mai  1883. 

Edmund  Hess. 
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Erstes  Kapitel. 
Vorbereitende  Bemerkungen  und  Hilfssätze. 


§  1.    Stellung  der  Aufgabe. 

Das  im  Folgenden  zu  behandelnde  Problem  der  Kngel- 
teilung  soll  die  Einteilung  einer  Kugelfläelie  in  eine  be- 
stimmte Anzahl  von  gleichen  und  ähnlichen  sphärischen 
Polygonen  zum  Gegenstande  haben.  Dieses  Problem  bildet 
selbst  nur  einen  besonderen  Fall  der  allgemeinen  Aufgabe, 
die  Kugelfläche  in  eine  Anzahl  sphärischer  Figuren  einzu- 
teilen, deren  Grenzlinien  irgend  welche  Kurven  sind  und 
welche  entweder  nur  an  Fläche  gleich^),  oder  kongruent 
oder  symmetrisch -gleich  sind. 

Obgleich  aber  die  angegebene  Beschränkung  nur  einen 
besonderen  Fall  bedingt,  so  ist  dieser  doch  von  der  grössten 
Wichtigkeit  und  gewährt  ein  bedeutendes  Interesse,  einmal 
wegen  der  verhältnissmässig  geringen  Schwierigkeit  der  Auf- 
lösung, dann  aber  wegen  der  mannigfachen  Beziehungen  und 
Anwendungen,  welche  die  Eesultate  für  die  verschiedensten 
Disziplinen  der  Mathematik,  wie  Polyedrometrie  einerseits, 
Algebra  und  Funktionentheorie  andererseits  darbieten.  Zu- 
dem ergeben  die  Lösungen  dieser  besonderen  Aufgabe  auch 
mit  Leichtigkeit  für  viele  Fälle  Lösungen  der  allgemeineren 
Aufgabe. 

Wir  können  dem  Probleme  auch  folgende,  etwas  prä- 
zisere Fassung  geben: 

Es  soll  eine  gegebene  Kugelfläche  mit  einem 
Netze  von  gleichen  und  ähnliehen  sphärischen  Poly- 
gonen {einem  gleich  flächigen  Netze)  überzogen,  oder 

1}  Ein  einfactea  Beispiel  für  eine  Einteilung  der  Eugelfläcto  in 
flächengleicte  Teile  bietet  diejenige  durch  Parallelkreise,  deren  Ebenen 
den  zu  ihnen  eenkrecbten  Kugeldurchmesaer  in  gleiche  Teile  teilen. 
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es  aollen  alle  Fälle  ermittelt  werden,  in  ■welchen 
ein  sphärisches  Polygon  nebst  seinen  kongruenten 
oder  symmetrischen  Wiederholungen  eine  geschlos- 
sene Fläche  bildet,  welche  die  Kugelfläche  ein-  oder 
mehrere  Mal  bedeckt,  unter  sphärischen  Polygonen  sind 
hierbei  immer  solche  zn  verstehen,  deren  Seiten  durch  Haupt- 
kreisbogen gebildet  werden.  Durch  die  Ebenen  dieser  Hanpt- 
kreise  wird  alsdann  der  durch  die  Kngelfläehe  eingeschlossene 
Raum  in  die  entsprechende  Anzahl  von  kongruenten  oder 
symmetrisch- gleichen  Kugelaektoren,  oder  der  ganze  Ra^^m 
in  die  entsprechende  Zahl  von  gleichen  konzentrischen  ränm- 
liehen  Winkeln  geteilt. 

Die  Lösungen  des  angegebenen  Problems  liefern,  wie 
sich  im  Folgenden  herausstellen  wird,  zugleich  anch  die- 
jenigen der  Aufgabe,  alle  auf  einer  Kngelfläche  mög- 
lichen Punktsysteme  a,ufzufinden,  welche  die  Eigen- 
schaft haben,  dass  um  einen  jeden  Punkt  die  übrigen 
in  übereinstimmender  Weise  gruppiert  sind,  Punkt- 
systeme, welche  man  regelmässige  Punktsysteme') 
nennen  kann  und  durch  deren  Verbindung  mittelst 
Hanptkreise  die  gleich  eckigen  sphärischen  Netze 
erhalten  werden. 

§  2.   Verwandte  üntersuclmugen. 

Die  beiden  bezeichneten  Aufgaben  sind  bereits  mehrfach 
von  verschiedenen  Autoren  mit  Eücksicht  auf  besondere  An- 
wendungen behandelt  und  gelöst  worden. 

So  hat  Riemann  in  seiner  Abhandlung:  „Über  die 
Fläche    vom  kleinsten  Inhalt  bei  gegebener   Begrenzung"^) 


1)  Die  Tegeliaässig  ebenen  PunktBjBteme  von  unbegremter  Aus- 
dehnung, sowie  die  regeln^ssigeu  allseitig  unendliclien  Punkt- 
Bjateme  hat  Herr  L.  Sohncke  in  verschiedenen  Schriften  behandelt, 
Borch.  Journ.  Bd.  77  p.  47  — 101.  Die  unbegrenzten  regelmäasigen 
Punktaysteme  u.  a.  w.,  Kariaruhe,  Bi-aun  1876.  Entwickelung  einer 
Theorie  der  Krjstallsfcruktur,  Leipzig,  B.  G.  Teuhnev  1979. 

2)  Äbhandl.  der  k.  GeBellsch.  d.  Wissensch.  zu  Göttmgätt  13.  Bd., 
vergl.  auch  die  Bearbeitung  von  K.  Hattendorff,  Göttingen  1867. 
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und  ebenso  H,  Schwatz  in  verschiedenen  Abliandhmgeu ') 
eine  Anzahl  der  uiögliclieii  Lösungen  jener  Aufgabe  hehaudelt, 
indem  die  Bestimmung  jener  Minimalflächen  leicht  gelingt, 
wenn  die  Abbildung  derselben  auf  die  Kugelfläcbe  und  ihre 
aym metrischen  und  kongruenten  Fortsetzungen  eine  geschlos- 
sene Fläche  bilden,  welche  die  Kugeifläche  einfaeh  oder  mehr- 
fach bedeckt.  Ferner  hat  H.  Schwarz  im  Anschluss  an 
seine  Untersuchungen  über  die  konforme  Abbildmig  der  Ober- 
fläche eines  von  ebenen  Flächen  begrenzten  Polyeders  auf  die 
Oberfläche  einer  Kugel  in  einer  Abhandlung  „über  gewisse 
Fälle  der  hypergeometriselieu  Reihe^)"  die  wesentlichen  Fälle, 
in  welchen  ein  sphärisches  Dreieck  zu  einer  endlichen  Anzahl 
von  symmetrischen  oder  kongruenten  Wiederholungen  führt, 
in  einer  Tabelle^)  zusaiumengestellt. 

Weiterhin  haben  die  in  den  letzten  Jahren  erschienenen 
Arbeiten  von  F.  Klein*)  und  die  mit  denselben  in  naher 
Beziehung  stehenden  von  Wedekind^),  Gordan''),  Brios- 
chi''),  Puchta^),  W.  Dyck'')  u.  a.  unter  Benutzung  der 
geometrischen  Darstellung  binärer  Formen  höchst  interessante 
und  überraschende  Beziehungen  jener  beiden  Probleme  zu 
gewissen  Aufgaben  der  Algebra  und  der  Funktionentheorie  zu 
Tage  gebracht'"). 

1)  Monataber.  der  Bei'l.  Akadsmis 
Vei-liaudluEgeii  dev  Bevlin.  Akadem.  18^ 
Bd.  70  p.  105  —  121  und  p.  121  —  137. 

2)  Borckai-dta  Joum.  Bd.  76  p.  292ff.;  vergl.  auch  Amsteiii, 
Dissect.,  Zürich  1872. 

S)  L.  c.  S.  323;  vergl.  auch  eine  Bemerkung  von  Steiner,  Ge- 
sammelte Werke  Band  II  p,  305  Anm. 

4)  Mathem.  Annalen  Bd.  IX  p.  185ff.,  Bd.  XI  p.  116ff.,  Bd.  XII 
p.  167ff.  und  p.  ÖOafF.,  Bd.  XIV  p.  Illff.  imd  p.  423ff. 

5)  Mathem.  AnnaJen  Bd.  IX  p.  209  ff, 

6)  Ibid.  Bd.  XII  p.  23ff.  und  p.  147ff. 

7)  Ibid.  p.  401  ff. 

8)  Das  Oktaeder  und  die  Gleichung  vierten  Grades,  Wien  (879. 

9)  DiBsert.,  Miincheu   1879,   und   Math.  Ann.  Bd.  SVII  p.  473. 
10^  Über    diese   allgemeinen   „gruppentheoretischen"   Unter- 
suchungen   vergl.    man   W.  Dyck,    Mathem.  Ann.    Bd.  XX   p.    1  — U 
nebst  den  dort  aufgeföhcten  Litteraturan gaben. 
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Die  Bestimmung  der  regelmässigen  Punktsysteme  von 
unbegrenzter  Ausdehnung  ist  als  Lösung  eines  Problems  der 
Kinematik  zuerst  von  0.  Jordan')  gegeben  worden,  an 
dessen  Arbeit  sich  die  bereits  erwähnte  von  Sohncke  unter 
spezieller  Berücksichtigung  der  Anwendung  auf  die  Theorie 
der  Krystallstruktur  ansehliesst.  Die  bei  unseren  Betrach- 
tungen auftretenden,  auf  einer  Kugelfläehe  gelegenen  regel- 
mässigen Punktsysteme  biitten  den  besonderen  Fall  jeuer 
allgemeineren  Systeme,  bei  welchem  sich  die  von  Sohncke 
sog.  Deckbewegungen,  welche  im  allgemeinen  Schrau- 
bungen sind,  durch  Wegfall  der  Schiebungen  auf  Drehungen 
(Botationen)  reducieren.  Aus  diesen  regelmässigen  Punkt- 
systemen auf  der  Kugel  und  den  durch  sie  bestimmten  gleich- 
eckigen  Netzen  lassen  sich  umgekehrt  die  gleichflächigea 
Netze,  welche  bei  unserer  Untersuchung  in  den  Vordergrund 
gestellt  werden,  herleiten. 

Ais  die  einfachste  und  nächstliegeade  Anwendung  der 
die  Kugelfläche  bedeckenden  gleichflächigen  und  gleieheekigen 
Netze  dürfte  wohl  die  Konstruktion  der  gieichflächigeu  und 
der  gleich  eckigen,  speziell  der  regulären  und  der  Archi- 
med eischen  Polyeder  zu  betrachten  sein.  Diese  Bezie- 
hungen sind  bereits  von  Legendre^),  Meier-Hirsch^),  Ga- 
talan*),  Jordan^),  Sohncke*')  u.  a.  untersucht,  meines 
Wissens  aber  nach  dieser  Seite  hin  nirgends  vollständig 
verfolgt  und  entwickelt  worden.  Ich  selbst  habe  im  An- 
schluss    an   die  Arbeiten    von   HesseF)   die  gleichflächigen 


1)  Memoire   aur  lea   groupes   de  laouvements,  Aniiali  di  mate- 
matica   S.  II  T.  II  p.  167  —  215  und  322  —  346, 

2)  Geometrie. 

3)  Sammlung  geometr.  Aufgaben  II  p.  eöft'.  imti  p.  Vllit-,  vergl. 
auch  Baltzer,  Elemente,  Stereometrie  §  7. 

4)  Memoire    Bur   la   throne    dea    polyedres,    Jom'nal    de   l'ecole 
poljt.  T.  XXIV  p.  1-71. 

5)  Borchardts  Journ.  Bd.  60.  p.  22ff. 

e)  Grunerts  Archiv  f.  Math.  u.  Phjs..  XLVII  p.  39—45. 
7)  Gehlers    phjsik.   Lexikon,    Artikel:    Krjstall;    und    Übersiohl 
der  gleieheekigen  Polyeder  u.  s.  w. ,  Marburg  1871. 
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und  die  gleicheekigen  Polyeder  zuerst  aia  die  allgeineineren 
Fälle  der  sog,  Ärchimedeischeu  Polyeder  behandelt  und 
insbesondere  iu  verschiedenen  Mitteilungen'-)  nnd  Schriften^) 
Studien  über  die  gleicheckigen  und  die  gleichilSehigeii  Po- 
lyeder höherer  Art  und  im  Zusammenhange  hiennit  ver- 
schiedene, teilweise  neue  Lösungen  jenes  Problems  der  Kugel- 
teilung bekannt  gemacht. 


§  3,  Übersicht  i'ilier  die  nachfolgenden  Betrachtungen. 

Unter  diesen  Umständen  dürfte  der  in  dem  Nachfolgenden 
unternommene  Versuch,  die  die  Kugelfiäche  bedeckenden 
gleichflächigen  und  gleicheekigen  Netze  syatematiach  abzu- 
leiten und  ihre  wichtigsten  Eigenschaften  und  Anwendun- 
gen zu  entwickeln,  nicht  ganz  ungerechtfertigt  erseheinen. 
Von  den  Anwendungen  sind  vorzugsweise  und  fast  aus- 
schliesslich diejenigen  auf  die  Theorie  der  gleichflächigen  und 
der  gleicheckigen  Polyeder  bezüglichen  behandelt,  wähi-end 
die  an  und  für  sich  so  sehr  interessanten  algebraischen  und 
funktionenthfioretischen  Beziehungen  —  dem  Zwecke  der 
Schrift  entsprechend  —  nur  kurz  berührt  worden  sind. 

Die  nachfolgenden  Angaben  mögen  über  den  Plan  und 
den  Inhalt  der  Schrift  eine  Orientierung  gewähren. 

In  den  ersten  Kapiteln  wird  die  Bestimmung  der  ein- 
fachen (die  Kugelfläche  einmal  bedeckenden)  gleichflächigen 
und  der  diesen  zugeordneten  oder  speziell  konjugierten  gieicii- 
eckigen  Netze  ausgeführt.  Zunächst  ergeben  sich  die  regu- 
lären Netze,  sodann  der  Eeihe  nach  diejenigen  gleichflächi- 
gea  Netze,  welche  durch  sphärische  Dreiecke,  Vierecke   und 

1)  Sitzungsbericiitö  der  Geaellsoli.  a.  Befördai'uag  der  gesamten 
Naturwissensch.  zu  Marburg  1872  p.  81  —  92;  187Ö  p.  1— SO;  1877 
p.  1  — IS;  1878  p.  16  —  23;  1879  p.  1  —  30;  1880  p.  55  —  58;  1882 
p.  9  — 12.  Vergl,  aucli  Tageblatt  der  Natui'fotschetTersammlung  au 
Cassel  1873  p.  38. 

2)  Über  die  zogleicli  gleickeckigeii  und  gleichflächigen  Poljedec, 
Cassel  1876,  Th.  Kay.  Über  vier  Avchiiuedaisciie  Polyeder  höherer  Art, 
Cagsel  1873,  Th.  Kay, 
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Fünfecke  gebildet  sind.  Jedem  solchen  gleichfUichigen  Netza 
ist  ein  gleicheekiges  Netz  oder  eine  Vielheit  von  gleich- 
eckigea  Netzen  zugeordnet,  deren  Eckpunkte  homologe 
Pnnkte  der  Flüchen  des  erateren  Netzes  sind.  Hierbei  bietet 
sich  das  VorhandenBeiii  gewisser  Symmetrieaxen  und  Sym- 
metrieebenen als  ein  für  die  Beschaffenheit  der  Netze  charak- 
teristisches Merkmal  dai'. 

Den  gleicheckigen  Netzen  sind  die  gleicheckigen  Polyeder 
ein-,  die  gleichfiäehigen  Polyeder  umgeschrieben,  Träirrend 
den  gleiehflächigen  Netzen  entweder  überhaupt  keine  oder 
nur  besondere  Varietäten  von  gleichfiäehigen  Polyedern  ein-, 
von  gleicheckigeu  Polyedern  umgeschrieben  werden  können. 
So  ergeben  sich  bei  der  Herleitung  jener  Netze  sofort  die 
gleicheckigen  und  die  gleiehflächigen  Polyeder  erster  Art, 
von  welchen  die  Archimed eischen  und  Platonischen  Polyeder 
besondere  Fälle  darstellen.  Die  sphärischen  Netze  selbst 
werden  passend  nach  diesen  zugehörigen  Polyedern  benannt. 

Voa  besonderer  Wichtigkeit  ist  der  hierbei  hervortre- 
tende und  bisher  noch  wenig  beachtete  Unterschied  zwischen 
festen  und  veränderHchen  (oder  beweglichen)  gleich- 
flächigen Netzen,  weicher  einen  entsprechenden  Unterschied 
für  die  diesen  Netzen  zugeordneten  gleieheckigen  Netze 
bedingt. 

Es  folgt  sodann  die  Anordnung  der  abgeleiteten  Netze 
und  der  zugehörigen  Polyeder  in  bestimmte  Hauptgruppen, 
aus  welcher  weitere  Beziehungen  resultieren.  ■  Als  eine  nicht 
uninteressante  Anwendung  dieser  Betrachtungen  ist  hier  auch 
kui-2  die  Theorie  gewisser  räumlicher  Winkel  spie  gel  (der  Po- 
lyeder-Kaleidoskope) behandelt  worden. 

In  den  folgenden  Kapiteln  ist  die  analytische  Darstellung 
der  abgeleiteten  Netze  und  Polyeder  unter  Benutzung  der 
Hilfsmittel  der  analytischen  Geometrie  durchgeführt  worden. 
All  diese  reiht  sich  passend  die  Darstellung  durch  gewisse 
"binäre  Formen  an,  wobei  sich  Gelegenheit  bietet,  die  oben 
erwähnte  Bedeutung  jener  Gebilde  ffir  gewisse  Probleme  der 
Algebra  und  der  Funktionentheorie  kurz  zu  erörtern.  End- 
lich wird  hier  auch  Veranlassung  genommen,  mehrfache  Er- 
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§  3.    Übersicht  über  die  nachfolgenden  Betrachtungen. 

Weiterungen  der  bisherigen  BetracJitruigen  zu  b 
hierbei  kommen  insbesondere  die  sog.  Steinersche  Verwandt- 
schaft, die  Eigenschaften  eines  vollständigen  regulären  Vier- 
sens und  Vierecks,  sowie  diejenigen  eines  sog.  zehnfach 
Brianchonscheu  Sechsecks  zur  Anwendung. 

Das  letzte  Kiipitel  ist  der  Behandlung  der  Aufgabe  ge- 
widmet, die  die  Kugel  mehrfach  hedeekendeu  gleich- 
flächigen und  gleieheekigen  Netze  herzuleiten.  Diese  Netze 
resultieren  aus  den  früher  behandelten  Netzen;  doch  habe 
ich  mich  wegen  der  grossen  Zahl  der  möglichen  Lösungen 
darauf  beschränkt,  euimal  die  wichtigsten  Methoden  der 
Herleitung  zu  entwickeln,  und  sodann  dieselben  hauptsächlich 
auf  die  Bestimmung  der  festen  gleicMächigen  nud  der 
entsprechenden  gleieheekigen  Netze  höherer  Art  anzuwenden, 
Die  Bestimmung  der  veränderlichen  derartigen  Netze,  welche 
als  ein  noch  nicht  vollständig  gelöstes  Problem  bezeichnet 
werden  rauss,  ist  mir  für  einige  Fälle  angedeutet  worden; 
ebenso  sind  die  sog.  diskontinuierlichen  Netze  und  diejenigen 
mit  nicht  konvexen  Grenzflächen  in  der  Regel  von  der  Be- 
trachtung ausgeschlossen  worden. 

Die  erwähnten  festen  Netze  höherer  Art,  welche  auch 
in  analytischer  Beziehung  viele  interessante  Eigenschaften 
darbieten,  ergeben  mit  Leichtigkeit  die  zugehörigen  gleich- 
eckigen  und  gleichflächigen  Polyeder  höherer  Art,  so  z.  B.  die 
bekannten  Kepler -Poinsotschen,  die  Archim.edeisehen 
Polyeder  höherer  Art  und  eine  Reihe  von  Polyedern,  welche 
von  mir  zuerst  abgeleitet  worden  sind. 

Es  sei  noch  bemerkt,  dass  die  au  der  Herleitung  der 
sphärischen  Netze  und  der  zugehörigen  Polyeder  angewendete 
Methode  mehrfach  in  naher  Beziehung  zu  der  von  J.  G.  Grass- 
mann^),  Whewell^),  Miller^)  u.  a.  benutzten  steht,  welche 
jene  Forscher  ausschliesslich  für  krystallographisehe  Zwecke 
verwertet  haben,   ähnlich   wie   dies  in  den    oben   erwähnten 

I)  Zur  phyaisclien  Kiystallonomie  und  geometrischen  Kombina- 
tionslehre 1820. 

a)  Philosophical  Ti-aiiEactions  1825  p.  87. 
S)  A  treatise  on  ciystallograpbie  1839. 
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Ärbeiben  von  Solincte,  Hessel,  Bravais^)  u.  a.  ge- 
schehen ist.  Auf  diese  krystallograpbischen  Anwendungen 
ist  in  den  folgenden  Untersuchungen,  für  welche  ausschliess- 
lich der  rein  mathematische  Gesichtspimtt  massgebend  war, 
keine  besondere  Bücksicht  genommen  worden,  wiewohl  viel- 
fach die  analytischen  Entwiekelungen  auch  für  den  Krystallo- 
graphen  nicht  ohne  Interesse  sein  durften.  Dagegen  hat 
dem  Zwecke  dieser  Schrift  entsprechend  zumal  in  den  letzten 
Kapiteln  das  ikosaedrisehe  System,  welches  für  die  Krystailo- 
gmphie  nicht  in  Betracht  kommt,  eine  ausgedehnte  Berück- 
sichtigung gefunden. 

§  4.   tllter  reguliire  sphärische  Polygone. 

Da  bei  den  herzuleitenden  Netzen  vorzugsweise  reguläre 
und  halbreguläre  Polygone  als  GrrenzflÜchen  auftreten  werden, 
so  sollen  die  wichtigsten  Eigenschaften  dieser  Figuren  im 
Folgenden  kurz  aufgeftihrt  werden, 

1.  Ein  reguläres  sphärisches  «-Eck,  ä.  h.  ein  sowohl 
gleichkantiges^),  als  gleicheekigos  Polygon,  wird  erhalten, 
wenn  man  die  aufeinanderfolgenden  Teilpunkte  eines  in 
«gleiche  Teile  geteilten  kleinen  Kugelkreises  durch  Haupt- 
kreisbogen verbindet. 

Wir  setzen  hierbei  immei;  die  gleichen  Kanten  a  (d.  h. 
die  Zentriwinkel  der  Bogen)  und  die  gleichen  Innenwinkel  A 
als  zwischen  0°  und  180"  liegend  voraus,  betrachten  also  nur 
sog.  gemeine  sphärische  Polygone.  (Ersetzt  man  bei  einem 
gemeinen  sphärischen  Polygone  entweder  alle  Kanten  oder 
alle  Innenwinkel  oder  beide  zugleich  durch  ihre  Ergänzungen 
zu  360",  so  erhält  man  bei  derselben  Reihenfolge  der  Verbin- 
dung noch  drei  Polygone  mit  beziehungsweise  überstumpfen 
Kanten  und  Innenwinkeln.) 

1)  Journal  de  l'ecole  poljt.  T.  XIX   p.  1  —  128. 

2)  Wir  werden  nach  dem  Vorgänge  von  Mübius,  der  die  eine 
geradlinige  Figur  begrenzenden  Linien  Kanten  nennt,  auch  die  ein 
spli&riBchea  Vieleck  begrenzenden  Hanptkreisbogen  als  (sphärische) 
Kanten  bezeichnen. 
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§  4.  tjbei'  regnläre  spliäiische  Polygone.  ^ 

2.  Die  n  vom  Mittelpunkte  des  regulären  Polygons  nach 
dessen  Eekpunliteii  gehenden  Radien  stellen  ein  System  von 

n  unter  Winkeln  vou     gegeneinander  geneigten  Haupt- 

halbkreisen  dar,  ebenso  die  n  vom  Mittelpunkte  naeli  den 
Mitten  der  Kauten  gehenden  Radien  des  konzentrischen, 
dem  Polygone  eingeschriebenen  Kreises  ein  zweites  deraHiges 
System,   welches   aus   dem   ersten   durch  eine  Drehung  von 

um  den  Kugelradius  des  Mittelpunkts  als  Äxe  erhalten 

wird.  Ist  n-^2v  eine  gerade  Zahl,  so  fallen  je  zwei  nach 
gegenüberliegenden  Eckpunkten  gezogene  Radien,  und  eben- 
so je  awei  nach  gegenüberliegenden  Kautenmitten  gehende 
Radien  in  einen  Haupfckreis  zusammen,  welcher  das  Polygon 
in  zwei  symmetrische  Hälften  teilt  (dessen  Ebene  eine 
Symmetrieebene  für  das  Polygon  ist).  Ist  n  eine  unge- 
rade. Zahl,  so  fallen  in  jedem  der  n  Symuietriebauptk reise 
je  ein  Eckradius  und  der  nach  der  gegenüberliegenden  Kanten- 
mitte gehende  Radius  zusammen.  Diese  n  Symmetriehaujit- 
kreise  zerteilen  in  beiden  Fallen  das  reguläre  w-Eck  in  2)? 
rechtwinklige  sphärische  Dreiecke,  von  denen  je  zwei  be- 
nachbarte, welche  längs  eines  Eck-  oder  eines  Kantenradius 
aneinander  stossen ,  in  Beziehung  auf  diesen  symmetrisch  sind.' 
Im  ersteren  Falle  ()i  gerade)  ist  die  Gegenfigur  zu 
der  Figur  des  regulären  ü-Ecks  symmetrisch  in  Beziehung 
auf  den  Äquator  des  Mittelpunktes,  im  zweiten  Falle  ()i  un- 
gerade) ist  die  Ebene  dieses  Äquators  keine  Symmetrie- 
ebene für  Figur  und  Gegenfigur;  die  Symmetrie  würde  erst 
stattfinden,  wenn  die  Figur  (oder  die  Gegenfigur)  um  den 
nach  dem  Mittelpunkte  des  «-Ecks  gehenden  Kugelradiua 
eine  Drehung  von  ei-führe. 

3.  Bedeutet  a  die  Kante,  Ä  den  Imienwinkel,  B  den 
Radius  des  um-,  Pden  Radius  des  eingeschriebenen  Kreises, 
E  den  Exzess,  aus  welchem  sich  durch  Multiplikation  mit 
jorih  ^^'-  Flächeninhalt  des  «-Ecks  ergiebt,  wo  r  den  Kiigel- 
radius  bezeichnet,  so  bestehen  folgende  Relationen: 
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180" 


1«) 


tang\a  180"       ,    ,    , 

ng  K  =  — ^-r- ;    cos  ü  =  coki  — - .  cotq  -i-  A  : 


tang  T -^ kmg -^ A . sin -^  k;  SMi  F  =  cotg .tang^a; 

E  =  nÄ~{n-2)  180". 

4.  Die  Polai'figur  eines  regulären  «-Ecks,  für  welche 
die  Ijegi'enzendeii  Hauptkreise  die  Äquatoren  zu  den  Eck- 
punkten dieses  und  deren  Eckpunkte  die  Pole  zu  den  be- 
greuzendeu  Hauptkreisen  dieses  als  Aquatoren  sind,  ist  ein 
zu  diesem  konzeutriaches  reguläres  «-Eck.  Werden  die  ana- 
logen Grössen  der  Polarfigur  durch  accentuierte  Buchstaben 
bezeichnet,  so  gelten  die  einfachen  Beziehungen: 

.    !k«+^  =  180",    ß  +  ^>^>=180",    ^«»4-^  =  90", 

5.  Der  oben  angegebenen  Konstruktion,  nach  welcher  mau 
vom  gemeinschaftlichen  Schnittpunkte  von  n  unter  gleichen 

Winkeln  (-= 1  gegeneinander  geneigten  Haupthalbkreisen 

aus  auf  diesen  denselben  Bogen  (=-R)  abschneidet  und  die 
so  erhaltenen  aufeinanderfolgenden  Punlite  durch  Hauptkreis- 
bogen verbindet,  entspricht  polar  die  folgende:  Durch  h 
die  Peripherie  eines  Hauptkreises,  welcher  der  Äquator  des 
Mittelpunktes  jenes  regulären  w-Ecks  ist,  in  gleiche  Teile 
teilende  Punkte  lege  man  Hauptkreise  unter  gleichen 
Winkeln  (=  ICj\  diese  Hauptkreise  stehen  normal  zu  den 
Eckradien  des  ursprünglichen  w-Ecks.  Man  bestimme  so- 
daim  die  Schnittpunkte  je  zweier  aufeinanderfolgenden  dieser 
Hauptkreise,  so  sind  dieselben  die  Eckpunkte  eines  regu- 
lären «-Ecks,  dessen  Kanten  einen  Parallelkreis  vom  Eadius 
pw=90''-ii  berfthren. 

6.  Ein  reguläres  sphärisches  n-Eck  der  g'™  Art  (stern- 
förmiges reguläres  n-Eck)  wird  erhalten,  wenn  man  bei 
der  ersten  Konstruktion  jeden  Punkt  mit  dem  q  -\- 1""  darauf 
folgenden  verbindet,  bei  der  zweiten  Konstruktion  jeden  Haupt- 
kreis mit  dem  g  -J- 1*'"  darauf  folgenden  zum  Schnitte  bringt. 
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g  i.   über  halbregnliU-e  Ephäriscte  Poljgone.  H 

=  n  —  2   .               .      =n  —  l 
Die  Zahl  o  muss  pnui  zu  ii  und  < lür  aeraae,  < 

für  ungerade  ^^  sein;  ist  g  nicht  prim  zu  i>,  so  werden  Systeme 

von  sich  regelmässig  kveuzendeo  regulären  n'- Ecken  (n'<,n) 

niederer  Art,  als  q  erhalten. 

Für  ein  reguläres  sphärisches  ?i-Eck  der  g'^"  Art  gelten 

die  Relationen: 

I  cos~a„ .  sin~Ä„  =  coso 

1;-)  ^    ^  .      ' 

%  5.   t'hev  haloregiiläre  spMriscli«  Polygoue. 

Unter  halbreguläreu  sphärischen  Polygonen  Terstehen 
■wir  solche,  welche  entweder  nur  gleicheckig  oder  nnr 
gl  eich  kantig  sind^).  Ein  gleicheckiges  Polygon  hat 
gleiche  Innenwinkel  und  abwechselnd  gleiche  Kanten;  seine 
Eckpunkte  liegen  auf  einem  kleinen  Kugelkreise.  Ein  gleich- 
kantiges  Polygon  hat  gleiche  Kanten  und  abwechsehid 
gleiche  Innenwinkel;  seine  Kanten  berühren  eüien  kleinen 
Kugelkreis.  Von  den  beiden  Figuren  ist  die  eine  die  Polar- 
figiir  der  andern. 

1.  Ein  gleicheckiges  Polygon  (erster  Art)  wird  er- 
halten, wenn  man  von  dem  gemeinschaftlichen  Schnittpunkte 

zweier  Systeme  von  je  n  unter  gleichen  Winkeln  1  = ) 

gegeneinander   geneigten  Haupthalbkreisen,  wobei  das   eine 

System  aus   dem   andern  durch  eine   Drehung   von  x  . 

n 
(0<J(<1)  um  den  Radius  des  Schnittpunktes  entsteht,  auf 
den  sämtlichen  Haupthalbkreisen  gleiche  Bogen  (=.B)  ab- 
schneidet und  die  aufeinanderfolgenden  Schnittpunkte  durch 
Hauptkreisbogen  verbindet.  Die  sämtlichen  2  n  Innenwinkel 
der  erhaltenen  Figur  sind  gleich  (-=^),  dagegen  die  Kanten 
abwechselnd  gleich,  wobei  die  n  Kanten  von  der  einen  Be- 
schaffenheit (=%)  von  einem  Kreise  vom  Radius  P^,  die  n 

1)  Vergl.  hierüber  des  Verfassers  Schrift:  „Übevglcicheckige  und 
gleichkaiitige  Polygone",  Cassel  1874,  Th.  Kay. 
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anderen  Kanten  (=  a^)  von  einem  Kreise  vom  Radius  Pg  in 
ihren  Mittelpunkten  berührt  werden;  beide  Kreise  sind  mit 
dem  dem  2M-Eck  umgeschriebenen  konzentrisch. 

Jeder  die  Mittelpunkte  zweier  gegenüberliegender  Kanten 
verbindende  und  auf  diesen  senkrecht  stehende  Haiiptkreia 
(für  gerade  n  sind  je  zwei  gegenüberliegende  Kanten  gleich, 
für  ungerade  n  dagegen  verschieden)  teilt  die  Figur  in  zwei 
symmetrische  Hälften;  jede  Ecke  des  2)i-Ecks,  deren  Winkel 
durch  den  zugehörigen  Eckradius  in  zwei  von  einander  ver- 
schiedene Winkel  ^(i)  und  A(i)  zerlegt  wird,  ist  daher  der 
zunächst  benachbarten  nur  symmetrisch   gleich. 

Wir  bezeichnen  daher  dies  Vieleck  als  ein  gleich- 
eckiges (K  +  m)-kantiges  2. «-Eck,  wobei  —  wie  auch 
in  der  Folge  —  der  zwischen  die  Zahlen  2  und  n  gesetzte 
Funkt  die  2  n  Ecken  als  aus  zwei  Gruppen  von  je  n  rechten 
und  je  n  linken  Ecken  bestehend  kennzeichnen  soll. 

Dasselbe  lässt  sich  auch  einfach  als  eine  Kombination 
zweier  konzentrischer  regulärer  m-Ecke  erhalten,  bei  welchen 
die  Kanten  des  einen  die  Ecken  des  andern  gleichmässig 
nnd  gerade  abstumpfen. 

2,  Der  imter  1)  zuerst  -angegebenen  Konstruktion  ent- 
spricht polar  die  folgende  eines  gleichkantigen  Polygons: 
Dnrch  jeden  Punkt  zweier  Systeme  von  je  n  Pimkten,  welche 
die  Peripherie  eines  Hauptkreises  in  n  gleiche  Teile  teilen 
und  von  denen  das  eine  aus  dem  andern  durch  eine  Dre- 
hung von  M (0<)(<1)  um  die  im  Mittelpunkte  dieses 

Hauptkreises  errichtete  Normale  erbalten  wird,  lege  man 
einen  Hauptkreis  unter  demselben  Winkel  (=J2),  also  senk- 
recht zu  je  einem  Eekradius  des  gleicheekigen  Polygons. 
Die  aufeinanderfolgenden  Schnittpunkte  je  zweier  so  kon- 
struiei'teli  Hauptkreise  bilden  die  Eckpunkte  eines  gleich- 
kantigen Polygons  mit  abwechselnd  gleichen  Ecken.  Die 
sämtlichen  gleichen  Kanten  berühren  einen  Kreis  vom  Radius 
Pd'^gO"  — JJ,  so  dass  der  Bei-ührungspunkt  jede  Kante 
ßW=180"-^in  zwei  ungleiche  Stücke  ßi;j- 90"-^(i,  imd 
ß<»^90''-,4(a)  teilt. 
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§  5.    Über  halb  reguläre  spliäriscbe  Polygone.  13 

Die  M  Eckpunkte,  für  »velche  die  Innenwinkel  gleich 
./l"''=  180''  — «1  sind,  liegen  auf  einem  Kreise  vom  Radius 
R\'^  =  90°  —  Pi\  ebenso  die  «Eckpunkte,  für  welche  die 
InneDwinkel  gleich  A'-^'-^lSO"  —  a^  sind,  anfeinem  zu  dem 
ersteren  und  dem  eingeschriebenen  Kreise  konzentrischen 
Kreise  vom  Kadius  B'^'' =  90^  -  P^. 

Jeder  zwei  gegenüberliegende  Eckpunkte  (welche  für 
gerade  n  auf  demselben  Kfeise,  für  ungerade  n  auf  ver- 
schiedenen Kreisen  liegen)  verbindende  Hanptkreis  teilt  die 
Figur  in  zwei  symmetrische  Hälften;  je  zwei  benachbarte 
Kanten  sind  daher  als  Teile  dieser  Figur  rücksichtlich  der 
beiden  Teilstrecken  einer  jeden  Kante  und  der  beiden  der- 
selben anliegenden  Winkel  als  symmetrisch  gleich  zu 
betrachten. 

Man  kann  ein  solches  Vieleck  als  ein  gleichkantiges 
(n-|-)i)-eckiges  2.n-Kant  bezeichnen.  Dasselbe  lässt  sich 
anch  als  eine  solche  Kombination  zweier  konzentrischen 
regulären  w-Ecke  erhalten,  bei  welcher  die  Eckpunkte  des 
einen  auf  den  gleichmässig  verlängerten,  nach  den  Kanten- 
mitten des  andern  gehenden  Radien  liegen. 

3.  Unter  Anwendung  der  unter  1)  und  2)  eingeführten 
Bezeichnungen  leitet  man  leicht  für  die  betrachteten  Polygone 
folgende  Relationen  ab: 


cotg  Ai 

=  lang 

"<;>= 

=  cosB 

180" 
tang  x  —^ ; 

sinia 

=  cos4 

Af^ 

=  sin  T 

-sin(l 

-«)'f 

cotg  A^i)  =  tai^g 

«(ä)= 

=  cosB . 

tang  (1  - 

,180" 

A\ 

+  ^«,= 

=  A; 

;2)  =  k"> 

A  +  tK 

COS  (1  -  x)  ^p  =  i 


f  cos -2  ffj .  sin  A,i)  "=  sin -\-  A^^^ .  cos  «jSj 
[  =  mtg  R .  tang  P^  —  tang  P.  cotg  It^''; 
\cos-j<X2-  ä™  A(^2)  =  sin  -l  A'^^ .  cos  a[^ 
cotg  R .  tang  P^  =  tnng  P .  cotg  B[^~ 
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Für  )(  =  -|-  resultieren  die  Pormelii  für  ein  reguläres 
2!J-Eck.  Für  1^  =  45"  sind  das  gleicheckige  und  das  polare 
gleicbkantige  Polygon  demselben  Kreise  bezw.  ein-  und  nm- 


Auch  gilt  für  die  gleicheckigen  und  die  gleiclik antig eu 
Polygone  ebenso  wie  für  die  regulären  die  Beziehnag,  dass 
fiir  gerade  n  die  Gregenfigur  zu  der  Figur  symmetrisch 
in  Beziehung  auf  den  Äquator  des  Mittelpunktes  liegt,  dass 
aber  für  ungerade  n  diese  Symmetrie  niebt  stattfindet, 
sondern  erst  eintritt,  wenn  die  Figur  (oder  die  Gegenfigur) 
um  den  nach  dem   Mittelpunkte  derselben  gehenden  Radius 

als  Axe  um  einen  Winkel  von gedreht  wird. 

n 

4.  Aus  der  oben  angegebenen  Eigenschaft  jedes  halb- 
regelmässigen  Polygons,  n  durch  den  Mittelpunkt  desselben 
gehende  Symmetriehauptkreise  zu  besitzen,  ergiebt  sieh  noch 
eine  Entstehung  solcher  Figuren,  welche  mit  Rücksicht  ai\f 
später  folgende   Anwendungen^)   kurz   erwähnt   werden  soll. 

Wenn  man  innerhalb  eines  der  2n  sphärischen  Winkel, 
welche  durch  die  Symmetriehauptkreise  eines  regulären 
sphärischen  m-Ecks  gebildet  sind  (vergl.  §  4,  2),  irgend  einen 
Punkt  auf  der  Kugelfläche  annimmt  und  die  Ebenen  der 
beiden  einschliesseaden  Hauptkreise  auf  ihren  Innenseiten  als 
spiegelnd  voraussetzt,  so  stellen  die  durch  die  vereinte  Wirkung 
dieser  beiden  Spiegel  entstehenden  Bilder  nebst  dem  Punkte 
selbst  die  Eckpunkte  eines  gleicheckigen  2.)S-Ecks  dar. 
Dies  folgt  sofort  aus  den  bekannten  Regeln,  welche  für  die 
Anzahl  und  Lage  der  Bilder  gelten,  die  von  einem  inner- 
halb   eines    ebenen   Winkelspiegels    von    befindlichen 

Punkte  entstehen^).    Ein  gleiehk antiges  Polygon  wird  eben- 
so  durch   die   Spiegelung  eines  innerhalb  jenes   sphärischen 


1)  Vergl.  Kapitel  III  §  18,  f,  und  Kapitel  IV  g  äl. 

2)  Vevgi.  a.  B.  die  einfaclie  und  erschöpfende  Darstelluag  dieser 
Regeln  von  H.  Schubert,  Mitteilungen  der  Matliem.  Gesellsch.  ia 
Hamburg,   1882  Nr.  2. 
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Winkels  liegenden  Hauptkreisbogeus  erlialteii,  der  diircli  die 
einseh  lies  senden  Hauptkreise  begrenzt  wird, 

5.  Was  die  halbregel massigen  Polygone  Jiölierer  Art 
anlangt,  so  existieren  von  einem  (w  +  ji)-kant)gen  (-eckigen) 
gleieheckigen  (gleicükantigeu)  2.H-Ecke  (2. «-Kante)  so  viel 
Arten,  als  es  Primzahlen  zu  n  von  1  bis  n—l  giebt'). 
Diese  Polygone  höherer  Art  lassen  sieh  aus  denen  erster 
Art  bezw.  durch  passende  Verbindung  der  Eckpunkte  oder 
durch  Verlängemng  der  Kanten  erhalten;  dieselben  können 
auch  für  bestimmte  Wertintervalle  der  Variabein  x  ]iicht 
konvex  werden,  d.  h.  überstumpfe  Ecken  und  Kanten,  sowie 
Flächenteile  mit  negativen  Zelleukoefiieienten  darbieten. 


§  6.    l^iiiige  kinematische  Hüfssiitze, 

1.  Jede  sphärische  Figur  —  als  unveränderliches  sphä- 
risches System  vorausgesetzt  —  kann  aus  einer  Lage  in 
jede  andere  mögliche  auf  der  Kugel  durch  Rotation  um  eine 
bestimmte  durch  den  Kugelmittelpunkt  gehende  Axe  über- 
geführt werden.  Die  Endpunkte  dieser  Axe  (die  sog.  Doppel- 
punkte) werden  als  Schnittpunkte  der  beiden  sphärischen 
Perpendikel  erhalten,  welche  in  den  Mittelpunkten  zweier 
sphärischen  Sehnen  der  Systeme  en-ichtet  werden,  d.  h.  zweier 
solcher  Hauptkreisbogen,  welche  je  zwei  homologe  Punkte  der 
beiden  sphärischen  Systeme  verbinden. 

2.  Zwei  aufeinanderfolgende  Rotationen  um  zwei  Kugel- 
durchmesser sind  äquivalent  emei  einzigen  Rotation  um 
^^inen  dritten  Kugeldurchme«sei  Ef  seien  a  und  b  die  End- 
punkte der  beiden  Axen,  um  welche  auf emandei folgend  Ro- 
tationen von  der  Amplitude  a  und  ß  ausgeführt  weiden,  und 
zwar  diejenigen  Endpunkte,  für  welche  diese  Winkel  in  dem 
positiven  Sinne  (z  B  Imkbum  fui  einen  die  Kii^el  von 
aussen  betrachtenden  Beobuhtei)  hpschiiebeu  weilen     '^ind 


1)  Veigl.  dea  Verfassers   oben  angeführte   Sclirift:    ,,Übei:  g-leicli- 
eckige  und  gleichkantige  Polygone". 
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dann  ac  und  bc  Ha\\ptkreisbogen,  welche  mit  dem  Haupt- 
kreise ab  bezüglich  die  Winkel  ca?>  =  — -|k  und  da  —  — ^ß 
bilden,  ao  ist  der  Punkt  e  der  Endpunkt  der  resultierenden 
Rotationsaxe  Oc;  die  Amplitude  der  resultierenden  Rotation 
ist  360"  — 2.  acö,  oder  der  Aussenwinkel  des  sphärischen 
Dreiecks  abc  bei  c  giebt  die  halbe  Amplitude  der  resul- 
tierenden Rotation  an  (Eulevs  Satz)/) 

3.  Eine  Axe  einer  sphärischen  Figur  oder  eines  Systems 
sphärischer  Figuren  (z.  B.  eines  durch  lückenlos  aneinander- 
schliessende  Polygone  gebildeten  sphärischen  Netzes)  werde 
H-zählig^)  genannt,  wenn  bei  einer  vollen  Umdrehung  des 
Systems'  um  diese  Äxe  dasselbe  n-mal  mit  sieh  selbst  zur 
Deckung  kommt,  wobei  die  anfängliche  und  die  letzte  Stel- 
lung als  eine  gerechnet  werden.  Man  hat  also  ausser  der 
ursprünglich  gegebenen  sphärischen  Figur,  welche  fest  auf 
der  Kugelfläche  angenommen  wird,  eine  zweite  dieser  kon- 
gruente sieh  starr  gemacht  zu  denken,  welche  um  jene  Axe 
drehbar  ist  und  durch  diese  Drehungen  zur  Koinzidenz  mit 
der  festen  Figur  gebracht  wird.  Für  eine  w-zähiige  Axe  beträgt 
nach  obiger  Definition  die  kleinste  Drehung,  welche  die  be- 
wegliche Figur   aus   einer  Koinzidenz   mit   der  festen  Figur 

wiedenim  in  eine  solche  brinst,  einen  Winkel   von  ^). 

Man  kann  auch  sagen,  daas  die  sphärische  Figur  in  Be- 
ziehiuig  auf  eine  M-zählige  Axe  n  identische  Stellungen 
derselben  Art  darbietet. 

4.  Der  nach  dem  Mittelpunkte  eines  retjulären  sphärischen 
n-Ecks  oder  eines  halbregulären  2. «-Ecks  (oder  2.w-Kants) 
gezogene  Kugelradius  stellt  eine  ü-zählige  Axe  dieser  Fi- 
guren dar.     Die  n  sphärischen  Eckradien  oder  die  n  Kanten- 


1)  Die  einfachen  Beweise  dieser  Hilfasätze  1  nnd  2  findet  man  k.  B.  in 
Soheil,  Theorie  derBewegnng und  der Kräftel. Teil IV.Kap.;  So iincke, 
Entwicklung  der  Theorie  der  KijstallEtruktur  §  4;  Jordan,  Memoire 
Bur  lea  groupea  de  mouTements,  Ann.  di  mateni.  S.  11 T.  11  p.  168ff. 

2)  Nach  Sohnclte  a.  a.  0.  Bravais  nennt  eine  solche  Axe  von 
der  Oxdnungsaahl  »,  Hessel  eine  n-gUedrige. 

3)  Vergl.  Sohncke  ft,  a.  0.  Kapitel  H  und  III. 
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radien  eines  regulären  m-Ecks,  deren  Verein  die  n  Symmetrie- 
hauptkreise  des  regulären  «-Ecks  oder  des  halbregulären 
2.)ä-Eck8  (oder  2. «-Kants)  darstellt,  bilden  jede  für  sich 
ein  solches  System,  welches  jenen  Kugelradins  zur  w-zähligen 
Axe  hat.  Betrachtet  man  umgekehrt  einen  Punkt  der  Kngel- 
fläehe,  welcher  in  einem  der  2«  durch  jene  k  Symmetrie- 
hauptkreise gebildeten  Felder  liegt  und  dessen  zugehöriger 
sphärischer  Radius  mit  dem  nächsten  Symmetrieliauptkreise 

einen  Winkel  ■=  k  ■  —   (0  <  k  <  1)   bildet,   so    setzt   sich 

eine  Deckbewegung  oder  eine  Rotation   von   der   Amplitude 

-——aus  zwei  aufeinanderfolgenden  Rotationen  von  der  Am- 

r.  j           360»        ,   .,        ,  360«  ,  .    , 

phtude   X  . und  (1  — jc)  zusammen,  von  denen  lede 

r  n  '     n  '  '' 

einer  Spiegelung  des  Punktes  in  Beziehung  auf  einen  Sym- 
metrie hauptkreis  entspricht. 

Die  Deekbewegung  von  ^ -^  durch  deren  Wiederholung 

aiis  jenem  Punkte  die  Eckpunkte  eines  regulären  «-Ecks  er- 
halten werden,  ist  also  äquivalent  zweien  aufeinanderfolgenden 

Spiegelungen  oder  Rotationen  von  der  Amplitude  v,  -— 
und  (1  —  x)  — -•-,  welche  durch  Wiederholimg  die  2. «Eck- 
punkte eines  halbregulären  2.n-Ecks  ergeben. 

§  7.   Einige  Eigenschaften  der  sphärischen  Netze. 

Bei  einem  sphärischen  Netze  oder  der  Gesamtheit  von 
sphärischen  Polygonen,  welche  lückenlos  aneiuanderschliessend 
die  Kugelfl'äche  ein-  oder  mehrere  Mal  bedecken,  kommen  als 
wesentliche  Elemente  die  G-renzflächen,  die  sphärischen 
Ecken,  sowie  die  sphärischen  Kanten  in  Betrachf^), 

1)  Man  könnte  ein  ephSrisohea  Netz  als  eine  aus  sphärischen 
Polygonen  bestehende  geschlossene  Fläche  auch  wohl  als  sphärisches 
Polyeder  bezeichnen;  doch  werden  wir  uns  im  l'olgenclen  dieser  Be- 
zeichnnng  nicht  bedienen. 

Hes!,  Kogelteiiimg.  S 
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1.  Die  Beschaffenheib  der  Grenzflächen  ist  durch  die- 
jenige der  Polygoültanten  und  Polygonecken  bedingt;  die 
Polygone  können  regelmässig,  baibregelmässig  oder  nnregel- 
mässig  und  zwar  toh  der  ersten  oder  einer  höheren  Art 
sein.  Sind  sämtliche  Grenzßächen  einander  gleich  —  und 
zwai'  entweder  kongruent  oder  symmetrisch  gleich  — ,  so 
nennen  wir  das  Netz  ein  gieichflächiges. 

2.  Eine  sphärische  Ecke  wird  durch  mindestens  drei 
in  einem  Punkte  zusammenatoasecde  Hauptkreisbogen  ge- 
bildet; ihr  Scheitel  ist  ein  gemeinschaftlicher  Eckpunkt  von 
mindestens  drei  Grenzflächen  des  Netzes^).  Eine  solche 
sphärische  Ecke  (Netz- Ecke)  heisst  regulär,  wenn  ihre 
sämtlichen  Winkel  (deren  Summe  360"  oder  für  Ecken  der 
a*^"  Art  0.360°  beti'ägt)  einander  gleich  sind  und  wenn  die 
sämtlichen  diese  Winkel  eins cblie säenden  Hauptkreisbogen 
—  die  sphärischen  Kanten  der  Ecke  —  gleiche  Länge  haben. 
Sind  für  gerade  n  nur  die  n  Winkel  (Kanten)  gleich,  die 
Kanten  (Winkel)  dagegen  abwechselnd  gleich,  so  heisst  die 
Ecke  halbregnlär.  Einer  sphäiis eben  Ecke  lässt  sich  immer 
eine  körperliche  Ecke  einbeschreiben,  deren  Beschaffenheit 
in  einfacher  Weise  von  derjenigen  der  sphärischen  Ecke  ab- 
hängt. Sind  alle  sphärischen  Ecken  eines  Netzes  gleich  — 
und  zwar  entweder  kongruent  oder  symmetrisch  gleich  — , 
so  nennen  wir  das  Netz  ein  gleicheckiges. 

3.  Jede  sphärische  Kante  eines  Netzes  ist  zwei  be- 
nachbarten Grenzflächen  gemeinsam  und  verbindet  die  Scheitel 
zweier  benachbarten  Ecken.  Das  Netz  beisst  gleichkantig, 
wenn  alle  Kanten  gleich  sind. 

4.  Ein  sphärisches  Netz  heisst  regulär,  wenn  seine 
sämtlichen  Grenzflächen  einander  kongruente  reguläre  Poly- 
gone und  seine  sämtlichen  Ecken  regulär  und  kongruent 
sind.  Ein  solches  Netz  ist  zugleich  gleichfiächig,  gleich- 
eckig und  gleichkantig,  während  umgekehrt,  wie  die  folgenden 


1)  Bei  den  naoMolgenden  Beti'aohtuiigenwivd  es  sich  mitunter  aucli 
nützlich  erweisen,  zwei  entgegengesetut  gerichtete  Hauptkreisbogen  als 
eine  sphäriBche  Ecke  mitzwei  Winkeln  (=180")  bildend  aufzufassen. 
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Betrachtungen  ergeben  werden,  ein  zugleich  gleiehflächiges 
und  gleicheckiges  Nete  nicht  notwendig  auch  gleichkantig, 
also  anch  nicht  regulär  zu  sein  braucht. 

5,  Halbreguläre  Netze  sind  entweder  solche,  welche 
gleiche  und  ähnliche  Flächen  haben,  während  die  regulären 
Ecken  von  einander  verschieden  sind  oder  solche,  welche  gleiche 
und  ähnliche  Ecken  haben,  während  die  regulären  Grenz- 
flächen von  einander  verschieden  sind. 

Heben  wir  die  beschränkende  Bestimmung,  dass  im 
ersteren  Falle  die  von  einander  verschiedenen  Ecken,  im 
zweiten  Falle  die  von  einander  verschiedenen  Grenzflächen 
regulär  sein  sollen,  auf,  so  erhalten  wir  die  gleichflächi- 
gen und  die  gleicheckigen  Netze  (vergl.  §  1),  in  welchen 
die  halbregulären  als   besondere   Gruppen  enthalten  sind. 

6.  Für  jedes  einfache  d.  h.  die  Kugelfläche  einmal  be- 
deckende Netz  besteht  folgende  Relation  (Eulersche  Formel) 

3)  ft-f)K-Z+2, 

wo  ft  die  Anzahl  dev  Ecken,  m  diejenige  der  Grenzflächen  und 
K  die  Anzahl  der  Kanten  bedeutet. 

Denn  bezeichnet  Si  die  Summe  der  Innenwinkel  einer 
»ii-eckigen  Grenzfläche,  so  ergiebt  sich,  wenn  die  Summe 
aller  Flächen  des  Netzes  gleich  der  ganzen  Kngelfläche  ge- 
setzt wird,  die  Beziehung: 

2  ■^'  ^  2  '^"'"  ■"  ^^  180"  -  720", 


2- 


300",      y  n,-^'2.K 


ist,  sofort  die  obige  Formel  resultiert. 

Für  die  die  Kugelfläche  mehrfach  bedeckenden  Netze, 
deren  Grenzflächen  oder  Ecken  von  höherer  Art  sind,  wird 
später  (im  letzten  Kapitel)  eine  Relation  zwischen  den  Zahlen 
ft,  m,  K  und  den  die  Arten  der  Ecken,  Flächen  und  des 
Netzes  bestimmenden  Zahlen  hergeleitet  werden  (erweiterte 
Eulersche  Formel). 
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7.  Wenn  die  Eekpunkbe  jeder  Orenzfläehe  eines  aphä- 
rischen  Netzes  auf  einem  kleinen  Kugelbveise  liegen,  so  erhält 
man,  wenn  die  Mittelpunkte  je  zweier  kleiner  Kugelltreise  durch 
Hauptkreisbogen,  welche  auf  der  gemeinsamen  Kante  der 
beiden  eingeschriebenen  Grenzflächeji  in  dem  Mittelpunkte 
der  Kante  senkrecht  stehen,  verbunden  werden,  ein  zweites 
Netz,  welches  wir  das  Symmetrienetz  des  ersteren  nennen 
wollen.  Je  zwei  Eckpunkte  des  ersteren  Netzes  liegen  sym- 
metrisch zu  einer  Kante  des  zweiten  Netzes,  dessen  Eck- 
punkte die  Fläch enuiittel punkte  des  ersteren  sind. 

Die  Grenzflächen  des  Symmetrienetzes,  von  denen  jede 
einen    Eckpunkt    des    ersteren,    dem    Symmetrienetze    zuge- 
ordneten Netzes  einschHesst,  können   aber  im  allgemeinen 
nicht  kleinen  Kugelkreisen  eingeschrieben  werden,  deren  Mittel- 
punkte die  Eckpunkte  des  zugeordneten  Netzes   sind.     Tritt 
ieser   besondere  Fall   ein,  so  nennen  wir  die  beiden  Netze 
.oander  konjugiert^);   jedes  der  beiden  Netze  ist  alsdann 
in  Symmetrienetz  des  andera,  die  Mittelpunkte  der  Flächen 
des   einen   Netzes   sind   die  Eckpunkte   des   andern  und  die 
Kanten  beider  NetKe  stehen  sich  gegenseitig  halbierend  auf- 
einander senkrecht. 

8.  Einem  sphärischen  Nefcze,  dessen  sämtliche  Grenz- 
flächen kleinen  Kugelkreisen  einb  es  ehr  eibbar  sind,  lasst  sich 
sowohl  ein  Polyeder  einschreiben,  als  auch  ein  Polyeder 
umschreiben.  Die  GrenzÜächen  des  eingeschriebenen  Po- 
lyeders sind  die  Sehnenpolygone  der  sphärischen  Grenzflächen, 
die  Ecken  desselben  sind  den  sphärischen  Ecken  einge- 
schrieben; die  Grenzflächen  des  dem  Netze  umgeschriebenen 
Polyeders  sind  Berührungs ebenen  der  Kugel,  die  Eckpunkte 
desselben  sind  die  Pole  zu  den  Ebenen  der  Grenzflächen  des 
eingeschriebenen  Polyeders  als  Polarebeuen. 

Denkt  man  sich  zu  dem  Netze  das  Symmetrienetz 
konstruiert,  dessen  Eckpunkte  die  Schnittpunkte  der  Flächen- 
axen  des   eingeschriebenen   oder    der  Eckeuaxen  des   umge- 


1)  Vergl.  Catalaii,  Journal  de  Tecole  poh't.  Cat.  41. 
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sehriebenen  Polyeders  mit  der  Kugelfläehe  sind,  so  finden 
folgende  einfache  Beziehungen  statt. 

Die  Centralecke  einer  Grenzfläche  des  Symmetrie- 
netzea  iat  die  Supplementarecke  zu  derjenigen  Ecke  des  ein- 
geschriebenen Polyeders,  deren  Scheitel  innerhalb  jener  Grenz- 
fläche liegt.  Daher  ergänzen  bezüglich  die  sphäri- 
schen Kanten  und  Winkel  dea  Symmetrienetzes  die 
Flächenwinkel  und  die  ebenen  Winkel  des  ein- 
geschriebenen Polyeders  zu  180".  Andererseits  sind 
die  sphärischen  Kanten  und  Winkel  des  ersteren 
(dem  Symmetrienetze  zugeordneten)  Netzes  bezüg- 
lich die  Supplemente  der  Flächenwinkel  und  der 
ebenen  Winkel  des  umgeschriebenen  Polyeders 
zu  180". 

9.  Unter  Axe  eines  Netzes  verstehen  wir  den  nach 
irgend  einem  Punkte  desselben  (z.  B.  einem  Eckpunkte,  dem 
Mittelpunkte  einer  Fläche  oder  Kante)  gezogenen  Kugel- 
radius. Die  Zähligkeit  der  Axe  bestimmt  sich  nach  den 
im  §  6,  3  gegebenen  Regeln  und  ist  natürlich  für  den  ent- 
gegengesetzt gerichteten  Kugelradius  als  Rotations  axe  die- 
selbe. Dagegen  können  diese  beiden  entgegengesetzt  ge- 
richteten Äsen  in  Beziehung  auf  das  Netz  selbst  sich 
gleich  oder  verscbieden  verhalten,  oder  die  Anordnung 
der  Teile  des  Netzes  um  die  Endpunkte  jener  beiden  Axen 
kann  gleich  oder  verschieden  sein:  im  ersteren  Falle 
heissen  die  Axen  gleich  (oder  gleichendig),  im  zweiten 
Falle  ungleich  (oder  ungleichendig),  Bei  zweien  solchen 
entgegengesetzt  gerichteten  gleichen  Axen  kommt  weiter- 
hin die  Berücksichtigung  des  Umstaiides  in  Betracht,  ob 
die  Ebene  des  zu  ihnen  senkrechten  Hauptkreises  für  das 
Netz  eine  direkte  Symmetrieebene  ist  oder  nicht, 
d.  h.  eine  solche  Ebene,  welche  das  Netz  in  zwei  symme- 
trische und  symmetrisch   zu  einander  liegende  Hälften  teilt. 

Fürdie  Axen  (z.B.  die  Ecken-,  Flächen-  oder  Kanten - 
axen)  der  Polyeder,  welche  sphärischen  Netzenein-  oder  um- 
geschrieben werden  können,  gelten  ganz  analoge  Betrachtungen. 
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Die  eiufaclieii,  regulären  Setze. 


§  8.  Atileitung  der  uiögliehen  Fälle. 

Wir  1j  eh  an  dein  in  diesem  Kapitel  zuiiäclist  den  be- 
sonderen Fall  der  die  Kugeifläelie  einmal  bedeckenden  regu- 
lären Netze  (vei^t.  §  7,  4). 

Soll  ein.  reguläres  sphärisches  «-Eck  so  beschaffen  sein, 
dass  es  mit  seinen  Wiederholungen  ein  die  Kngeifl'äche  ein- 
mal bedeckendes  Netz  mit  kongruenten,  regulären  Ecken 
bildet,   so   müssen  folgende  beide  Bedingungen  erfüllt    sein. 

1.  Der  Inhalt  des  regulären  »-Ecks  muss  den  s»'™  Teil 
der  Kugelfläche  betragen,  wenn  m  die  Anzahl  der  Flächen 
(Maschen)  des  Netzes  ist,  d.  h.  es  gilt,  wenn  Ä  den  Innen- 
winkel des  K-Ecks  bedeutet,  die  Beziehung: 

2.  Da  in  jedem  Eckpunkt  gleichviel  reguläre  Polygone 
zusammenstossen  sollen,  so  muss,  wenn  v  die  Anzahl  dieser 
zusammenstossenden  gleichen  Winkel  ist, 

oder 

5ß)  A  = 

sein. 

Aus  4)  und  5)  folgt 

6) 


und  aus  dieser  Formel  ergeben  sieh,  wenn  n  und  v  alle  zu- 
lässigen positiven,    ganzzahligen   Werte   erteilt  werden,  für 
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welche  m  einen  positiven,  ganzzaliligeu  Wert  erhält,  in  Ver- 
biaduag  mit  5«)  und  der  Formel  1«)  (§  4,  s) 

6  8)  cos  -l « .  sin  -i-  Ä  =  cos  — — - 

alle  regulären  sphilrisoKeu  Polygone  von  der  geforderten  Be- 
schaffenheit. 

3.    Wir  erhalten  souaeli  nur  folgende    regulären  Netze 
mit  je  w  Flächen,  ft  Ecken  uad  ^Kanten,  wobei 

Qa)  m.n  =  !i,v-=^2  K 

ist. 

I)   Für  v^2  (yergl.  §  7  Aiim.  1  S.  18)  resultiert: 

7)1  =  2,  11  =  n,  ^.=  180",  cc  =  '-- 1 

d.  li.  für  jeden  Wert  von  ?j  >  2  wird  ein  durch  zwei  regiilsire 
sphärische  m-Ecke,  deren  Umfang  aus  den  n  aufeinander- 
folgenden Bogen  eines  in  n  gleiche  Teile  geteilten  Haupt- 
kreises besteht  und  deren  Fläche  eine  Halbkugel  beträgt, 
gebildetes  Netz  erhalten.  Wir  wollen  derartige  Netze  kurz 
als  reguläre  Kreisteilungsnetze  I  bezeichnen. 
H)    Für  18  =  2  ergiebt  sich: 

,»_„,, «_2,^_^°,«-180», 

d.  h.  jedem  Wert  für  v%2  entspricht  ein  durch  v  sphärische 
Winkel  (Zweiecke)  gebildetes  Netz,  in  dessen  beiden  gegen- 
überliegenden Winkelpunkten  je  v  Halbkreise  unter  Win- 
keln"  aneinander stoasea.  Diese  Netze  sollen  als  re- 
guläre Zweieckanetze  II  bezeichnet  werden, 
ni)   Für  n  =  5  und  i- =  3  folgt: 

?H  =  4,  w  =  4.  ^.  =  120",  cos-^^-Ti=  oder  cosa= —  — , 
0  =  109"  28'  16",  4; 
diesen  Werten  entspricht  ein  aus  vier  regulären  Dreiecken  be- 
stehendes Netz  mit  vier  regulär -dreiflächigen  Ecken,  das  re- 
guläre Tetraedernetz  HI. 
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IV)  Für  «  =  3  und  v  =  4  resultiert: 

ffl  =  8,    |u  =  6,  ^-90«,  ß  =  90", 
d.  h.  das  durch   die  acht  Kugeloktanten  gebildete  reguläre 
Oktaedernetz  IV. 

V)  Den  Werten  !t  =  3  und  1^  =  5  entspricht: 
»1-20,   ft=19,  ^  =  72"    cös-|-ß  =  — -^^ — -,  tanoa  =  2, 

ft  =  63»26'5",  8, 
wodurch  ein  aus  20  regulären  Dreiecken  gebildetes  Netz  mit 
12  regulär  -  füufflächigen  Ecken,   das  reguläre  Ikosaeder- 
netz  V  bestimmt  ist. 

VI)  PRr  n  =  4.  und  i'  =  3  folgt: 
^  120",   ...  ......  ^  , 

«  =  70"31'43",  G, 
welchen  Werten  ein  Netz  mit  sechs  regulär- viereckigen  Flächen 
und  mit  acht  regulär-dreiflächigen  Ecken,  das  reguläre  He- 
xaedernetz VI  entspricht. 

VII)  Für  «  =  5  und  v  =  3  resultiert  schliesslich: 

m  =  12,  ;i-20,  .4  =  120",  cosiu=^^--ß,  smcc  =  ~, 
ß  =  41048'37",  2, 
d.  h.  ein  dm'ch  12  reguläre  Fünfecke  gebildetes  Netz,  welches 
20   regulär- dreiflächige  Ecken  hat:    das  reguläre    Penta- 
gondodekaedernetz VII, 

Damit  sind  die  möglichen  Fälle   erschöpft,  da  den  zu- 
sammengehörigen Werten 

K  =  4,     v  =  4, 

die  Werte  ni=cc,  fi=oo  entsprechen,  also  beziehungsweise 
die  Grenzfälle  eines  ebenen  aus  regulären  Dreiecken,  aus 
Quadraten  und  aus  regulären  Sechsecken  zusammengesetzten 
Netzes  resultieren  und  für  alle  übrigen  Wertkombinationen 
von  n  und  v  negative  Werte  für  m  und  [t  erhalten  werden. 
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§  9.   Tabellarisciie  Zusainmenstelluug. 

Ehe  wir  die  wichtigsten  Eigenschaften  dieser  sieben  regu- 
lären Netze  und  die  zwischen  denselben  stattfindenden  Be- 
ziehungen, welche  für  die  nachfolgenden  Betrachtungen  von 
grosser  Bedeutung  sind,  angeben,  sollen  zuvor  die  wichtigsten 
für  diese  Netze  geltenden  Relationen  übersichtlich  in  einer 
Tabelle  zusammengestellt  werden.  In  derselben  haben  die 
Grössen  n,  v,  m,  ft,  A,  a  die  bereits  festgesetzte  Bedentung; 
li  und  P  sollen  resp.  den  Radius  des  einer  Grenzfläche  des 
Netzes  um-  und  eingeschriebenen  Kreises  darstellen. 

Der  bei  den  Netzen  III,  IV  und  VI  auftretende 
Winlcel  71  bestimmt  sieh  aus: 


^) 


.s2,- 


: 


-64»44'8",  2, 


und  die  bei  den  Netzen  V  und  VII  auftretenden  Winkel  rp, 
i>,  %  sind  durcli  folgende  Beziehungen  bestimmt: 

2 

2      ' 


tangtp  —  2sm  18^' 
tangip^ti 


iang2fp  =  2, 
»2*-|, 


[  =  2  tan{f  ip 

p-31<'43'2",  9, 
(■-20"  54' 18",  6 
Z-37"22'38",  6 
p  +  f  +  Z-SO". 


VS 


-X- 


..... 

, 

' 

A 

„ 

K 

. 

[      I.  Kesu 

~ 

--■ 

ä,3,.„» 

a,8,.,.r 

8 

»60° 

120" 
90" 
läO» 

2., 

ISO"-«-, 

T 

Ikos 

GdernoH 

5 

HO 

18 

■m" 

2ip 

X 

n. 

p™« 

gondodclinfdcrneli 

* 

la 

au 

120" 

2y, 

' 

9 
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§  10.   Eigenschaften  der  Setze  I  und  II. 

1.  Die  beiden  Netze  I  und  II  stellen  Grenzfalle  dar, 
deren  Beriicksiclitigiing  sich  aber  zuiaal  bei  den  weiteren 
Betrachtungen  als  vorteilhaft  erweisen  wird.  Dieselben  stehen 
einmal  in  der  einfachen  Bezielmng,  daas  das  eine  Netz  als 
Poiarfigur  des  andern  erhalten  wird,  so  dass  die  Eckpunkte 
des  einen  Netzes  die  Pole  zu  den  Hauptkreisen  des  andern 
und  umgekehrt  die  Hauptkreise  des  einen  die  Polaren  (Aqua- 
toren)  zu  den  Eckpunkten  des  andern  sind.  Andererseits 
sind  auch  die  Mittelpunkte  der  Flächen  eines  Netzes  I  (II) 
die  Eckpunkte  eines  Netzes  II  (I),  während  die  Kanten  bei- 
der Netze  sich  gegenseitig  halbierend  auf  einander  senkrecht 
stehen.  Von  diesen  beiden  Netzen  ist  das  eine  das  Sym- 
metrienetz des  andern  oder  beide  Netze  sind  einander  kon- 
jugiert (vergl.  §  7,  7).  (Vergl,  Fig.  1«  und  1/5,  in  welchen 
die  stereographischen  Projektionen  zweier  solcher  konjugierten 
Netze  für  n  '^  5  und  «  =  6  dargestellt  sind.  Der  Projektions- 
punkt ist  einer  der  beiden  Eckpunkte  A  des  Netzes  II,  die 
Bildebene  die  Ebene  des  Hauptkreiaea  a  des  Netzes  I.)  In 
dem  speziellen  Falle  m=2,  v  =  2  sind  die  beiden  Netze  so- 
wohl konjugiert,  als  sich  polar  entsprechend, 

2.  Die  gemeinschaftlichen  Symmetrieebenen  der  bei- 
den konjugierten  Netze  I  und  II  sind  einmal  die  Ebene  des 
Hauptkreises  a  des  Netzes  I,  welcher  die  «Kanten  dieses 
Netzes  enthält,  sodann  die  n  Ebenen  der  auf  jenem  Haupt- 
kreise senkrechten  Hauptkreise,  welche  die  n  Kanten  und 
die  n  die  Winkel  derselben  halbierenden  Hauptkreise  des  kon- 
jugierten Netzes  II  ergeben. 

3.  Die  beiden  entgegengesetzt  gerichteten,  zu  der  ersten 
Symmetrieebene  a  senkrecliten  Kugelradien,  von  denen  jeder 
eine  w-zahlige  Axe  der  beiden  Netze  ist,  sollen  als  Haupt- 
axeu  bezeichnet  werden.  Dieselben  sind  gleich  (oder  gleich- 
endig) (§  7,  s);  die  beiden  sphärischen  Ecken  des  Netzes  II, 
deren  Scheitel  die  Punkte  A  und  Ä'  sind,  können  zur  Deck- 
ung gebracht  werden.  Diese  Deckung  wird  durch  eine 
Drehung   von  der  Amplitude  180''  um  je    eine  der  2n  Äsen 
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bewirkt,  welche  a.ls  Schnittlinien  der  n  Symmefcrieebenen  /) 
oder  &  und  c  mit  der  Ebene  des  Äquators  «  denselhen  iu 
2n  gleiche  Teile  teilen  (siehe  Fig.  1k  und  Iß).  Die  beiden 
Netze  I  und  II  haben  also  ansser  den  beiden  entgegengesetzt 
verlaufenden  Ji-zähligen  Hanptaxen  noch  zwei  Gruppen 
von  je  n  auf  diesen  senkrechten,  zweizähligen  Quer- 
axen;  je  n  einer  Gruppe  angehörige  sind  einander  gleich 
und"  entsprechen  einem  regulären  Strahlenbüschel;  die  Äxen 
der  einen  Gruppe  halbieren  die  Winkel  der  Äsen  der  andern 
Gruppe^).  Für  7i~2p-\-l  gehören  je  zwei  entgegengesetzt 
verlaufende  zweizählige  Axen  verschiedenen  Gruppen  an 
und  sind  ungleiehendig. 

Durch  Anwendung  des  Eulerschen  Satzes  (§  6,  a)  über- 
zeugt man  sich  leicht,  dass  die  Kombination  irgend  zweier 
der  erwähnten  Drehaxen  immer  wieder  als  Resultante  eine 
der  übrigen  mit  der  entsprechenden  Aiuplitude  ergieht.  Vergl. 
z,  B.  das  sphärische  Dreieck  AB^^B'^  in  Pig.  1k,  oder  das 
ÄB^C^  in  Fig.  Iß,  Ein  solches  zweirechtwinkliges  Drei 
eck ,  dessen  Inhalt  den  4«'™  Teil  der  Kugelfläche  beträgt, 
werde  das  charakteristische  Dreieck  des  Netzes  I  oder  II 
genannt. 

Es  giebt  sonach  wesentlich  2  m  Drehungen,  welche  eiu 
Netz  I  oder  II  mit  sich  selbst  zur  Deckung  bringen,  wobei 
die  ursprüngliche  Stellung  einmal  mitgerechnet  ist:  n  Dre- 
hungen von  der  AmpHtude  um   eine  Hauptaxe    und  n 

Drehungen  von  der  Amplitude  180"  um  je   eine  Nebenaxe. 

4.  Den  Netzen  I  und  II  lassen  sich  keine  eigentlichen 
Polyeder  ein-  oder  umschreiben,  sondern  nur  Grenzfälle  von 
solchen. 

5.  Endlich  sei  noch  darauf  hingewiesen,  dass  für  «  = 
2p-^l  beim  Netze  I  den  sphärischen  Ecken  keine  Gegen- 
ecken und  beim  Netze  II  den  sphärischen  Kanten  nicht 
die  Gegenkanten  als  Teile  der  Netze  entsprechen. 

1)   Vergl.  Söhncke  a.  ü,  0,  Satz  16   p,  49. 
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§  11.    Eigenschaften  dei-  Netze  III,  IV  und  VI. 

1.  Das  reguläre  Tetraederaetz  III  C^C'^C'^Ci 
(s.  Fig.  2a,  welche  die  etereographische  Projektion  für  den 
Eckpunkt  Cj  als  Projektionspunkt  darstellt)  wird  von  secbs 
Hauptkreisbogen  ('=2»/)  gebildet,  welche  sechs  verschiedenen 
Hauptkreisen  öj,  &g...&ß  angehören.  Bei  diesem  Netze  ist 
zu  keiner  der  Ecken  oder  Flächen  die  Gegenfigur  vorhanden, 
Die  Gegenfigur  dieses  Netzes  ist  ein  diesem  kongruentes 
reguläres  Tetraedernetz  (^\C^CgC'^,  dessen  Eckpunkte  die 
Fläehenmitteu  des  erateren  Netzes  sind  und  dessen  Flächen 
die  Eckpunkte  des  ersteren  zu  Mittelpunkten  haben.  Beide 
Netze  sind  konjugiert.  (Vergl.  Fig.  2/3,  welche  die  stereo- 
graphische Projektion  beider  Netze  fiir  einen  der  gemein- 
schaftlichen Kanten  mittel  punkte  A^  als  Projektiouspunkt  zeigt,) 

2.  Die  vier  Eckradien  eines  regulären  Tetraedernetzes 
sind  vier  gleiche  dreizählige  Axen;  ebenso  sind  die  vier 
diesen  entgegengesetzt  gerichteten  Radien,  welche  nach  den 
Flächenmitten  des  Netzes  (oder  den  Eckpunkten  des  konju- 
gierten Tetraedernetzes)  gehen,  vier  unter  sich  gleiche  drei- 
zählige Äsen.  Ferner  ergiebt  sich  sofort  durch  Änweudung 
des  Eulerschen  Satzes  (§  6,  2)  für  je  zwei  benachbarte 
ungleiche  dreizählige  Axen  als  Komponenten  (las  Vorhanden- 
sein von  drei  Paaren  von  entgegengesetzt  gerichteten,  ein- 
ander gleichen,  zweizähligen  Axen,  nämlich  den  nach  den 
Kantenmitten  Ä  gehenden  Kugelradien.  Ein  Dreieck,  wie 
QCgjlj,  dessen  Eckpunkte  die  Endpunkte  zweier  benachbarten 
ungleichen  dreizähligen  Axen  und  der  Eckpunkt  der  resul- 
tierenden zweizähligen  Axe  ist,  heisse  das  charakteristische 
Dreieck  des  reg.  Tetraedernetzes.  Sein  Inhalt  beträgt  den 
24''°  Teil  der  Kugelfiäche,  und  es  giebt  wesentlich  zwölf 
Drehungen,  welche  ein  Tetraedernetz  mit  sich  selbst  zur 
Deckung  bringen,  nämlich  viermal  zwei  Drehungen  von 
120°  um  die  dreizähligen,  dreimal  eine  Drehung  von  180" 
um  die  zweizähligen  Axen,  nebst  der  einmal  zu  rechnen- 
den Drehung  von  360",  welche  die  ursprüngliche  StelUmg 
ergiebt. 
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Die  sechs  Ebenen  der  Haiiptkreise  &j,Z*^...?>g  sind  die 
einzigen  direkt-symmetriselien  Mittelebenen  eines  regu- 
lären Tetraedernetzes. 

3,  Die  drei  Hauptkreise  a^^  a^,  a-^  bilden  das  reguläre 
Oktaedernetz  IV  mit  den  Punkten  A  als  Eckpunkten, 
wjiluend  die  Punkte  C  der  beiden  konjugierten  Tetraeder- 
netze,  durch  Bogen  (=  180''  —  2;j)  der  sechs  Hauptkreise  h  ver- 
bunden, das  reguläre  Hexaedernetz  VI  ergeben  (s.  Fig.  3). 
Die  beiden  so  erhaltenen  Netze  sind  konjugiert,  die  zwölf 
gemeinschaftlichen  Kantenmittelpunkte  S  sind  die  Pole  bezw. 
Gegenpole  der  sechs  Hauptkreiae  h. 

4.  Die  nach  den  Punkten  A  (den  Eckpunkten  des 
JCetzes  IV  und  den  Fla  eh  enmittelp  unkten  des  Netzes  VI) 
gehenden  Kugelradien  haben  für  diese  beiden  Netze  die  Be- 
deutung Ton  drei  Paaren,  entgegengesetzt  gerichteten,  ein- 
ander gleichen  vieraahligen  Äsen.  Die  nach  den  Punkten  (! 
(den  Flächen  mitte  Ipimkten  des  Netzes  IV  und  den  Eckpunkten 
des  Netzes  VI)  gehenden  Kugelradlen  stellen  vier  Paare  ent- 
gegengesetzt gerichteter,  einander  gleicher  dreizähliger 
Axen,  und  endlich  die  nach  den  gemeinschaftlichen  Kanten- 
mitten B  beider  Netze  gehenden  Kugelradien  sechs  Paare 
entgegengesetzt  gerichteter,  einander  gleicher  zweizähliger 
Axen  dar. 

Die  Endpunkte  dreier  benachbarter  Äsen,  d.  h.  je  einer 
yier-,  einer  drei-  und  einer  zweizahligen  Axe,  von  denen 
jede  die  Resultante  der  beiden  andern  ist,  bilden  ein  recht- 
winkliges Dreieck  (z.  B.  A-^C^B-^),  das  charakteristische 
Dreieck  des  Oktaeder-  und  des  Hexaedernetzes;  der  Inhalt 
desselben  beträgt  den  48"™  Teil  der  Kugelfläche.  Es  giebt 
wesentlich  vierundzwanzig  Drehungen,  welche  ein  regu- 
läres Oktaeder-  oder  Hesaedernetz  mit  sieh  selbst  zur 
Deckung  bringen,  nämlich  ausser  der  ursprünglichen  Stellung 
dreimal  drei  Drehungen  von  90"  um  die  vierzähligen,  vier- 
mal zwei  Drehungen  von  120"  um  die  dreizähligen  und 
sechsmal  eine  Drehung  von  180"  um  die  zweizahligen  Axen. 

5.  Die  drei  zu  den  vierzähligen  Axen  senkrechten  Ebenen 
der  Hauptkreise  (i,,«^,«^,  sowie  die  sechs  zu  den  zweizahligen 
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Axen  senkrechten  Ebenen  der  Hauptkreiae  &^, ?>g...&g  sind 
direkte  symmetriscJie  Mittelebenen  beider  Netze.  Da- 
gegen sind  die  Ebenen  der  Hanptkreise  c^,  C2,Cg,Cj,  welche  die 
Äquatoren  zu  den  Punkten  C  aind  (z.  B.  der  durch  die  Punkte 
S^B^B^  gehende  Hauptkreis  q)  keine  direkteu  Symmetrie- 
ebenen  der  Netze,  wiewohl  sie  dieselben  in  zwei  gleiche  und 
ähnliche  Hälften  teilen.  Denn  die  um  zwei  gegenüberliegende 
Punkte  C  gruppierten  und  sieh  als  Gegenfiguren  entspre- 
chenden regulären  Flächen  oder  Ecken  aind  ungerad- 
zählig  und  die  direkt  symmetrische  Stellung  beider  Hälften 
wurde  erst  eintreten,  wenn  die  eine  Hälfte  um  die  drei- 
zählige  Axe  eine  Drehung  von  60"  erführe  (vergh  §  4,  a). 
Die  Zahl  der  direkten  Symmetrie  ebenen  eines  regu- 
lären Oktaeder-  und  eines  regulären  Hesaedemetzes  beträgt 
also  3  +  6,  wobei  die  drei  ersten  die  Hauptkreiae  des  Ok- 
taedernetzes,  die  aechs  anderen  diejenigen  des  Hexaedernetzes 
ergeben. 

6.  Das  reguläre  Oktaedernetz  entspricht  sich  aelbst  polar, 
während  dem  Hexaedemetze ,  ebensowenig  wie  dem  Tetra- 
edernetze ein  reguläres  Netz  polar  entspricht.  Denn  weder 
die  Polarflgur  einer  Grenzfläche  des  Hexaedernetzes  (z.  B. 
das  reguläre,  dem  Viereck  G^C^G^O^  polar  entsprechende 
Viereck  B^^B^B^B^  (vergl.  Pig.  17k),  noch  die  Polarfigur  einer 
Grenzfläche  des  Tetraedernetzea  (z.  B.  das  reguläre  dem 
Dreieck  C^C^C'^  polar  entsprechende  Dreieck  B'^B^B^  (vergl. 
Fig.  17a)  können,  da  ihre  Exzesse  keinen  aliquoten  Teil 
von  360°  bilden,  geschlossene  reguläre  Netze  ergeben.  Beide 
Figuren  werden  als  Grenzflächen  des  später  (|  32)  zu  be- 
trachtenden Kubo-Oktaedernetzes  XIX'  auftreten,  dessen  Eck- 
punkte die  Punkte  B  sind, 

7.  Den  Netzen  III,  IV  und  VI  können  sowohl  reguläre 
Polyeder  eingeschrieben  werden,  nach  welchen  die  Netze 
benannt  worden  sind,  als  auch  in  den  Eckpunkten  ent- 
sprechende Polyeder  umgeschrieben  werden,  nämlich  dem 
Netze  III  wieder  ein  reguläres  Tetraeder  [HI],  dem  Netze  IV 
ein  reguläres  Hexaeder  [IVj  und  dem  Netze  VI  ein  regu- 
läres Oktaeder  [VI].    Über  die  einfachen  Beziehungen  dieser 
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§   12.   EigeiiBchaften  der  Netze  Y  und  VII. 

Polyeder  zn  den  entsprecii enden  Netzen  vergleiclie  mi 
L  Bein  erluin gen  im  §  13  unter  le  bis  lli. 


§  12,    Eigeuscliafteii  der  Aetzo  V  iiiui  ¥1!. 

1.  Das  reguläre  Ikosaedernetz  V  und  das  reguläre 
Pentagondodekaedernetz  VII  werden  durch  dieselben 
fünfzehn  Hanptkreise  6i,  &2'--^is  gebildet;  diese  schneiden 
sieh  einmal  zu  je  fünf  unter  gleichen  Winkelu  in  den  zwölf 
Punkten  G^,  G^-'-G-^  und  G\, G\... G\  des  Ikosaederuetzes, 
dessen  zwanzig  regnl'är-dreieckige  Grenzflächen  die  Kante  2(p 
(vergl.  Tabelle  §  9)  haben,  zweitens  zu  je  drei  unter  gleichen 
Winkeln  in  den  zwanzig  Punkten  C^,  C^.-.C^^,  und  C\,C\...C\f, 
des  Penfcagondodekaedernetzes ,  dessen  zwölf  regulär  -  fünf- 
eckige Grenzflächen  die  Kante  ^ip  haben,  ausserdem  noch 
senkrecht  zu  je  zweien  in  den  dreissig  gemeinschaftlichen 
Kantenmittelpunkten  Bj,  Jög  ....Bj,^  und  B\,B\...B\^  dieser 
beiden  konjugierten  Netze.  Diese  Punkte  B  sind  die  Pole 
bezw.  Gegenpole  zu  den  Hauptkreiaen  h  (vergl.  Fig,  4,  welche 
die  stereographisehe  Projektion  dieser  heiden  konjugierten 
Netze  für  den  Punkt  Gj  als  Projektionspunkt  darstellt; 
das  Ikosaedernetz  ist  punktiert,  das  Pentagon dodekaedemetz 
stark  gezeichnet). 

2.  Was  die  Äsen  dieser  beiden  Netze  V  und  VII  an- 
langt, so  stellen  die  nach  den  Punkten  G  (den  Eekpuakten 
des  Netzes  V  und  den  Fläehenmittelpuukten  des  Netzes  VII) 
gehendem  Kugelradien  sechs  Paare  von  entgegengesetzt 
genchteten,  einander  gleichen  fünfzähligen  Axen  dar;  die 
nach  den  Punliten  C  (den  Flächenmittelpunkten  des  Netzes  V 
und  den  Eckpunkten  des  Netzes  VII)  gezogenen  KugeJradien 
sind  zehn  Paare  von  entgegengesetzt  gerichteten,  einander 
gleichen  dreizähligen  Äsen,  und  endlich  stellen  die  nach 
den  gemeinschaftlichen  Kantenmittelpunkten  B  beider  Netze 
gehenden  Kugelradien  fünfzehn  Paare  von  entgegengesetzt 
gerichteten,  einander  gleichen  zweizühligen  Axen  dar. 
Das  charakteristische  Dreieck  des  Ikosaeder-  und  Pen- 
tagoudodekaedernetzes    hat   zu   Eckpunkten    die   Endpunkte 
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dreier  benachbaifcer  solcher  Asea,  d.  h,  je  einer  {ünf-,  einer 
drei-  und  einer  zweizahligen  Äxe  (z.  B.  das  Dreieck  G^6\£j); 
jede  dieser  Drehaxen  ist  die  Resultante  der  beiden  anderen. 
Der  Inha.lt  eines  solchen  Dreiecks  beträgt  den  120""'  Teil 
der  Kugel  fläche. 

Es  giebt  wesentlich  sechzig  Drehungen,  welche  ein  re- 
guläres Ikosaeder-  oder  ein  reguläres  Pentagoudodekaeder- 
netz  mit  sieh  selbst  zur  Deckung  bringen;  nämlich  ausser 
der  die  mraprängliche  Stellung  ergebenden  Drehung  von  360": 
sechsmal  vier  Drehungen  von  72"  um  die  fiinfzähligen,  zehn- 
mal zwei  Drehungen  von  120^  um  die  dreizähligen  und 
fünfzehnmal  eine  Drehung  von  180"  um  die  zweizahligen 
Äsen. 

3.  Analog,  wie  im  §  II,  5  ergiebt  sich,  dass  nur  die  zu 
den  geradzahligen  Äsen  senkrechten  Mittelebeuea  direkte 
Symmetrieebenen  dieser  Netze  sind,  d.  h.  die  Ebenen  der 
fünfzehn  Hauptkreise  6^,  Ög...!»j5,  während  die  zu  den  fünf- 
und  den  dreizähligen  Axen  senkrechten  Mittelebenen  zwar 
die  Netze  in  zwei  gleiche  und  ähnliche,  aber  der  Stellung 
nach  sich  nicht  direkt  symmetrisch  entsprechende  Hälften 
teilen.  Die  durch  diese  letzteren  Ebenen  bestimmten  Haupt- 
breise  g  und  c,  welche  bezw.  die  Aquatoren  zu  den  Punkten 
G  und  C  als  Polen  (und  Gfegenpolen)  sind,  werden  in  dem 
%  33  zu  betrachtenden  gleicheekigen  Netze  XX'  und  in  den 
Netzen  XX'g  und  XX',  höherer  Art  (vgh  das  letzte  Kapitel) 
auftreten.  Die  Polarflguren  der  Grenzflächen  des  Netzes  V 
und  VII  können  keine  regulären  Netze  bilden,  da  die 
Exzesse  dieser  Polarflguren  keinem  aliquoten  Teil  von  360'' 
gleich  sind, 

4.  Den  Netzen  V  und  VII  können  einmal  bezw.  die 
beiden  regulären  Polyeder  [VJ  und  [VII],  nach  welchen  die 
Netze  benannt  sind,  eingeschrieben,  andererseits  auch  in 
den  Eckpunkten  reguläre  Polyeder  umgeschrieben  werden, 
nämlich  dem  Netze  V  ein  reguläres  Pentagündodekaeder,  dem 
Netze  VII  ein  reguläres  Ikosaeder.  Vergl.  §  13  unter  1  e) 
bis  h). 
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§  lij,  Allgemeine  Kigeiiscliaften  der  regulären  Ketze. 

1.  Von  den  in  den  vorhergeheniJeri  Paragraphen  abge- 
leiteten und  nach  ihren  hauptsächlichsten  Eigenschaften  be- 
handelten sieben  regulären  Netzen  entsprechen  sich  I  und 
II,  IV  und  VI,  V  und  VII  bezw.  als  konjugierte  Netze, 
während  das  Netz  III  kurz  als  sich  seihst  konjugiert 
bezeichnet  werden  kann.  Die  wesentlichsten  Beziehungen  für 
zwei  konjugierte  reguläre  Netze  und  die  ihnen  ein-  oder 
uingescliriebenen  Polyeder  sollen  im  folgenden  üb  er  sichtlich 
zusammengestellt  werden. 

a)  Die  Mittelpunkte  der  Flächen  des  einen  Netzes  sind 
die  Eckpunkte  des  andern. 

b)  Die  Kanten  beider  Netze  stehen  auf  einander,  sich 
gegenseitig  halbierend,  senkrecht.  Das  eine  Netz  ist  das 
Symmetrienetz  des  andern  (Tergh  |  7, 7). 

c)  Der  Kadius  des  einer  Fläche  des  einen  Netzes  ein- 
geschriebenen Kreises  ist  gleich  der  halben  Kaute  des  andern 
Netzes. 

d)  Die  Radien  der  den  Grenzflächen  heider  Netze  um- 
geschriebeneu Kreise  sind  gleich. 

e)  Die  Kanten  des  einen  Netzes  ergänzen  die  Flächen- 
(Innen-)  Winkel  des  ihm  selbst  umgeschriebenen,  dem  kon- 
jugierten Netze  eingeschriebenen  Polyeders  zu  180". 

f)  Die  Polygonwinkel  des  einen  Netzes  ergänzen  die 
ebenen  Winkel  der  Grenzflächeu  des  ihm  selbst  um- 
oder  dem  konjugierten  Netze  eingeschriebenen  Polyeders 
zu  180°. 

g)  Die  zwei  konjugierten  Netzen  ein  -  oder  uin- 
geschriebeneu  Polyeder  besitzen  dieselben  Äsen  und 
Symmetrieebenen,  welche  den  Netzen  eigentümlich 
sind. 

h)  Zwei  Polyeder,  welche  demselben  Netze  das  eine 
ein-,  das  andere  umgeschrieben  ist,  entsprechen  sich  polar 
in  Beziehung  auf  die  Kugel  des  Netzes  als  Direktrix. 
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Die  besonderen  Anwendimgeii  dieaei"  Beziehungen  auf 
die  einzelneu  regulären  Polyeder  ergeben  sich  leicht  mit 
Benutzung  der  Tabelle  9)  in  §  9. 

2.  Von  den  sieben  regulären  Netzen  sind  diejenigen  I 
und  II  fflr  n  =  2p,  die  IV  und  VI,  V  und  YII  als  voU- 
zähüge  und  zwar  sowohl  holoedrische,  als  auch  holo- 
goniache  zu  bezeichnen,  da.  bei  ihnen  zu  jeder  Fläche  die 
Gegenfläche,  zu  jeder  Ecke  die  Gegeneeke  im  Netze  vor- 
handen ist.  Dagegen  sind  die  Netze  I  und  II  für  n  =  2p-\-l 
und  das  Netz  HI  als  halbzählige  zu  bezeichnen.  Von 
den  beiden  ersten  ergiebt  sich  das  Netz  I  aus  demjenigen 
für  n  =  4p  +  2  durch  Entfernung  yon  2p +  1  abwechselnd 
aufeinanderfolgenden  Eckpunkten  als  Heniigonie,  das  zweite 
aus  demjenigen  II  für  n=-4:p-\-2  durch  Entfernung  von 
2p +1  abwechselnd  aufeinanderfolgenden  Haupthalbkreisen 
als  Hemiedrie.  Das  reguläre  Tetraedernetz  III  wird  als 
Hemigonie  des  Hexaedernetzes  VI,  ebenso  wie  das  regu- 
läre Tetraeder  aus  dem  Hexaeder,  erhalten;  das  reguläre 
Tetraeder  ist  zugleich  die  Hemiedrie  des  dem  Hexaeder- 
netze umgeschriebenen  (oder  dem  Oktaedernetze  eingeschrie- 
benen) Oktaeders,  während  das  reguläre  Tetraedernetz  sich 
nicht  direkt  aus  dem  regulären  Oktaedernefcze  durch  Ent- 
fernen Ton  Kanten  herleiten  lässt. 

3.  Die  Eckpunkte  eines  regulären  Netzes  bilden  ein 
sog.  regelmässiges  Piinkisyatem  (vergl.  §  1),  in  welchem 
um  jeden  Punkt  die  ftbrigon  Punkte  des  Sysi;ems  in  der- 
selben Weise  gruppiert  sind  uud  die  von  jedem  Punkte  nach 
allen  Übrigen  Punkten  gezogenen  sphärischen  Strahlenbiischel 
kongruent  sind.  Die  für  ein  solches  System  ehiirakte- 
ristischen  DeckbewegQngen,  durch  welche  das  beweglich 
und  starr  gedachte  System  mit  dem  ihm  kongruenten 
festen  Systeme  zur  Deckung  gebracht  wird,  erfolgen  um 
die  oben  angegebenen  Äsen  als  Drehaxen.  Die  Flächen- 
mittelpunkte eines  regulären  Netzes  bilden  als  Eckpunkte 
des  konjugierten  Netzes  ebenfalls  ein  regelmässiges  Punkt- 
system. 
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Die  Beantwortung  der  Frage,  ob  aus  einem  regulären 
Netze  noch  andere  regelmässige  Punktsysteme  erhalten 
werden  können,  wird  in  dem  nächsten  Kapitel  gegeben 
werden,  in  welchem  anch  diejenigen  regelmässigen  Punkt- 
systeme Berückaiehtigung  finden,  für  welche  die  von  jedem 
Punkte  nach  allen  übrigen  Punkten  des  Systems  gezogenen 
sphärischen  Strahlenbüaehel  untereinander  zur  Hälfte  kon- 
gruent, zur  Hälfte  symmetrisch  gleich  sind. 
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Drittes  Kapitel. 

BestimDmng  der  einfaclieii  gleicliflächigen  und  der 
diesen  zugeordneten  gleicheckigen  ^etze. 


§  H.  LbersicM  über  die  Eiitwichlungeu  dieses  Kapitels. 

Wir  geben  nun  mehr  die  Ije  schränkende  Bestimmung, 
dass  die  gleichsD  Pläehen  eines  Netzes  regulär  sein  sollen, 
auf  und  behandeln  in  diesem  Kapitel  die  Aufgabe,  alle  gö- 
sehlossenen ,  durch  lauter  gleiche  (und  zwar  kongruente  oder 
symmetriach-gleiche)  Polygone  zusammengesetzten  Netze  zu 
finden,  welche  die  Kiigelfl'ache  einmal  bedecken.  Die  Yer- 
schiedenen  Gesichtspunkte,  nach  welchen  man  diese  Netze 
einteilen  nnd  in  Gruppen  zusammenfassen  kann,  werden  bei 
den  nachfolgenden  Betrachtungen  von  selbst  hervortreten 
oder  an  den  geeigneten  Stellen  hervorgehoben  werden. 

Wir  werden  die  Untersuchung  in  der  Weise  durchführen, 
dasa  wir  der  Reihe  nach  die  mögliehen  gl  eich  fläch  igen 
Dreiecks-,  Vierecks-,  Fünfecksoetze  ableiten,  indem  wir 
immer  von  den  einfacheren  Fällen  ausgehen.  Es  wird  dann 
hierbei  der  wichtige  Unterschied  zwischen  festen  und  ver- 
änderlichen gleichflächigeii  Netzen  sich  ergeben. 

Zugleich  werden  wir  für  die  erhaltenen  gleichfläehigen 
Netze  die  zugeordneten  gleicheckigen  Netze  bestimmen, 
d.  h.  diejenigen  Netze,  deren  Sjmmetrienetze  die  gleich- 
flächigen  sind  und  deren  Eckpunkte  durch  homologe  Punkte 
dieser  Netze  gebildet  werden.  Diese  gleichecMgen  Netze 
oder  die  durch  sie  bestimmten  regelmässigen  Punktsysteme 
zerfallen  dann  entsprechend  in  solche  mit  festen  und  mit 
veränderlichen  Symmetrienetzen, 

Endlieh  werden  wir  auch  die  deü  gleieheekigen  Netzen 
eingeschriebenen  gleicheckigen  Polyeder,  sowie  die  den- 
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selben  umgeschriebenen  gleiehflächigen  Polyeder,  vou 
welch'  letzteren  in  den  meisten  Fällen  eine  Varietsit  dem 
entsprechenden  gleiehflächigen  Symmetrienetze  eingeschrieben 
werden  kann,  nebst  ihren  wichtigsten  Eigenschaften  auf- 
führen. Nach  diesen  Polyedern  sind  die  betreffenden  Netze 
atieh  benannt  worden. 


Erste  Abteilung. 

Dreiecksnetze ')  nebst  den  zugeorctnelen  gleioli- 
eckigeii  Netzen, 
A)   Fall,  dass   die  Grenzfläche   ein  gleich- 
schenkliges  Dreieck   ist, 

%  15,  Äbleitiiug  der  Eelatioiieu  und  dei-  möglichen  Fälle 
füv  die  festen  derartigen  Netze. 

Indem  wir  bei   der  Bestimmung   der  Dreiecksnetze  von 

dem  speziellen  Falle,   dass   das   Dreieck   gleichschenklig 

sei,   ausgehen,   setzen  wir  voraus,   dass  für  die  Winkel  Ä^^, 

A^yA^  und   die  Kanten  k^,  a^,  «3   die   Beziehung  bestehe: 

10)  ^2  =  -43,    «3  =  1^3, 

Damit  das  Dreieck  mit  seinen  Wiederholungen  ein  die 
Engelfiäche  bedeckendes  Netz  bilden  kann,  miiss  einmal 
die  Bedingimg  erfüllt  sein 

790" 
U)  ^,-^^^-180"  =  -^^^ 

oder 

11k)  .4i-f2A  =  '"^--180", 

wenn  wiederum  m  die  Anzahl  der  Dreiecke  des   Netzes   be- 
deutet. 


1)  Z-weieckBuefae  brauchen  Her  nicht  beräcksichtigt  zu  werden, 
da  sieb,  für  diese  nui'  der  Fall  der  tegulärea  Zweieckaiietze  I[)  (§  10) 
ergiebt.  Über  die  zugeordneten  gleiobeckigen  Netze  im  Fall  eines 
cergl,  §  16, 10  und  §  18,4  u,  6, 


y  Google 


38    Drittes  Kap.  Bestimmung  d.  einf.  gleichflächig,  u.  d.  etc,  Netze, 

Was  zweitens  die  ephänseheü  Ecken  eines  solchen 
Netzes  anlangt,  so  ergeben  sieli  für  deren  Bescbaffenheit 
und  Anordnung  mehrere  uiÖglichezi  Fälle.  Wir  berücksich- 
tigen zunächst  den  Fall  der  festen  derartigen  Netze,  bei 
deren  Grenzfläche  sowohl  der  Winkel  an  der  Basis,  wie  der- 
jenige an  der  Spitze  eines  aliquoteu  Teil  von  360"  beträgt 
und  bei  welchen  demgemäss  zweierlei  sphärische  Ecken 
auftreteia.  Diejenigen  Ecken,  deren  Scheitel  die  Spitzen  der 
gleichschenkligen  Dreiecke  bilden,  sind  regulär,  während  die- 
jenigen, deren  Scheitel  die  Endpunkte  der  Basis  bilden,  als  h  alb  - 
reguläre  sphärische  Ecken  zu  bezeichnen  sind  (vergl.§  7,2). 

Für  derartige  Netze  gelten,  wenn  vi  die  Zahl  der  in 
einem  Eckpunkte  znsammenstossenden  gleichen  Winkel  Ai 
bedeutet,  die  Beziehungen: 

1  j/„A  =  360V 


12) 
oder 


360" 


12«) 


ans  deren  Verei 

13) 
oder 

13«)         »1- 

.aigung  mit  11)  sich  ergiebt: 
4                           4«,«, 

A+A^l      4..  +  2..-.,.. 

Bezeichnen  wir  die  Anzahl  der  durch  die  Winkel  A^ 
gebildeten  Ecken  durch  ft^,  die  Anzahl  der  durch  Basiswinkel 
gebildeten  Ecken  durch  (i^,  so  ist: 

Im 

UIIU  ^ 

14(.)  v,ii,  +  v.,ii.,  =  ?.m; 

die  Länge  der  Kanten  ^^^ag  und  c,    des  Netzes  folgt  aus: 
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I,  _  COS  -|  ^i 
eosa^  =  cotgA^ .  cotg  -\-  A^. 
Erteilt  man  mm  v,  und  Vg  alle  zulässigen  ganzzaLligeii 
Werte,  wobei  die  Zahl  v^  notwendig  gerade  und  die  zu- 
sammengehörigen Werte  für  v^  und  v^  verschiedene  ganze 
Zahlen  sein  müssen,  so  erhält  man  aus  obigen  Formelu 
durch  einfache  Diskussion  nur  folgende  möglichen  Fälle: 


Nr. 

ll«se  dsi  Heties. 

.. 

. 

z 

,. 

v 

J,=^ 

°' 

.,=^«. 

X 

TiiHklstetTsedeinetz    .  . 
'retrakisheKäedeiiieti .  . 

"T 

l 

u 

» 

80« 

2.V 

ie(i"-8v') 

In  den  folgenden  Paragraphen  sollen  diese  gl  eichfläch  igen 
Netze  hinsichtlich  ihrer  wichtigsten  Eigenschaften  nehst  den 
zugeordneten  gleicheckigen  Netzen  und  den  entsprechenden 
gleicheckigen  und  gleich  fläch  igen  Polyedern  der  Eeihe  nach 
betrachtet  werden. 


§  10.   DoppelpjTamideniietze  YIII  netost  deu  zii- 

geordueten   gleicli eckigen  Netzeu  YIII'  iind  den 

entsprechenden  Polyedern. 

1,  Diese  Netze  bestehen  aus  2n  (jt>3)  kongruenten  zwei- 
recht winkligen  sphärischen  Dreiecken,   deren  dritter  Winkel 
360'' 


und  dritte  Kante  - 


rgen.     In  den'  beiden  diametral 


gegenüberliegenden  Punkten  A  und  A'  vereinigen  sich  die 
Spitzen  von  je  »  Dreiecken;  die  von  denselben  in  diesen 
Punkten  gebildeten  sphärischen  Ecken  sind  reguläre  n-M- 


1)  Vergl.  Formel  7)  ii 

2)  Vergl.  Foi-Diel  8)  i 
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chige  Ecken  (vergl.  §  7,2);  die  Scheitel  B  der  n  anderen 
Ecken  liegen  auf  dem  Hauptkreise  a,  den  Punkten  eiuea 
regulären  m-Ecks  entsprechend.  Diese  sphärischen  Ecken  sind, 
da  die  vier  sieh  rechtwinklig  schneidenden  Hauptkreisbogen 
abwechselnd  gleich  sind  (ausser  für  «  =  4)  als  halb- 
reguläre  vierflächige  Ecken  zu  bezeichnen  (vergl.  die  stark 
gezeichneten  Teile  der  Fig.  5k  (re==3),  5/3  (n-=5)  und  5y 
(n  =  4),  (das  reguläre  Oktaedernetz)  und  Fig.  5<^  (n=Q). 
Diese  Netze,  welche  auch  passend  als 

Vin     sphärische  (2  +  «)-'eckige  2«-Flaehe 
bezeichnet  werden  können,  entstehen  also  einfach  durch  Ver- 
einigung  der   Netze   I  und   II   (Fig.  Iß  und  Iß),  d.  h.  die 
Eckpunkte    eines    Doppelpyramidennetzes    entsprechen   den- 
jenigen eines  Zweiecks-  und  eines  Kreisteiiungsnetees. 

2.  Die  Symmetrieebenen  eines  Doppelpyramidennetzes 
sind  dieselben,  wie  diejenigen  des  KreisteiUmgs-  und  des 
Zweieeksnetzes ,  durch  deren  Vereinigung  jenes  erhalten  wird 
(vergl.  §  10,  a).  Die  Ebene  der  gemeinscliaftlichen  Basis  a, 
sowie  die  n  auf  diesen  seakreehten  Ebenen,  welche  die 
2n  Schenkel  und  die  2n  Symmetrie-Hauptkreisbogen  der 
gleichschenkligen  Dreiecke  bilden,  sind  also  direkt  sym- 
metrische Mittelebeneu  des  Netzes. 

3.  Ebenso  besitzt  ein  Doppslpyramideunetz  dieselben 
Axen  und  von  gleicher  Zähligkeit,  wie  sie  den  beiden 
entsprechenden  Netzen  I  und  II  zukommen.  Es  sind  also 
zwei  gleiche,  entgegengesetzt  gerichtete  «-zählige  Hanpt- 
asen  (OA  und  OA')  und  zwei  Gruppen  von  je  n  gleichen 
auf  diesen  senkrechten  zweizähligen  Queraxen  (OB,  bezw. 
OB  und  OC)  vorhanden  (vergl.  §  10,  3),  wobei  für  »  =  2jj  +  1 
je  zwei  entgegengesetzt  gerichtete  zweizählige  Axen  ver- 
schiedenen Gruppen  angehören.  Das  sog.  charakteri- 
stische Dreieck  erscheint  hier  als  die  Hälfte  einer  Grenz- 
fläche des  Doppelpyramidennetzes. 

4.  Für  11  ^2p  +  l  sind  die  Doppelpyramidennetze  als 
halbzählige  zu  bezeichnen  (§§  13,  2  u.  10,  s),  welche 
aus  den  dem  Werte  2n  entsprechenden  einfach  durch  Ent- 
fernung von  n  abwechselnd  aufeinander  folgenden  vierflächigen 
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Ecken  erhalten  werden  könneu.  Die  «-fläcLigen  Ecken  mit 
den  Scheitein  A  und  A'  entsprechen  sich  für  n=-2p-i- 1  nicht 
als  Gegenecken. 

5.  Einem  Doppelpyramiüiennetze  lässt  sich  ein  gleich- 
flächiges  Polyeder  ein-  und  ein  gleicheckiges  Poly- 
eder-umschreiben.  Das  eingeschriebene  Polyeder  ist  eine 
gerade  reguläre  Doppelpyramide,  deren  beide  End- 
ecken regulär  w-flächig,  deren  m  Randeeben  halbregulär  Tier- 
Üächig  sind  (d.  h.  gleiche  ebene,  aber  abwechselnd  gleiche 
Fläehenwinkel  haben)  und  für  welche  die  End-  und  ßand- 
axen  gleich  lang  sind.  Das  in  den  Eckpunkten  des  Netzes 
der  Kugel  umgeschriebene  Polyeder  ist  ein  gerades  Prisma, 
dessen  beide  Endflächen  reguläre  )j-Ecke,  dessen  n  Seiten- 
flächen Rechtecke  sind  und  für  welches  die  beiden  Endflächen 
und  die  n  Seitenflächen  gleichen  Abstand  vom  Mittelpunkte 
der  Eugel  haben. 

Beide  Polyeder  entsprechen  sich  polar  iu  Beziehung  auf 
die  Kugel  als  Direktrix;  die  Eckpunkte  des  umgeschriebenen 
Polyeders  sind  die  Pole  zu  den  Ebenen  der  Grenzflächen 
des  eingeschriebenen;  die  Kanten  beider  Polyeder  entsprechen 
sich  als  reziproke  Polaren.  Die  Eckenasen  des  umge- 
schriebenen oder  die  Flächenaxen  des  eingeschriebenen  Po- 
lyeders treffen  die  Kugel  in  den  Mittelpunkten  der  den  zwei- 
rechtwinkligen  Dreiecken  des  Netzes  umgeschriebenen  Kreise. 
Diese  Punkte  sind  die  Eckpunkte  eines  der  Kugel  einge- 
schriebenen gleicheckigen  Polyeders,  welches  dem  umge- 
schriebenen ähnhch  ist,  während  die  in  diesen  Punkten  an 
die  Kngel  gelegten  Berührungsebenea  eine  der  eingeschriebe- 
nen ähnliche  Doppelpyramide  einschliessen. 

6.  Diese  Mittelpunkte  der  den  Grenzflächen  des  NetzesVIII 
umgeschriebenen  Kreise  sind  die  Eckpunkte  eines  gleich- 
eckigen Netzes,  welches  dem  gleichfiächigen  konjugiert 
ist.  Denn  die  Kanten  dieses  gl  eiche  ck  igen  Netzes  stehen 
auf  denjenigen  des  gleichflächigen  Netzes  in  deren  Mittel- 
pmikten  senkrecht  und  werden  selbst  in  diesen  Punkten 
halbiert;  sie  bilden  in  jedem  Mittelpunkte  einer  Fläche  des 
Netzes  Vill  eine  gleichschenklig-dreiflächige  sphärische  Ecke, 
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während  die  Flächen  des  gleicheckigen  Netzes  zwei  reguläre 
»-Ecke  mit  den  Mitielpimkten  A  und  Ä'  und  n  halbregu- 
läre gleieheckige  Vierecke  mit  den  Mittelpunkten  B  dar- 
stellen. Jedes  dieser  beiden  Netze  ist  ein  Symmetrienetz 
des  andei-n,  und  es  gelten  für  sie  im  wesentlichen  (d.  h. 
abgesehen  von  den  durch  den  Umstand,  dass  die  Grenz- 
flächen und  Ecken  nicht  sämtlich  regulär  sind,  bedingten 
Änderungen)  dieselben  Beziehungen,  welche  für  zwei  regu- 
läre konjugierte  Netze  im  §  13,1  a)  bis  h)  aufgestellt 
worden  sind.  Eine  solche  Änderung  findet  hauptsächlich 
in  betreff  der  unter  c)  ausgesprochenen  Eigenschaft  statt, 
welche  nur  für  reguläre  Grenzflächen  gilt. 

7.  Nimmt  man  auf  dem  Sjmmetriekreisbogen  einer 
Fläche  des  Netzes  VIII,  d.  h.  dem  Halbieiungskreise  des 
Winkels  ^43  und  der  gegenüberliegenden  Kante  «g  einen 
Punkt  P^  beliebig  an,  so  bilden  die  zu  Pj  homologen 
Punkte  sämtlicher  Grenzflächen  des  Netzes  VIII  die  Eck- 
punkte eines  gleicheckigen,  jenem  zugeordneten  (vergl. 
§  7,  7)  Netzes.  Die  Kanten  desselben,  welche  je  zwei  be- 
nachbarte Punkte  P  verbinden,  stehen  senkrecht  zu  den 
Kanten  des  gleich  flächigen  Netzes  und  werden  in  den  Schnitt- 
punkten halbiert;  sie  bilden  in  jedem  Punkte  P  eine  gleich- 
schenklig-dreiflächige sphärische  Ecke,  während  die  Flächen 
zwei  reguläre  «-Ecke  mit  den  Mittelpunkten  A  und  A'  und 
n  halbreguläre  gleieheckige  Vierecke  mit  den  Mittelpunkten 
B  darstellen  (vergl.  Fig,  ö«,  5^,  Sj-  und  5Ö).  Wir  bezeichnen 
diese  gleicheckigen  Netze,  deren  Symmetrienetze  die  Netze 
VIII  sind,  auch  als 

Vlir     sphärische  (2  +  nyüächige  2K-Bcke. 

Für  n  =  4  erhält  man  ein  dem  regulären  Oktaedernetz 
zugeordnetes 

IV'     (2-f4)-fläehiges  Achteck, 
dessen  beide  Endflächen  reguläre,  dessen  Seitenflächen  halb- 
reguläre Vierecke  sind. 

Das  in  6)  betrachtete  Netz  ist  der  spezielle  Fall  dieser 
Netze,  bei  welchem  der  Punkt  P  der  Mittelpunkt  des  der 
Grenzfläche   dos   gleichflächigen  Netzes  umgeschriebenen 
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Kreises   ist   uud   bei   welchem   ancli  umgekehrt   das  gleich- 
eckige Netz  das  Symmetrienetz  des  gleichfiächigen  ist. 

Wenn  der  Punkt  Pj  speziell  der  Mittelpunkt  des  dem 
Dreiecke  A^  B^  B^  ein  geschriebenen  Kreises  ist,  so  werden 
die  seukrechten  Abstände  jedes  Punktes  P  von  den  Kanten 
des  ihn  eins  cli  Hess  enden  Dreieckes  gleich,  die  sämtlichen 
Kanten  des  gleicheckigen  Netzes  also  einander  gleich  und 
die  n  Seitenflächen  zu  regulären  Vierecken.  Wir  be- 
zeichnen dieses  besondere,  zugleich  gleicheckige  und 
gleichkantige  Netz  als  die  Ärchimedeisehe  Varietiit 
der  Netze  VIII'. 

8.  Den  Netzen  VIII'  kommen  dieselben  Symmetrie- 
ebenen und  dieselben  Axon  von  gleicher  Zähligkeit 
zu,  wie  den  zugehörigen  Symmetrienetzen  VJII  (vgl.  2  u.  3 
dieses  Paragraphen).  Insbesondere  möge  hervorgehoben  wer- 
den, dass  für  die  Ärchimedeisehe  Varietät  die  Äsen  OS, 
wiewohl  sie  für  die  regulären  Vierecke  vierzählige  Axen 
sind,  doch  für  das  Netz  nur  die  Bedeutung  zweizähliger 
Axen  haben. 

9.  Jedem  Netze  VllI'  lässt  sieh  ein  gleicheekiges 
Polyeder,  nämlich  ein  gerades  Prisma  mit  regulären  End- 
flächen einschreiben  und  ein  gleiehflächigea  Polyeder,  näm- 
lich eine  gerade  reguläre  Doppelpyramide  umschreiben. 
Beide  Polyeder,  welche  man  bez.  als 

[Vlirj     glcicheckige  (2-f-«)-fläehige   prismatische 

,     ,  2jj-Ecke 

und  aJs 

[VIII]  gleichfläehige  (2  +  K)-eckige  2«-FIache 
bezeichnen  kann,  entsprechen  sich  polar  in  Beziehung  auf 
die  Kugel  (vergl.  5  dieses  Paragraphen);  ihre  Symmetrie  ebenen 
und  Axen  sind  dieselben,  wie  diejenigen  der  zugehörigen  Netze. 
Der  Archimedeischen  Varietät  der  Netze  entspricht  bez 
die  Ärchimedeisehe  Varietät  der  zugehörigen  Polyeder. 

10.  Die  sämtlichen  möglichen  Varietäten  der  gleich- 
eckigen  Netze  VHP  werden  erhalten,  wenn  der  Punkt  F  alle 
möglichen  Lagen  auf  dem  Quadranten  einnimmt,  welcher 
das  zweirechtwinklige  Dreieck  des  Netzes  VIII  in  zwei  syui- 
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metriselie  Hälften  teilt.  Bezeiclineii  wir  den  ephäriseliea 
Abstand  eines  Punktes  P^  von  der  Spitze  A  des  gleich- 
schenkligen Dreiecks  mit  £ai  den  Abstand  des  Punktes  P^ 
TOn  einem  Endpunkte  B  der  Basis  mit  fi,  die  Kanten  und 
Polygonwinkel  des  gleicheckigen  Netzes  durch  aecentuierte 
Buchstaben  a\,  ci\=^a\  und  .A',,  ^:^  =  A!^^  wobei  also  je 
zwei  aufeinander  senkrechte  Kanten  des  gleicheekigen  und 
des  gleichflächigen  Netzes  denselben  Index  erhalten,  so  er- 
geben sich  leicht  folgende  Relationen; 


17«) 


\      ,  A\  .       180°        .,         .,       ,.,. 

cotg -^  =- cos Sgiang --— }    -ä'^^ jIj^  180"- 


Dem  Werte  Sa^SÖ"  entspricht  der  Grenzfall  der  re- 
gulären  Kreisteilungsnetze  I  (vergl.  §  8,  I  und  §  9,  9). 

Für  die  dem  Netze  VIII  konjugierte  Vai-ietät  des 
Netzes  VIII'  wird  f^^Ei^Ä  gleich  dem  gemeinschaftlichen 
Werte  für  die  Radien  des  dem  zwe ir echt winlcli gen  Dreiecke 
und  den  beiderlei  Grenzflächen  des  Netzes  VIII'  iimge- 
schriebenen  Kreises.  Alsdann  bestehen  die  einfachen  Be- 
ziehungen: 

n 

aus  welchen  z.  B.  für  «  =  4,  «'g- 180''-2-»j,  d.  h.  die  Kante 

des  regulären  Hexaedemetzes  VI  (vergl.  §  9,  9)  sich  ergiebt. 

Für  die  Archimedeiache  Varietät  des  Netzes  VIII'  ist; 

I     ,  .    180" 

COM  £o  =  sm— — ) 
Uy) 

I    ^a',  =  -|-c:'2  =  -l«'g=P=90''-s„, 

wo  P  den  Radius  des  dem  zweirechtwiukligen  Dreiecke  ein- 
geschriebenen Kreises  bedeutet.  Für  n  =  -1  resultiert  wieder- 
um das  Hesaedemetz  VI. 
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11.  Was  die  einem  Netze  VIII'  ein-  und  umgesehriebenea 
Polyeder  anlangt,  so  ergeben  sieh  die  ftlr  dieselben  cha- 
rakteristischen Grössen  in  einfacher  Weise  aus  den  obigen 
Relationen. 


§  17.   Bcziebiingen  für  die  einem  glcicheckigen  ^äetze 
ein-  lind  Timgescliriebenen  Polyeder. 

Wir  wollen  bei  dieser  Gelegenheit  gleich  allgemein 
die  Beziehnngen  aufstellen,  welche  für  solche  Polyeder 
gelten,  die  einem  gleicheckigen  Netze  bezw.  ein-  und  um- 
geschrieben sind  (vergl.  §§  7,8  nnd  auch  §  13e  u.  f). 

a)  Die  sphärischen  Kanten  «,-  und  Winkel  Ai  des 
gleichfläehigen  Netzes,  welchem  das  gleicheckige  Netz  zu- 
geordnet ist,  ergänzen  bezw.  die  Innen  fläch  enwinkel  W'i  und 
die  ebenen  Winkel  w'i  des  dem  gleicheckigen  Netze  ein- 
geschriebenen gleicheckigen  Polyeders  zu  180",  d.  h. 


s  ist 
18  a) 


b)  Die  sj^ärischen  Kauten  «';  und  Winkel  A'i  des 
gleicheckigen  Netzes  ergänzen  bezw.  die  Innenflächenwinket 
Wi  und  die  ebenen  Winkel  Wr  des  diesem  Netze  um- 
geschriebenen gleichfläehigen  Polyeders  zu  180'',  d.h. 
es  ist 

jW^- ISO'* -a'i, 
I  w,-  =  180"-J,',-. 


18  b) 


e)  Bedeuten,  wie  bisher,  £„,  t/,...  die  sphärischen  Ra- 
dien der  den  Grenzflächen  des  gleicheckigen  Netzes  umge- 
schriebenen Kreise  (d.  h.  die  Abstände  emes  Eckpunktes  Pj 
von  den  Eckpunkten  der  Grenzfläche  des  gleichflächigen 
Symmetrienetzes),  so  bestehen  für  die  senkrechten  Abstände 
p'„,  Q'b...  der  verschiedenen  Grenzflächen  des  gleicheckigen 
Polyeders  vom  Mittelpunkte,  sowie  für  die  mit  jenen  Ab- 
ständen gleichgerichteten  Eckradien  Pn,  p^-..  des  umge- 
schriebenen Polyeders  die  Relfitionen: 
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18  c) 

wo  r  den  Radius  der  Kugel  bezeiclinet. 

d)  Die  Kanten  K'i  des  eingescliriebenen  gleicheckigeu 
Polyeders  sind  die  Sehnen  zu  den  Bogen  o',-,  welche  die 
Kanten  des  gleicheckigen  Netzes  bilden;  jede  Kante  K'i  des 
umgeschriebenen  gleichflächigen  Polyeders  ergiebt  sich  aus 
den  beiden  zugehörigen  Eckradieu  Qi,  pj  und  dem  von  diesen 
■eingeschlossenen  Winkel  «,-,  d.  h.  es  ist 

Die  Anwendung  dieser  Beziehungen  auf  die  den  Netzen 
Vllt'  ein  -  und  umgeschriebenen  Polyeder  bietet  keine 
Schwierigkeit.  Insbesondere  entspricht  dem  unter  17ffi)  an- 
gegebenen Werte  für  £«  bezw.  diejenige  Varietät  der  beiden 
Polyeder,  welche  zugleich  einer  Kugel  ein-  und  einer  an- 
dern umgeschrieben  werden  kann;  dem  aus  17/3)  folgenden 
Werte  für  e„  entsprechen  die  Archimedeischen  Varietäten 
beider  Polyeder, 

§  18.    Doppelpyramidennetze  TIII0:  uebst  deu  zu- 
geordneten   gleicheckigcn   Netzen    VIII"    und   den 
entsprechenden  Polyedern. 

1.  Wenn  n  =  2p  eine  gerade  Zahl  ist,  so  sind  dem 
Doppelpyramidenuetze  VIII  gleicheckige  Netze  von  noch 
allgemeinerer  Beschaffenheit  zugeordnet,  als  die  in  §  16 
unter  7  bis  10  betrachteten.  Nimmt  man  nämlich  in  die- 
sem Falle  im  Innern  eines  zweirechtwinkligep  Dreiecks  des 
Netzes  VIII  beliebig  (also  nicht  gerade  auf  dem  Symme- 
triehauptkreise) einen  Punkt  P,  an,  konstruiert  die  zu  dem- 
selben in  Beziehung  auf  die  ein schlies senden  Hauptkreise 
symmetrisch  liegenden  Punkte  und  verfährt  mit  den  er- 
haltenen Punkten  iu  gleicher  Weise  u.  s.  f.,  so  erhält  man 
ein   gleicheckiges    Netz,    für    welches   je    zwei    benachbarte 
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sphärische  Ecken,  deren  Scheitel  P  in  zwei  längs  einer  Kante 
aiieinanderstossenden  Dreiecken  des  Netzes  VIII  liegen,  nicht 
kongruent,  sondern  symi-uetriscli  gleich  sind  (vergl. 
Fig.  6«  0  =  2),  6ß  (p-3),  Gy  (p  =  4),  6^  (p  =  ö). 

Die  2«  dreiflächigen  Ecken  dieses  Netzes,  deren  Winkel 
sowohl  wie  Kanten  im  allgemeinen  ungleich  sind,  zerfallen 
also  in  zwei  Gruppen  Ton  je  2p  rechten  und  2p  linken  Ecken. 
Die  beiden  Endflächen,  deren  Kanten  ai\f  den  Sehenkeln  der 
Dreiecke  des  Netzes  VIII  senkrecht  stehen,  sind  halhregu- 
läre  gleicheekige  (p+i))-kantige  2.j)-Ecke  mit  den  Mittel- 
punkten A  und  Ä',  während  die  Seitenflächen  zwei  verschie- 
dene Gruppen  Von  je  p  halbregulären  (2 -f  2) -kantigen 
2 . 2-Ecken  mit  bez.  den  Mittelpunkten .Bj ,  Sg,  B., . . .  und  iJg, 
P^,  -Bg . . .  bilden.  Wir  bezeichnen  diese  Netze  daher  auch  als 
VIII"  sphärische  (2-|-jj+p)-flächige  2.2ß-Ecke. 
2.  Die  direkt-symmetrischen  Mittelebenen  eines 
Netzes  VIII"  sind  ausser  der  Ebene  des  Hauptkreises  a,  der 
gemeinschaftlichen  Basis,  die  p  Ebenen,  welche  die  Schenkel 
der  Dreiecke  des  Netzes  VIII  erzeugen,  während  die  p  Ebenen 
der  Symmetriehauptkreise  dieser  Dreiecke  fflr  das  Netz  VIII" 
keine  Symmetrie  ebenen  sind.  In  der  That  sind  die  sämt- 
lichen Eckpunkte  1'  des  Netzes  VIII"  nur  dann  homologe 
Punkte  sämtlicher  Grenzflächen  des  Netzes  VIII,  wenn  diesen 
letzteren  selbst  keine  Symmetriehauptkreise  zukommen.  Man 
hat  also  in  diesem  Falle  auch  das  Doppelpyramidennetz  VIII 
als  ein  solches  aufzufassen,  dem  jene  p  Symmetrie  ebenen 
nicht  eigentümlich  sind,  und  je  zwei  längs  eines  Sehenkels 
an  ein  anders  tos  sende  zweirechtwinklige  Dreiecke  dieses  Netzes 
nur  als  symmetrisch  gleich  zu  betrachten  (vergl.  die 
Schrafflerung  in  Fig.  6«). 

Wir  können,  um  auszudrücken,  dass  das  Netz  VIII  die 
angegebene  Beschaffenheit  hat,  dasselbe  als 

Villa     sphärisches    (2+^+^)-eckiges   2.2j)-Flach 
bezeichnen. 

Was  die   Äsen  des  Netzes   VIII"    anlangt,  so   besitzt 
ei  gleiche,  entgegengesetzt  gerichtete  j)-zählige 
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Hauptasen  (0-4 und  OA')  nud  zwei  Gruppen  vonjejj  gleichenj 
auf  diesen  seukrecliten  zweizUhligen  Axeu  (OB),  wobei, 
wenn  p  eine  ungerade  Zahl  ist,  je  zwei  entgegengesetzt 
gerichtete  zweizälilige  Qiieraxen  verschiedenen  Gruppen 
angehören.  Das  Doppelpyramidennetz  Villa,  welchem  die 
Netze  VIII"  zugeordnet  sind,  besitzt  also  auch  nur  diese 
Äsen;  während,  wenn  die  Grenzflächen  des  Netzes  VIII  als 
einander  kongruent  und  selbst  aus  zwei  symmetrischen  Hälften 
bestehend  betrachtet  werden  (wie  §  16,  3  u.  3)  die  Zählig- 
keit  der  beiden  Hauptaxen  2p  betragen  und  zu  den  2jj  Quer- 
axen  noch  2p,  nämlich  die  Axen  00  (Fig.  1^),  hinzutreten, 
würden,  welche  die  Winkel  des  ersteren  halbieren. 

Speziell  für  j3  =  2  ergiebt  sich,  daae  die  vierzähligen 
Axen  des  Oktaedernetzes  jetat  nur  noch  die  Bedeutung 
von  zweizähligen  haben  und  zwar,  dass  ein  Paar  als  die 
Hauptaxen,  die  anderen  beiden  Paare  als  Nel^euaxen  auf- 
zufassen sind;  und  ferner,  dass  die  sechs  Symmetrieebenen 
&,,  h^,..hs  ^^^  Netze  nicht  mehr  zukommen, 

3.  Jedem  Netze  VIII"  kann  ein  gleicheckiges  Polyeder, 
nämlich  ein  gerades  Prismamitgleieheekigen,  halbregulären 
Endflächen,  dessen  Seitenflächen  zwei  Gruppen  von  Rechtecken 
bilden  und  welches  2p  rechte  und  2p  linke  gleiche  drei- 
flächige Ecken  besitzt,  eingeschrieben  werden.  Wir  be- 
zeichnen ein  solches  Polyeder  als 

[Vni"J     gl  eich  eckiges  (2  4-ß+i')-flächiges, 
prismatisches  2.2ß-Eck. 

Das  dem  Netze  VIII"  in  dessen  Eckpunkten  umge- 
schriebene gleichflächige  Polyeder,  welches  dem  gl  eich  eck  igen 
polar  entspricht,  ist  eine  gerade  Doppelpyramide,  welche 
von  2p  rechten  und  2p  linken  unregelmässigen  Dreiecken  be- 
hegrenzt  ist  und  deren  ebener  Band  ein  (^5  +p)  -  eckiges  gleich- 
kantiges 2  ,p-Kant  ist.  Die  beiden  Scheitelecken  sind  halb- 
regulär 2^-flächig,  mit  2p  gleichen  ebenen  und  abwechselnd 
gleichen  Flächen  winkeln;  die  Randecken  bilden  zwei  Gruppen 
von  je  vier  halbregulär-vierfläehigen  Ecken.  Wir  bezeichnen 
dies  Polyeder  als 
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[Villa]     gleichflächiges  (2+j)+iJ)-eckig6s, 
ebenrandiges  2.2ji-Flach. 

Für  p^2  ist  das  gleieheckige  Polyeder  ein  gerades 
rechtwinkliges  Parallelepiped,  das  gleichflächige  ein  rhom- 
bisches Oktaeder, 

4.  Um  die  wichtigsten  für  die  Netze  VIII"  geltenden  Re- 
lationen zu  erhalten,  bestimmen  wir  die  Lage  eines  PimktesP 
z.  B.  Pj  ionerhalb  des  Dreieckes  AB^B^  (Fig.  6k  — 6ö)  durch 
den  sphärischen  Abstand  s„  dieses  Punktes  von  Ä  (die  Fol- 
distanz)  und  den  Winkel  ^■a=)( -,  welchen  der  Haupt- 
kreisbogen ÄF^  mit  demjenigen  AB^  bildet  (die  Länge), 
wobei  0<)(<I  ist.  Werden  alsdann  die  sphärischen  Ab- 
stände des  Punktes  i\  von  den  Endpunkten  B^,  B^  der 
Basis  durch  e^j,  tf,^,  die  senkrechten  Abstände  von  den  Kanten 
J5ii?g,  A£^  und  ABg  bezw.  mit  -^«'i,  ^k\,  -gß's,  die  von 
denselben  bei  P^  gebildeten  Winkel  bezw.  durch  A\,  A'g,  A'^ 
bezeichnet,  sodass  also  diese  Winkel  die  Polygonwinkel,  tt\, 
a'g,  u'g  die  Kanten  des  Netzes  VIII"  bedeuten,  und  sind 
A'\  und  A"\  die  beiden  Teilwinkel,  in  welche  der  Haupt- 
kreisbogen A^P^  den  Winkel  A\  zerlegt  (vergl.  Fig.  6e, 
in  welcher  P.A^s,,  F^B^^s.^,  P^B^^^s,^,  PjA^i^'n 
PiX*a  ■=  "2  ß'ä  I  A-^s  =  "a  '^'i  ^^^)j  so  ergeben  sich  leicht  folgende 
Beziehungen  für  die  Elemente  der  Netze  VIII": 

.    ,    ,         .         .      180» 
stn  4  « a  =  sm  £a  sin  X 1 

^  0 

2      3  V  /     ^  a      1 

180» 


19«). 


co((iA",^cos  „      „ 


=  180» -  A'\,  A'g  =  180» -  A!'\ ,  ^',  -  A',  +  A"\ , 
180»  .  ,,       .  180\ 

,^  =-SiWE„COS« J     C0Sei2='''''^flC0s(l  — x)  — —  . 


1)  Vergl.  Formel  ä)  i 
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Die  Elemente  der  Netze  VIII"  hängen  von  zwei  ver- 
äüderlicLea  Grössen  ia  und  x  ab,  wobei  0<£a  OO", 
0<>c<l  ist. 

Far  p  =  2  erhält  man  die  Relationen  für  das  dem  Ok- 
taedernetz z\i  geordnete 

IV"     prismatische  (2  + 2  +  2)-fiächige  2.4-Eck. 
Für  f„=90"  resultiert  der  Grenzfall  der 

n'     halbregulären  Kreisteilungsnetze: 
19/3)  «'i  =  0,  ^'i  =  180» 

(s.  Fig.  6E;,  JJ  =  4),  welche  den  regulären  Zweieckanetzen  zu- 
geordnet sind.  Je  zwei  benachbarte  Zweiecke  dieser  Netze 
sind  dann  ebenfalls  nur  als  sy  mm  etris  eh -gleich  aufzufassen, 
Fär  M  =  -^  werden  bei  einem  beliebigen  Werte  des  f« 
die  einem  geraden  Werte  von  n  entsprechenden  Netze  YIIl' 
(verg!.  7  —  9  des  §  16)  erhalten. 

Was  die  einem  Netze  VIII"  ein-  und  umgeschriebenen 
Polyeder  anlangt,  so  ergeben  sich  die  sämtlichen  wesent- 
lichen Relationen  einfach  aus  den  Formeln  18«)  bis  ISd), 
wenn  die  bezüglichen  Werte  aus  19«)  in  dieselben  einge- 
führt werden. 

Auf  die  Beiiiehiingen  zwischen  den  Grössen  e„,  x  und 
den  sog.  Äbleitungskoefficienten  dieser  Polyeder  wird 
später  (im  fünften  Kapitel)  eingegangen  werden. 

5.  Wir  wollen  zum  Schlüsse  dieses  Paragraphen  noch 
eine  allgemeine  Bemerkung  anfügen,  welche  durch  die  letzten 
Betrachtern  gen  veranlasst  wird  und  welche  auch  für  die 
weiteren  Untersuchungen  von  Wichtigkeit  ist. 

Die  Netze  VIII"  boten  uns  zuerst  einen  Fall  solcher 
gleicheckigen  Netze  dar,  welche  gleiche,  abwechselnd  kon- 
gruente und  symmetrische  Ecken  besitzen  und  deren  Eck- 
punkte als  homologe  Punkte  der  Dreiecke  des  Symmetrie- 
netzes VIII  beliebig  im  Innern  derselben  gewählt  werden 
konnten. 

Für  alle  solche  gleichüächigen  Netze,  bei  weichen  jeder 
Winkel  der  Grenzfläche  einen  aliquoten  Teil  von  300"  be- 
trägt,  die  Ecken   des  Netzes  aber  regulär  oder  halbregulär 
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sind,  müssen  die  Eckpunkte  eines  zugeordneteo  gl  ei  check  igen 
Netzes  —  als  solche  homologe  Pnnkte  der  Grenzflächen, 
welche  zu  den  Kanten  derselben  symmetrisch  liegen  —  die 
Eckpunkte  von  regulären  oder  halbregulären  (gleich- 
eckigen) Polygonen  sein,  deren  Mittelpunkte  die  Eckpunkte 
des  gleichflächigen  Netzes  sind.  Die  Eckpunkte  jeder  Grenz- 
fläche des  gleieheckigen  Netzes  können  daher  aus  einem 
derselben  (z.  B.  PJ  als  Spiegelbilder  erhalten  werden,  welche 
durch  die  vereinte  Wirkung  der  spiegelnd  zu  denkenden 
Ebenen  der  beiden  Hauptkreise,  welche  den  Punkt  P,  ein- 
schliessen,  erzeugt  werden  (verg].  §  5,4  und  §  4,2).  Ist 
der   Winkel   dieser   beiden    den   Punkt   Pj    einsehliessenden 

Hauptkreise   -- — ■,   so   kann   für  v  =  2p   der  Punkt  P,  eine 

beliebige  Lage  innerhalb  des  Winkels  haben;  die  entstehen- 
den Spiegelbilder  stellen  alsdann  nebst  dem  Punkte  P^ 
selbst  die  Eckpunkte  eines  gleicheckigen  Q) +i5)-kantigen 
2.j)-Ecks  dar;  ist  aber  v  =  2p-\-l,  so  muss  der  Punkt  Pj 
auf  dem  Halbierungshauptkreise  des  Winkels  liegen:  die 
Spiegelbilder  nebst  dem  Punkte  sind  alsdann  die  Eckpunkte 
eines  regulären  v-Ecks. 

Daraus  folgt,   dass,  wenn  die  Winkel  einer  Grenzfläche 


sämtliche  Zahlen  v^,  v^,  Vg...  gerade  sind,  der  Punkt  Pj 
Ijeliebig  im  Innern  der  Grenzfläche  gewählt  werden  kann, 
während,  wenn  eine  der  Zahlen  v^,  v^,  Vg  ungerade  (oder 
auch  =  2)  ist,  derselbe  auf  dem  Halbierungskreise  dieses  Win- 
kels liegen  muss;  wenn  zwei  dieser  Zahlen  ungerade  sind, 
also  nur  ein  bestimmter  Punkt  der  Grenzfläche  sein  kann. 
Wenden  wir  diesen  Satz  noch  auf  die  regulären  Netzel 
bis  VII  an,  so  folgt,  wie  auch  schon  bei  den  Betrachtungen 
des  §  16  unter  7  und  10  und  dieses  Paragraphen  unter  4 
hervorgetreten  ist,  dass  nur  beim  regulären  Oktaeder- 
netz  IV  und  bei  dem  regulären  Zweiecksnetz  11  für 
v~2p  sich  auch  bei  beliebiger  Lage  des  Punktes  P^  inner- 
halb   oder   hez.  auf  einem   Symmetriekreisbogen   der    Grenz- 
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fläche  dieser  Netze  zugeordnete  gleiclieckige  Netze  IV"  (oder 
speziell  IV  uüd  11')  ergeben.  Für  die  anderen  regulären 
Netze  jedochj  nämlich  die  Netze  III,  V,  VI,  VII  und  das 
reguläre  Kreisteilungsnetz  I  (bei  welchem  die  Winkel  der 
Grenzflächen  180"  betragen)  können  die  Punkte  P  der  zu- 
geordneten gleicheckigen  Netze  nur  die  Mittelpunkte  der 
regulären  Grenzflächen  sein. 

Dagegen  tritt  für  die  regulären  Kreisteilungsnetze  I, 
falls  n  —  2p  ist,  der  besondere  Umstand  ein,  dass  diesen  sich 
halbreguläre  Zweiecksnetze,  deren  Eckpunkte  die  Mittel- 
punkte A,A'  der  Grenzflächen  jener  (der  Pol  und  Gegenpol 
zu  dem  gemeinsamen  Hauptkreise  a)  sind,  zuordnen  lassen, 
da  jeder  von  A  (oder  A')  nach  einem  beliebigen  Punkte  von  a 
gezogene  Hauptkreisbogen  auf  diesem  senkrecht  steht.  Es 
sind  also  einem  regulären  Kreisteilungsnetze  I,  wenn  w=2^ist: 

I'     gleicbeckige,  halbreguläre  Zweiecksnetze 
zugeordnet   (vergl.  Fig.  6£,  in  welcher  die   Hauptbalbkreise 
J.Pj,  AP^...  vollständig  ausgezogen  zu  denken  sind,  während 
das  reguläre  Kreisteilungsnetz  mit  den  Eckpunkten  B^^B^... 
das  zugehörige  Symmetrienetz  darstellt). 

§  19.    Xriakistetraedernetz  IX  nebst  den  zugeordiio- 

ten  g'leicheckigen  Netzen  IX'  und  den  entsprechenden 

Polyedern. 

1,  Die  Grenzfläche  des  Triakis  tetraedernetz  es  IX  ist 
(vergl.  Tabelle  Iß  in  §  15)  ein  gleichschenkliges  Dreieck, 
für  welches  die  Beziehungen  gelten: 

^  A^  =  60",       G^  -  «B  =  180^  -  2  Jj, 
i  =  2V). 

Die  zwölf  Grenzflächen  des  Netzes  bilden  vier  regulär 
dreifläcHige  Ecken,  deren  Scheitel  den  Spitzen  der  gleich- 
schenkligen Dreiecke  entsprechen,  und  vier  haibreguläre 
sechsflächige  sphärische  Ecken,  deren  Scheitel  die  Endpunkte 
der  Basen  sind. 


1)  Vtcgl.  Foi-mel  7)  in  g  0. 
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Dieses  Netz  wird  daher  einfach  aus  dem  regulären 
Tetraedernetz  III  (§  11,1,  vergl.  Fig.  2a  u.  2,3)  erhalten, 
■wenn  die  Mittelpunkte  der  vier  regulären  Dreiecke  (z.  B, 
Gl,  Cg,  Cg,  CJ,  welche  die  Eckpunkte  des  koEJugierten 
Tetraedemetzes  sind,  durch  Hauptkreisbogen  (=180"  — 2ij) 
mit  den  Eckpunkten  (z.  B.  C^,  (7j,  C"^,  Cj)  verbunden  werden 
(vergl.  die  stark  gezeichneten  Teile  der  Fig.  7k  und  Iß, 
welche  bezüglich  der  Fig.  2  k  und  2ß  entsprechend  die  stereo- 
graphische Projektion  für  die  Projektions  punkte  C^  und  A^ 
darstellen).  Da  diese  Verbiiidungskreisbogen  Fortsetzungen 
der  Hauptkreise  b  des  Tetraedernetzes  darstellen,  so  werden 
difi  gesamten  Kanten  dieses  Netzes  durch  die  Hauptkreise  h, 
welche  bis  auf  einen  Bogen  (z.  B.  0,^^(7^=  ISO'^-Si;)  aus- 
gezogen sind,  gebildet.  Die  4  -f  4  Eckpunkte  C  entsprechen 
denjenigen  eines  regulären  Hexaedernetzea  YI,  aus 
welchem  hiernach  das  Netz  IX  ebenfalls  in  einfacher  Weise 
hergeleitet  werden  kann. 

Wir  bezeichnen  dies  Triakistetraedernetz  auch  als 
IX     sphärisches  (4-f  4)-eckiges  4.3-Flacb. 

2.  Die  Symmetrieebenen  und  Äsen  dieses  Netzes 
sind  dieselben,  wie  diejenigen  der  beiden  konjugierten  regu- 
lären Tetraedernetze,  aus  welchen  das  Netz  zusammengesetzt 
ist.  Die  einzigen  direkt  symmetrischen  Mittelebenen 
sind  die  Ebenen  der  sechs  Hauptkreise  h^,  &3...J1;.  Die  vier 
nach  den  Eckpunkten  der  dreiflächigen  Ecken  gerichteten 
Kagelradien  sind  vier  gleiche  dreizählige  Axen,  ebenso  stellen 
die  vier  diesen  entgegengesetzt  gerichteten,  nach  den  Eck- 
punkten der  sechsflächigen  Ecken  gezogenen  Radien  vier  unter 
sich  gleiche  dreizählige  Axen  dar.  Ausserdem  bilden  die  nach 
den  Mittelpunkten  Ä  der  Basen  der  gleichschenkligen  Dreiecke 
gerichteten  Kugeli-adien  drei  Paare  von  entgegengesetzt  ge- 
richteten, einander  gleichen,  zweizähligen  Axen,  Das  sog. 
charakteristische  Dreieck  erseheint  also  hier  als  die  Hälfte 
der  Grenzfläche  eines  Triakistetraedernetzes   (vergl.  §  11,  2). 

Das  Triakistetraedernetz  ist  ein  halbzähliges,  insofern 
zu  keiner  Grenzfläche  die   Gegenfläche  und  zu  keiner   Ecke 
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am  Gegenpuiikte  des  Seheiteis  die  Gegenecke  im  Netze  ^ 
banden  ist. 

3.  Wird  auf  dem  Symmetriekreisbogen  einer  Gre 
des  Netzes  IX  z.  B.  auf  C,^A^  irgend  ein  Punkt  P^  ange- 
nommen und  werden  alsdann  die  zu  Pj  homologen  Punkte  P 
sämtlicher  Grenzflächen  konstruiert,  so  bilden  diese  Punkte  P, 
¥0n  denen  je  zwei  benachbarte  zu  einer  Kante  des  Netzes  IX 
symmetrisch  liegen,  die  Eckpunkte  eines  diesem  zugeord- 
neten gleicheekigen  Netzes.  Die  Kanten  dieses  Netzes, 
welche  senkrecht  zu  denjenigen  des  gleich  3  lieh  igen  Netzes 
stehen  und  iu  den  Schnittpunkten  halbiert  werden,  bilden 
in  jedem  Punkte  P  eine  gleichschenklig-dreiflächige  sphärische 
Ecke;  die  Flächen  des  Netzes  sind  vier  reguläre  Dreiecke 
mit  den  Mittelpunkten  C^^fJ^^O\iC\  und  vier  halbregu- 
läre (3 -|- 3) -kantige  gleicheckige  Sechsecke  mit  den  Mittel- 
punkten Cg,  Ca,  C\,  C\  (vergl.  Fig.  7«  n.  Iß). 

Ein  solches  gleicheckiges  Netz,  dessen  Syminetrienetz 
das  Netz  IX  ist,  wird  daher  auch  passend  als 

IX'     sphärisches  (4-|-4)-flächiges  4.3-Eek 
bezeichnet. 

Für  jede  Lage  des  Punktes  P^  auf  dem  Symmetriekreie- 
bogen  A^C^  resultiert  eine  bestimmte  Varietät  dieser  gleich- 
eckigen Netze.  Ist  der  Punkt  P^  speziell  der  Mittelpunkt 
des  dem  Dreiecke  C^Q^C^  eingeschriebenen  Kreises,  so 
werden  die  sämtlichen  Kanten  des  Netzes  gleich,  die  halb- 
regulären Sechsecke  zu  regulären  Sechsecken;  dies  be- 
sondere, zugleich  gleicheckige  und  gleichkantige 
Netz  bezeichnen  wir  als  die  Archimedeisehe  Varietät 
der  Netze  IX'. 

Der  Mittelpunkt  des  dem  Dreiecke  C^C^C^  umge- 
schriebenen Kreises  fällt  hier  mit  dem  Halbierungspnnkte 
der  Basis,  d.h.  dem  Punkte  J.^  zusammen.  Das  dem  Netze  IX 
konjugierte  gleicheckige  Netz  ist  also  wiederum  das  regu- 
läre Oktaedernetz  IV,  dessen  Eckpunkte  die  sechs  Mittel- 
punkte Ä  der  Basen  des  gleichflächigen  Netzes  IX  sind  und 
dessen  Kanten  in  den  Mittelpunkten  P  der  Sehenkel  desselben 
auf  diesen  senki-echt  stehen  (s.  Fig.  3).    Jedoch  ist  jetzt  das 


y  Google 


§  19.   Triakiatetraedemetz  IX  etc.  55 

reguläre  Oktaedernetz,  da  sein  Symmetrienetz  niclit  daa  regu- 
läre Hesaedernetz  VI,  sondern  das  Netz  IX  ist,  als  der- 
jenige Grenzfall  des  gleicheckigen  Netzes  IX'  zu  betrachten, 
bei  welchem  die  auf  den  Basen  senkrechten  Kanten  ver- 
schwinden, demgemäas  die  vier  halbreguläven  Sechsecke  als 
reguläre  Dreiecke  erscheinen  und  in  jedem  Eckpunkte  Ä  die 
Scheitel  von  zwei  gleichschenklig  -  dreiflächigen  Ecken  zu- 
sammenfallen. 

Die  Symmetrie- Ebenen  und  Äsen  der  gleicheckigen 
Netze  IX'  sind  dieselben,  wie  diejenigen  des  zugehörigen 
Symmetrienetz  es  IX. 

4.  Jedem  Netze  IX'  lässt  sich  ein  gleicheekiges  Po- 
lyeder, nämlich 

[IS']     ein  gleicheckiges  (4  +  4)-flächigea  4.3-Eck 
(ein  Polyeder,   welches   sich   auch  durch   gleichmässige  und 
gerade  Abstumpfung  der  Ecken  eines   regulären  Tetraeders 
erhalten  lässt)  einschreiben  und  ebenso  ein  jenem  polar  zu- 
geordnetes gleichflächiges  Polyeder,  nämlich 

[IX]    ein  gleicbflächigea  {4  +  4)-eckiges  4.3-Flach 
(ein  Triakistetraeder  oder  Pyramidentetraeder)  umschreiben. 

Der  Archimedeischen  Varietät  des  Netzes  IX'  ent- 
sprechen die  Archimedeischen  Varietäten  bez.  des  ein- 
und  umgeschriebenen  Polyeders. 

Das  dem  unter  3.  betrachteten,  dem  Netze  IX  konjir- 
gierten  Netze  eingeschriebene  Polyeder  ist  ein  reguläres 
Oktaeder,  welches  aber  als  derjenige  Grenzfall  der  gleich- 
eckigen  Polyeder  [IX']  anzusehen  ist,  in  welchem  die  gerade 
Abstumpfung  der  Ecken  eines  regulären  Tetraeders  bis  zum 
Verschwinden  der  Kanten  desselben  vorgeschritten  ist.  Ebenso 
ist  das  jenem  konjugierten  Netze  umgeschriebene  Polyeder, 
das  als  reguläres  Hexaeder  erscheint,  als  derjenige  Grenz - 
fall  eines  Pyramidentetraeders  aufzufassen,  in  welchem  je 
zwei  sich  in  einer  Tetraederkante  schneidende  Grenzflächen 
in  eine  Ebene  fallen,  Ein  diesem  letzteren  Polyeder  ähn- 
liches ist  auch  dem  Netze  IX  eingeschrieben,  ebenso  wie 
ein  dem  erwähnten  Grenzfalle  der  gleicheckigen  Polyeder 
entsprechendes  diesem  Netze  IX  umgeschrieben  werden  kann. 
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5,  Bezeichneo  wir  den  sphänsehen  Äbataiid  eines  Punktes 
P^  von  der  Spitze  C'i  des  gleichschenkligen  Dreiecks  durch  tci, 
den  Abstand  von  einem  Endpunkte  der  Basis  durch  e^^,  die 
Kauten  und  Winkel  des  gl  e  ick  eck  igen  Netzea  durch  a\, 
<^''i^'^\i  ^'d  -^'a^-^'a  (vergl.  §  16,  lo),  so  ergeben  sich 
leicht  folgende  Relationen: 

"a  '''a  ■"  S'"  ^-^i  ****  ßö"  =  i  V'3  sin  s^^ , 


20  k) 


^i 


^^',  =  180»- 


=  1/3  c< 


OS  e^g  =  cos  t;  cos  (tj  ~  f^j) . 
Für  die  dem  Netze  IX  konjugierte  Varietät  folgt: 

20,3)   , 


sin-jt/^" 


1/2- 


=  0";  A\  =  Ä'^  =  A\ 


für  die  Arcbimedeische  Varietät  der  NetzelX'  ergiebt  sich: 

_2l/2^ 


20j.) 


tai7P^-^^l/3s 


3,j  =  ^-,P=25n4'21",  8. 


Durch  Einführung  der  Werte  (20  k)  in  die  Fonnelu 
18«)  bis  18(f)  des  §  17  erhält  man  auch  die  Relationen 
für  das  dem  Netze  IX'  eingeschriebene  gleicheckige  und  das 
dem  Netze  umgeschriebene  gleichflächige  Polyeder. 

Aua  diesen  Formeln  ergeben  sich  fiir  die  unter  20^}  und 
20^)  aufgeführten  Werte  von  «oi  auch  sofort  die  Relationen 
für  die  entsprechenden  besonderen  Varietäten  cUeser  Polyeder, 

5.  Da  in  dem  gleichschenkligen  Dreiecke  des  Netzes  IX 


der  Winkel  an  der  Spitze  120" 


360" 


beträgt,  so  folgt  aus 
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dem  in  §  18,6  aufgestellten  Satae,  dass  nur  die  auf  dem 
Halbierungskreise  dieses  Winkels  liegenden  Punkte  P  die 
Eckpunkte  eines  dem  Netze  IX  zugeordneten  gleicheckigen 
Ketzes  IX'  bilden  können,  daas  also  der  Punkt  F,  nicht  be- 
liebig im  Innern  jenes  Dreieckes  angenommen  werden  kann. 
Die  Netze  IX'  werden  in  §  35  als  Hemigonieen  von  voll- 
zähligen gleicheckigen  Netzen  (XXI')  erhalten  werden.  Mit 
Rücksicht  hierauf  sind  auch  die  Eckpunkte  P  in  den  Fig. 
7«  u.  Iß  mimeriert  worden  (vergl.  Fig.  19). 

%  20.   Tetrakisliexaeflei'netz  X  und  Hexakistetraeder- 

iietz  See,  nebst  den  zugeordneten  gleich  eckigen  Netzen 

X'  und  X"  ^md  den  entsprechenden  Polyedern. 

1.  Das  Netz  X  setzt  sich  aus  24  gleichschenlfligen  Drei- 
ecken zusammen,  für  welche  (vergl.  §  15,  Tab.  16) 

^  1^1  =  90",  «,^180"-2)j 

ist,  und  welche  sechs  regulär  -  vierflächige  und   acht  halbre- 
gulär- sechsflächige  sphärische  Ecken  bilden. 

Dieses  Netz  wird  daher  einfach  aus  dem  regulären  Hexa- 
edernetz VI  durch  Verbindung  der  Mittelpunkte  A  der  re- 
gulären Vierecke  mit  den  Eckpunkten  C  derselben  erhalten 
(vergl.  Fig.  3).  Da  diese  Verbindungskreise  den  Hauptkreisen 
b  dieses  Netzes  angehören,  so  wird  das  ganze  Netz  S  durch 
die  vollständig  ausgezogenen  Hauptkreise  6^,  b^...i^  ge- 
bildet (vergl.  Fig.  8«). 

Wir  bezeichnen  dies  Tetrakishexaedernetz  auch  als 
X     sphärisches   (6-f  8)-eckiges   6.4-Flach. 

2.  Die  Symmetrieebenen  und  Axen  dieses  Netzes 
stimmen  mit  denjenigen  eines  regulären  Hexaeder-  oder 
Oktaedemetzes  überein  (vergh  §  11,4  u.  5).  Die  Eheneu 
der  sechs  Hauptkreise  b,  welche  die  Kanten  und  die  Ebenen 
der  drei  Hauptkreise  a,  welche  die  Symmetriekreisbogen 
der  Dreiecke  des  Netzes  bilden,  sind  direkt  symmetrische 
Mittelebenen  desselben.  Die  nach  den  Scheiteln  A  der  vier- 
fiäehigen  Ecken  gerichteten  Kugelradien  stellen  drei  Paare 
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gleicher,  entgegengesetzt  gerichteter  Tierzähliger  Axen, 
die  nach  den  Scheiteln  C  der  sechsflächigen  Ecken  gerich- 
teten Kugelradien  vier  Paare  gleicher,  entgegengesetzt  ge- 
richteter dreizähliger  Axen  dar;  und  endlich  sind  die 
nach  den  Mittelpunkten  B  der  Basen  gezogenen  Radien 
sechs  Paare  von  gleichen,  entgegengesetzt  gerichteten  zwei- 
zähligen  Axen  des  Netzes.  Das  charakteristische  Dreieck 
ist  also  eine  der  beiden  Hälften,  in  welche  der  Symmetrie- 
kreisbogen  ein  gleichschenkliges  Dreieck  (z.B.-^-iCiCa)  zerlegt. 

Das  Netz  X  ist  ein  vollzähliges  Netz. 

3.  Die  zu  einem  heliebig  auf  dem  Symmetriekreisbogen 
einer  Grenzfläche  (z.  B.  auf  Ä^B^  angenommenen  Punkte  P^ 
homologen  Punkte  aller  Grenzflächen  bilden  die  Eckpunkte 
eines  gleicheekigen,  dem  Netze  X  zugeordneten  Netzes. 
Denn  je  zwei  benachbarte  Punlcfce  P  liegen  zu  einer  Kante 
des  Netzes  X  symmetrisch;  die  sämtlichen  Verbindungs- 
kreise je  zweier  benachbarten  Punkte  P  bilden  daher  in 
jedem  Punkte  P  eine  gleichschenklig  -  dreiflächige  sphärische 
Ecke.  Die  Flächen  des  so  entstehenden  gleicheekigen  Netzes 
sind  sechs  reguläre  Vierecke  mit  den  Mittelpunkten  A  und 
acht  halbreguläre  (3 +  3) -kantige  gleicheckige  Sechsecke  mit 
den  Mittelpunkten  0  (vergl.  in  Pig.  8  k  den  punktiert  ge- 
zeichneten Teil). 

Dieses  dem  Netze  X  zugeordnete  gleicheckige  Netz  be- 
zeichnen wir  als 

X'     sphärisches  (6-|-8)-flächiges  6.4-Eek; 
ihm  kommen  wiederum  dieselben  Symmetrieebenen  und  Axen 
zu,  wie  dem  Netze  X. 

Jeder  Lage  des  Punktes  P^  auf  dem  Symmetriekreis- 
bogen .-4^-5^  entspricht  eine  bestimmte  Varietät  der  gleich- 
eckigen  Netze  X'.  Ist  der  Punkt  P^  der  Mittelpunkt  des 
dem  gleichschenkligen  Dreiecke  G^C^A^  umgeschriebenen 
Kreises,  so  sind  die  beiden  Netze  X'  und  S  konjugiert, 
das  eine  das  Symmetrienetz  des  andern.  Fällt  dagegen  der 
Punkt  Pi  mit  dem  Mittelpunkte  des  dem  Dreiecke  G^  C.^  A^^ 
eiageschriebeuen  Kreises  zusammen,  so  wird  das  gleich- 
eckige  Netz  X'   zugleich    gleichkantig,   die  halbregulären 
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Sechsecke  gehen  in  reguläre  über;  diese  besondere  Varietäfe 
bezeichnen  wir  wiederum  als  die  Ärchimedeische  Varietät 
der  Netze  X'. 

4.  Jedem  Netze  X'  kann  ein  gleicheckiges  Polyeder^ 
nämlich  ein 

[X']  gleicheckiges  (6  +  8)-fläciiiges  6.4-Bek 
eingeschrieben  werden,  d.  h.  ein  Polyeder,  welches  auch  duich. 
gl  eich  massige  und  gerade  Abstumpfung  dei  Ecken  emes 
regulären  Oktaeders  entsteht,  dessen  Flächen  iKo  eine  Ilom- 
bination  der  Flächen  eines  Hexaeders  und  eines  Oktaedeis 
darstellen.  Ebenso  kann  jedem  Netze  X'  in  dessen  Eck- 
punkten ein,  dem  gleicheekigen  polar  entsprechendes,  gleich- 
flächiges  Polyeder,  nämhch  ein 

[X]  gleichfläehiges  (G-|-8)-eckiges  6.4-Flach 
umgeschrieben  werden,  d.  h.  ein  sog.  Tetrakishexaeder 
(Pyramidenwürfel) ,  dessen  Eckpunkte  eine  Kombination  der 
Eckpunkte  eines  Oktaeders  und  eines  Hexaeders  darstellem 
Der  Ärchimedeiachen  Varietät  des  Netzes  X'  entsprechen 
die  Ärchimedeischen  Varietäten  bezw.  des  ein-  und  um- 
geschriebenen Polyeders.  Das  dem  konjugierten  Netze  X' 
eingeschriebene,  gleicheckige  Polyeder  ist  zugleich  einer  kon- 
zentrischen Kugel  umgeschrieben;  dasselbe  ist  konzentrisch 
und  ähnlich  demjenigen  Polyeder,  welches  dem  gleich- 
flächigen Netze  X  in  dessen  Eckpunkten  umgeschrieben 
werden  kann.  Analog  ist  das  dem  konjugierten  Netze  X' 
umgeschriebene,  gleichflächige  Polyeder  zugleich  einer  kon- 
zentrischen Kugel  eingeschrieben;  dasselbe  ist  konzentrisch 
und  ähnlich  demjenigen  Polyeder,  welches  dem  Netze  X  ein- 
geschrieben werden  kann. 

5.  Die  Eelationen  für  die  Netze  X'  und  die  zugehörigen 
Polyeder  ergeben  sich  wieder  in  einfacher  Weise.  Die 
Kanten  und  Polygonwinkel  dieser  Netze  seien  in  ähnlicher 
Weise  bezeichnet,  wie  in  §  17,  lO  und  in  §  19,  5  diejenigen 
der  Netze  VHI'  und  IX';  f„  bedeute  den  sphärischen  Ab- 
stand des  Punktes  P,  von  der  Spitze  A^  des  gleichschenkligen 
Dreiecks  CjCa-^^,  t\,  denjenigen  von  einem  Endpunkte  (7j 
der  Basis.     Alsdann  ist: 
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.     ,    ,  .  .    ,.(,         1      . 

1/2  ' 

ß'2  =  «'31    T  tt'i  =■  45 "  —  Sa ; 

cott/ -^  =  cos  Satartg  ^6"  =  cos  Sa , 
COS  fa  =  sin  7j  cos  (45"  —  £„)  = 


21») 


1/3 

Für  die  dem  Netze  X  konjugierte  Varietät  ist: 


I  Ea  =  £i!  =  B,tangE=y2  tang-li]' 


cotgtj 


=1/3-1; 


21,3)     -""^=-"'--"^"-''"™y  ^''-coslö" 
|B  =  36n2'21",  2;  iaw^l «'^ -=  sm -|  1; ; 
und  für  die   Archimedeiscbe  Varietät   der    Netze   X'    er- 
hült  man: 


E,,  =  45''-P  =  90*> 


1 


21y) 


~2q>,  tang ia  =  -ni  ic^W^—^ 


lang  f  ^ 


=  1/3'    ■^«'.-^«,=^4«, 


-F^iS": 


>'5",  8. 


Die  Substitution  der  Werte  aus  21c:)  bis  21;^)  in  die 
Fürmeln  18«)  bis  18(?)  liefert  die  Eelationen  für  die  den 
Netzen  X'  ein-  und  umgeschriebenen  Polyeder,  bezw.  deren 
besondere  Varietäten. 

6.  Wenn  man  den  Poultt  Pj  beliebig  (also  niclit  ge- 
rade auf  dem  Symmetriekreisbogen)  im  Innern  des  Dreiecks 
A^O^C^  annimmt,  die  zu  demselben  in  Beziehung  auf  die 
eins  chli  es  senden  Hanptkreise  symmetrisch  liegenden  Punkte 
lionstruiert  und  mit  den  so  erhaltenen  Punkten  in  gleicher 
Weise  verfiihrfc,  so  erhält  man  ein  dem  Netze  X  zugeordnetes 
gleicteckiges  Netz,  bei  welchem  je  zwei  benachbarte  sphä- 
rische Ecken,  deren  Seheitel  in  zwei  längs  einer  Kante  an- 
eiuanderstossenden  Dreiecken  des  Netzes  X  liegen,  symme- 
trisch gleich  sind.  Dass  in  der  That  in  diesem  Falle  ein 
solches  gleicheckiges  Netz  existiert,  ergiebt  sich  zufolge  des 
allgemeinen  in  §  18,  5  aufgestellten  Satzes  daraus,  dasa 
bei  dem  Dreiecke   des   Netzes   X  sowohl  für  den  Winlcel  J.^ 
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an  der  Spitze,  wie  für  denjenigen  A^  an  der  Basis  die  Quo- 
tienten i  ^—  =4,      ^  ■■^6]  gerade  Zahlen  sind,  sich  also 

die  zu  den  Kanten  einer  sphärischen  Ecke  des  Netzes  S 
symmetrisch  liegenden  Punkte  P  als  die  Eckpunkte  eines 
halbregulären  gleicheckigen  Polygons  gruppieren. 

Die  24  unregelmässig-dreifläcliigen  sphärischen  Ecken 
dieses  gleicirecirigen  Netzes  zerfallen  hiernach  in  zwei  Gruppen 
von  je  zwölf  rechten  und  linken  Ecken.  Die  sechs  Flächen 
dieses  Netzes,  deren  Mittelpunkte  die  Puukte  Ä  des  Netzes  X 
sind  und  deren  Kanten  auf  den  Schenkeln  der  Dreiecke  dieses 
Netzes  senkrecht  stehen,  sind  (2 +  2) -kantige  gleich- 
eckige Vierecke.  Die  acht  Flächen  dieses  Netzes,  deren 
Mittelpunkte  die  Punkte  C  des  Netzes  X  sind,  bilden  zwei 
Gruppen  von  je  vier  (3  + 3)-kantigen  gleieheckigen  Sechs- 
eckeuj  wobei  die  Mittelpunkte  der  ersten  und  der  zweiten 
Gruppe  bezw.  die  Eckpunkte  eines  regulären  Tetraedernetzes 
und  des  konjugierten  sind  (vergl.  Fig.  8(3). 

Wir  bezeichnen  diese  gleieheckigen  Netze  als 
X"  sphärische  (6  +  4-f-4). flächige  2.13-Ecke. 
7.  Die  Netze  X"  haben  zu  direkt  symmetrischen 
Mittelebenen  nur  die  Ebenen  der  sechs  Hauptkreise  b, 
welche  die  Kanten  des  Symmetrienetzes  X  bilden,  während 
die  drei  Ebenen  der  Hauptkreise  a  für  diese  Netze  X" 
keine  direkten  Symmetrie  ebenen  sind.  Es  ist  also  auch 
das  Netz  X  (analog  wie  in  §  18,  2  das  Netz  VHI)  als  ein 
solches  aufzufassen ,  dem  diese  Syuimetriehauptkreise  a 
nicht  zukommen,  dessen  Grenzflächen  also  nicht  aus  zwei 
symmetrisch  gleichen  Hälften  sich  zusammensetzen.  Die 
in  6)  konstruierten  Punkte  P  sind  in  der  That  auch  nur  bei 
dieser  Beschaffenheit  der  Grenzflächen  des  Netzes  X  homo- 
loge Punkte  derselben.  Wir  können,  um  auszudrücken,  dass 
das  Netz  X  in  diesem  Falle  als  ein  solches  aufzufassen  ist, 
in  welchem  je  zwei  benachbarte  Dreiecke  nur  symmetrisch- 
gleich  sind  und  auch  die  acM  halbregulär- sechsflächigen 
Ecken  in  zwei  Gruppen  von  je  vier  zerfallen,  das  Netz  X 
entsprechend  als 
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Xk    sphärisches  (6  +  4T4)-eckiges  2.12-Flach 
bezeichnen. 

Dieses  Netz,  S«  von  der  angegebenen  Beschaffenheit  re- 
aultiert  in  sehr  einfacher  Weise,  wenn  in  den  beiden  kon- 
jugierten regulären  Tetraedernetzen  (vergl.  Fig.  2k  und 
2ß)  4ie  Eckpunkte  des  einen  mit  denjenigen  des  andern 
Netzes  dnrch  Hanpfckreia bogen  (vermöge  Ausziehens  der 
Hauptkreise  6)  verbunden  vs'erden.  Bei  dieser  Art  der  Ent- 
stehung ist  das  Fehlen  der  Sjmiuetrieebenen  n  sofort  evi- 
dent, welche  dem  aus  dem  Hexaedernetze  hergeleiteten 
Netze  X  (vergl,  1  dieses  Paragraphen)  zukommen,  ebenso  auch 
die  verschiedene  Beschaffenheit  je  zweier  Schenkel  eines  gleich- 
schenkligen Dreiecks  (vergl,  Fig.  8^,  in  welcher  die  ver- 
schiedene Beschaffenheit  der  Kanten  des  Netzes  X«  zu  er- 
Isennen  ist).  Wir  bezeichnen  dieser  Entstehung  gemäss  das 
Netz  X«  auch  als  Hexakistetraedernetz. 

Die  Axen  der  Netze  X"  und  des  Symmetrienetzes  Xß 
sind  dieselben,  wie  diejenigen  zweier  konjugierten  regulären 
Tetraedernetze.  Die  nach  den  Punkten  Ä  gerichteten  Axen, 
■weiche  für  das  Netz  X  und  die  Netze  X'  vierzählige  Axen 
waren,  haben  für  die  Netze  X«  und  X"  nur  noch  die  Bedeu- 
tung von  zweizähligen  Axen;  die  nach  den  Punkten  C  ge- 
richteten Kugel  radien  zerfallen  in  zwei  Gruppen  von  je  vier 
unter  sich  gleichen  dreizähligen  Axen,  während  die  nach 
den  Punkten  B  gezogenen  Eadien  die  Bedeutimg  zweiziihliger 
Axen  verloren  haben. 

8.  Einem  jeden  Netze  X"  kann  ein  gleicheekiges  Po- 
lyeder eingeschrieben  werden,  welches  eine  Kombinations- 
geatalt  darstellt,  die  von  den  sechs  Flächen  eines  Hexaeders 
und  von  den  (4 -|- 4)  Flächen  zweier  Tetraeder  begrenzt  ist. 
Die  Seitenflächen  desselben  sind  sechs  Rechtecke  und  zwei 
Gruppen  von  je  vier  (3-|-3)-kantigen  gleieheekigen  Sechs- 
ecken; die  24  Ecken  zerfallen  in  zwei  Gruppen  von  zwölf 
rechten  und  zwölf  linken  Ecken. 

Ein  solches  Polyeder  wird  daher  als 
[X"]     gleicheckiges  (6  +  4  +  4>flächiges  2.12-Eck 
bezeichnet. 
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Das  entsprechende  gleicM  sich  ige,  dem  Netze  5"  umge- 
schriebene Polyeder  ist  das  sog.Hesakistetraeder  oder  das 
[Xa]  gleichflächige  (6  +  4+4)-eckige  2.12-Flach, 
welches  sechs  (2 +  2) -kantige  vierflächige  Ecken,  zwei  Gruppen 
von  je  vier  (3 -[- 3) -kantigen  sechsflächigen  Ecken  hat  und 
von  2 .  12  unregelmässigen  Dreiecken  begrenzt  ist.  Die  Eck- 
punkte sind  also  eine  Kombination  der  Eckpunkte  eines  Ok- 
taeders und  zweier  Tetraeder. 

9.  Um  schliösalieh  noch  die  wichtigsten  für  die  Netze  X" 
geltenden  Beziehungen  aufzustellen,  wollen  wir  die  Lage 
des  Punktes  P,  innerhalb  des  Dreiecks  Ä^ClC3  (s.  Fig.  Sy) 
durch  den  sphärischen  Abstand  a^^PiA^  und  deu  Winkel 
■&„  bestimmen,  welchen  der  Hauptkreisbogen  A^Fj^  mit  dem 
Halbierungskreise  A^Bi  des  Winkels  -4^  bildet.  Die  sphä- 
rischen Abstände  des  Punktes  I\  von  den  Endpunkten  C^ 
und  (7b  der  Basis  seien  wiederum  tci  wnd  e^j,  die  senkrechten 
Abstände  von  den  Kauten  Cj^G^,  A^C^,  A^C^  bez.  ^a\,  -^«'a, 
■iß'j,  die  von  diesen  bei  Pj  gebildeten  Winkel  seien  bez. 
A\,  A'^,  A'^  und  A'\,  A"\;  A"^,  A'"^;'  A"^,  A'''^  die  Teil- 
winkel, in  welche  A\,A'^,A'^  bezw,  durch  PiAi  ^1*^^  '^'"■^ 
PjCg  zerlegt  werden;  dann  erhält  man; 

cos  &a  —  sin  &a 


22)' 


i-jcc\  =  sin  £„  sin  (45"  —  fl'«)  = 
i-ju'^  —  an  Ba  sin  (45"  -f-  &a)  = 


|/2 

COS  ^n  +  sin  ö-„ 


ys 

,    ,    ■       COS  Sa  —  sin  Ba  cos  ^a 

Sm  4  a, rrr i 

V2 

cos  Ea  -f  (cos  %„  -f  sin  %ä)  sin  £„ 

COS£^,^ ^-     -■- -i-— ... 

1/3 

cos  £„  +  (cos  da  —  sin  ^a)  sin  Ec 

cos  i^„  = i — ^ , 

1/3 

cotg  A'\  =  cos  f„  timg  (45"  -f  *«) , 

cotgA!'\=  cos  £a  tang  (45"  —  ö-o), 
cos  A!\  =  fang  -|-  a'^  cotg  Ss^ ,   cos  A"'^  =  tang  ^  k'i  cotg  e^ , 
cos ji"j  =  tang ^a\ cotg Eai,  cos A"\-=  tang -^ €e\cotg Sci ■ 
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Die  Elemente  der  Netze  X"  hängen  von  zwei  ver- 
änderlichen Grössen  £„  imd  0„  ab,  wobei  0<£„<t;, 
0<-a'e<45"  iat;  für  S-„  =  0  resultieren  die  Netze  X'  (vergl. 
21a). 

Die  wesentlichen  Relationen  für  die  den  Netzen  X"  ein- 
und  umgeschriebenen  Polyeder  erhält  man,  wenn  man  die 
Werte  ans  22)  in  die  Formelu  18a)  bis  18rf)  einsetzt. 


§21.  reiitakisdodekaedenietz  XI  nebst  den  zugeord- 
neten gicicheckigen  Netzen  XI'  und  den  entspveelieuden 
Polyedern. 

1.  Die  G-renzfläehe  des  Pentakisdodekaedernetzea  XI 
(vergl.  Tab.  16  in  §  15)  ist  ein  gleichschenkliges  Dreieck, 
für  welches 

1^^  =  72",  ß;  =  2^i>i) 

ist. 

Die  sechzig  Gfrenzflächen  dieses  Netzes  bilden  zwölf 
reguläre  fünfflächige  Ecken,  deren  Seheitel  die  Spitzen  der 
gleichschenkligen  Dreiecke  sind,  und  zwanzig  halbreguläre 
sechsflächige  sphärische  Ecken,  deren  Scheitel  den  Endpunkten 
der  Basen  entsprechen. 

Verbindet  man  also  die  zwanzig  Eckpunkte  G  des  re- 
gulären Pentagondodekaedernetzea  VIT  durch  Hauptkreishogeu 
mit  den  Mittelpunkten  G  der  regulären  Fünfecke,  so  wird  das 
in  Itede  stehende  Netz  erhalten  (vergl.  in  Fig.  9  den  stark 
gezeichneten  Teil).  Die  angegebenei\  Verhindungskreishogen 
gehören  den  Hauptkreisbogen  h^\.,.ii^  des  Pentagondode- 
kaedemetzes  an;  also  werden  die  sämtlichen  Kanten  des 
Netzes  XI  durch  die  zufolge  der  Konstruktion  ausgezogenen 
Teile  der  fünfzehn  Hauptkreise  gebildet,  und  zwar  sind  die- 
jenigen Teile  der  Hauptkreise  i  nicht  ausgezogen,  welche 
die  Kanten  des  regulären  Ikosaederiiefczes  V  bilden.  Das 
Netz  XI  wird  passend  auch  als 


1)  Vergl.  Formel  8)  in  §  9. 
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XI     sphäi-isehes  (12  +  20)-eekiges  I2.ö-Flaeh 
beKeiclinet. 

2.  Das  Netz  XI  besitzt  dieselben  direkt  symme- 
trischen Mittelebeneil  und  dieselben  Äsen,  wie  das  re- 
guläre Pentagondodekaeder-  oder  Ikosaederiietz  (vergleiche 
§  12,2  u.  3).  Die  Ebenen  der  fünfzehn  Hauptkreise  b  sind 
die  direkten  Symmetrie  eigenen,  die  fünfzähligen,  die  drei- 
zsihligen  und  die  zweizähligen  Axen  bezw.  die  nach  den 
Punkten  G  (den  Spitzen  der  gleichschenkligen  Dreiecke), 
nach  den  Punkten  C  (den  Endpunkten  der  Basen)  und  nach 
den  Punkten  B  (den  Mittelpunkten  der  Basen)  gerichteten 
Kugelradien.  Das  charakteristische  Dreieck  ist  eine  der 
heiden  aymmetrisch- gleichen  Hälften  einer  Grenzfläche  des 
Netzes  SI.     Das  Netz  selbst  ist  ein  vollzähliges. 

3.  Die  Eckpunkte  der  gleicheckigen  Netze  XI',  welche 
dem  Netze  SI  zugeordnet  sind,  werden  wiederum  als  die  zu 
einem  auf  dem  Symmetriekreisbogeu  einer  Grenzfläche  an- 
genommenen Punkte  Pj  homologen  Punkte  sämtlicher  Grenz- 
flächen gebildet.  Die  sechzig  kongruenten  Ecken  dieser 
Netze  sind  gleichschenklig  -  dreiflächig,  die  Flächen  sind 
zw&lf  reguläre  Fünfecke  mit  den  Mittelpunkten  G  und  zwan- 
zig halbreguläre  (3-|-3)-kantige  Sechsecke  mit  den  Mittel- 
punkten C  (s.  Fig.  9). 

Ein  solches  Netz  wird  daher  auch  als 
Sr     sphärisches   (12-f  20)-flächiges  12.5-Eck 
bezeichnet. 

Wenn  der  Punkt  F^  alle  mögliehen  Lagen  auf  dem 
Symmetriekreisbogen  G^B^  einnimmt,  so  werden  die  sämt- 
lichen möglichen  Varietäten  der  Netze  XI'  erhalten  und  zwar 
speziell  das  konjugierte  Netz,  wenn  der  Punkt  .P,  der 
Mittelpunkt  des  dem  gleichschenkligen  Dreiecke  G^  C^  C'a 
umgeschriebenen,  und  das  zugleich  gleichkantige  Netz 
(die  Archimedeische  Varietät),  wenn  der  Punkt  P,  der 
Mittelpunkt  des  jenem  Dreiecke  eingeschriebenen  Kreises  ist. 

Für  eine  andere  Lage  des  Punktes  P^,  als  auf  dem 
Halbierungskreise  des  Winkels  bei  G  ergiebt  sich  (vergl. 
§  18,  5)  kein  dem  Netze  XI  zugeordnetes  gleicheckiges  Netz. 

Hess,  Engelteilung.  5 
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4,  Das  gleich  eckige  Polyeder,  welches  Jedem  Netze  XI' 
eingeschrieben  werden  kann  und  das  wir  als 

[XI']     gleicheckiges  (12  +  20)-flächige3  12.5-Eck 
bezeichnen,  kann  auch  durch  gleich  massige  und  gerade  Ab- 
stumpfung  der   Ecken   eines    regulären  Ikosaeders    erhalten 
werden;  seine  Flächen  sind  also  eine  Kombination  der  Flächen 
eines  Pentagondodekaeders  und  eines  Ikosaeders. 

Das  jedem  Ketze  XI'  umgeschriebene  gleichflächige  Po- 
lyeder ist  ein 

[XI]  gleichflächiges  (12-|-20)-eckiges  12.5-Flach 
(Pentakisdodekaeder  oder  Pyramidendodekaeder),  welches  auch 
durch  Aufsetzen  regulär-fönfseitigev  Pyramiden  auf  die  Flä- 
chen eines  regulären  Pentagondodekaeders  erhalten  werden 
kann;  die  Eckpunkte  desselben  stellen  eine  Kombination 
der  Eckpunkte  eines  Ikosaeders  und  eines  Pentagondode- 
kaeders dar. 

Die  dem  konjugierten  Netze  XI'  ein-  und  umge- 
schriebenen Polyeder  sind  bez.  den  beiden  Polyedern,  welche 
dem  gleichiiächigen  Netze  XI  um-  und  eingeschnehen  werden 
können,  konzentrisch  und  ähnlich.  Der  Archimedeischen 
Varietät  des  Netzes  XI'  entsprechen  die  Archimedeischen 
Varietäten  des  ein-  und  umgeschriebenen  Polyeders. 

Ö.  Werden  der  sphärische  Abstand  des  Punktes  F^  you 
der  Spitze  (?j  des  gleichschenkligen  Dreiecks  mit  Sg,  die 
Abstände  von  einem  Endpunkte  Oi  oder  C^  der  Basis  mit  s^, 
die  Kanten  und  Winkel  des  gleicheckigen  Netzes  XI'  wiederum 
durch  a'  und  A'  bezeichnet,  so  ist  (vergl.  §  9  Formel  8) 

-     I    f  ■  ■    Q^O       ''™'"*» 

sm  -5-  «9  =  sm  la  stn  Ab"—  7: — -^  j 

'  zcosip 


23«) 


ß„  =  Ks; 


cos  Sä  =  cos  1p  cos  (<p  —  Ey) . 
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Für  die  dem  Netze  XI  konjugierte  Varietät  ist 

23  o-j )    '  '        "  cos  öd"       cos  24:" 

!  iJ-=  22''41'25",  8,    fang -^ a'^'^ sin -^xtangSG"; 

und  für  die  Äreliiiuedeiache  Varietät  des  Netzes  Sl'  ist 

I  T>      ,  -n    cotoSO"       cotg^Q"       „    , 

U„  =  ffi-P,  coigF ^?-— =  -^-f r'^Scotgo), 

25y)\    ^     '^        '       -^  sm,i>        stn(x-f) 

\         I  ß',  =  T  «'s  =  i  ß's  -  -P=  11°  38'  26",  6. 
Die   Relationen   für   die   den   Netzen  XI'  ein-  und  um- 
geschriebenen  Polyeder  und   deren  besondere  Varietäten  er- 
geben sich  durch  Substitution  der  Werte   23a)  bis  23y)  in 
die  Formeln  ISa)  bis  18d). 

§  22.  Triahisottaedernetz  Xlt  iielbst  den  zugeordneten 

gleichecbigen   Netzen  XII'    und    den    entsprechenden 

Polyedern. 

1.    Die    Grenzfläche    des    Triakisoktaedernetzes    XII 
(vergl.  Tab.  Iß  in  %  15)  ist  ein  gleichschenkliges  Dreieck,  für 


24)  U.  =  A-45^    a,-^a,=n, 

ist,  also  speziell  ein  rechtseitiges  Dreieck. 

Da  die  24  Grenzflächen  dieses  Netzes  acht  regulär- 
dreiflächige  Ecken,  deren  Scheitel  die  Spitzen  der  gleich- 
schenkligen Dreiecke  sind,  und  sechs  halbregulär  acht- 
flächige Ecken  bilden,  deren  Scheitel  die  Endpunkte  der 
Basen  sind,  so  folgt,  dass  dieses  Netz  XII  einfach  erhalten 
wird,  wenn  man  die  Mittelpunkte  C  der  Dreiecke  des  regu- 
lären Oktaedemetzes  IV  durch  Hauptkreisbogen  mit  den 
Eckpunkten  A  desselben  verbindet  (vergl.  in  Fig.  10  den 
stai-k  gezeichneten  Teil). 

Diese  Verbindungskreisbogen  gehören  den.  Hauptkreisen 
&[, \...bg  des  Hexaedemetzes  VI  an,  die  Kanten  des  Netzes  XIX 
werden  also  durch  diese  teilweise  ausgezogenen  Hauptkreise  h, 
welche  die  Schenkel  der  gleichschenkligen  Dreiecke,  und 
durch   die   vollständig   ausgezogenen  Hauptkreise  a  des  Ok- 
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taederuetzea ,  welche  die  Basen  der  gleicbBchenkligen  Drei- 
ecke bilden,  dargestellt. 

Von  den  Hauptkreisen  h  sind  diejenigen  Teile  nicht 
ausgezogen,  welche  die  Kanten  des  regulären  Hexaeder- 
netzes ergeben. 

Das  Netz  Sil  wird  passend  als 
XII     sphärisches  (8 +  6)-eckiges  8.3-FIach 
bezeichnet. 

2.  Die  Symmetrieebenen  und  Axen  des  Netzes 
stimmen  mit  denen  eines  reguläien  Hexaeder-  oder  Okta- 
edernetzes (vergl.  §  11,  4  11.  ö)  oder  denjenigen  eines  Tetra- 
kishesadernetaes  S  (§  20,2)  überein.  Das  Netz  ist  ein  voll- 
zähliges. 

3.  Die  Eckpunkte  der  dem  Netze  XII  zugeordneten 
gleicheckigen  Netze  sind  die  zu  einem  Punkte  P^,  welcher 
auf  dem  Symmetriekreisbogen  Cj^B^  einer  Grenzflacke  (z.  B. 
Ä-^A^C^  angenommen  wird,  homologen  Punkten  sämtlicher 
Grenzflächen.  Die  24  kongruenten  Ecken  dieser  Netze  sind 
gleichschenklig- dreiflächig,  die  Flächen  sind  acht  reguläre 
Dreiecke  mit  den  Mittelpunkten  G  und  sechs  halbreguläre 
(4  +  4)-kantige  Achtecke  mit  den  Mittelpunkten  A  (s.  in 
Fig.  10  das  punktiert  gezeichnete  Netz).  Ein  solches  gleich- 
eckiges  Netz  bezeichnen  wir  als 

XII'     sphärisches  (8  +  6)-fläehiges  8.3-Eck. 

Den  verschiedenen  Lagen  des  Punktes  P[  auf  dem  Sym- 
mefcriekreisbogen  Cj  B,  entsprechen  die  verschiedenen  mög- 
lichen Varietäten  der  Netze  XH'.  Wird  also  speziell  der 
Punkt  Pj  der  Mittelpunkt  des  dem  Dreiecke  C^A^A^  ein- 
geschriebenen Kreises,  so  resultiert  die  zugleich  gleich- 
kantige, die  sog.  Arehimedeische  Varietät,  bei  welcher 
die  halbregulären  Achtecke  zu  regulären  geworden  sind. 

Was  dagegen  das  dem  Netze  XII  konjugierte  Netz 
XII'  anlangt,  so  tritt  hier  der  besondere  Umstand  ein,  dass 
der  Mittelpunkt  des  einer  Grenzfläche  des  Netzes  XH  um- 
geschriebenen Kreises  ausserhalb  dieser  Fläche,  nämlich 
auf  dem  Symma tri ekr eise  0,  B^  über  B^  hinausfällt  (vergl. 
unter  5)  Formel  24/S),  und  also  in  dem  längs  der  Basis  .4,  X^ 
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aiistossGoden  Nacbbardreiecke  liegt.  Werdeu  die  zu  einem 
solchen  Mittelpunkte  in  Beziehung  anf  die  Kauten  des  zu- 
gehörigen Dreiecks  synimetiiseh  liegenden  Punlite  konstruiert 
und  wird  mit  den  erhaltenen  Punkten  in  gleicher  Weise 
verfahren,  so  entsteht  ein  gleicheckiges  Netz,  dessen  Eck- 
punkte die  Mittelpunkte  der  den  sämtlichen  Dreiecken  des 
Netzes  XII  umgeschrietenen  Kreise  sind,  Vou  den  Grenz- 
ilächen  dieses  Netzes  siud  aber  die  (4  +  4)-kantigen  Acht- 
ecke, deren  Mittelpunlite  die  Punkte  Ä  sind,  nicht  kon- 
vexe Figuren,  sog.  iiberschlagene  Achtecke,  der  mneie 
Fläcbenteil  derselben,  ein  reguläres  Viereck,  bat  den  ent 
gegengesetzten  Zellenkoeffizienten^),  wie  die  viei  gleichscheuk 
lig- dreieckigen  Flächenteile,  welche  durch  die  ubei  die  ElTc 
punkte  des  Vierecks  hinaus  verlängerten  und  gleichmassig 
abgestumpften  Kanten  gebildet  werden.  Dieses  spb-iiiSLhe 
gleicheckige  Netz  ist  daher  als  nicht  kbnvex  zu  bezeii-hneii, 
während  es  im  übrigen  alle  Eigenschaften  eines  dem  Netze 
XII  konjugierten  Netzes  besitzt.  Auf  diejenigen  Netze 
(höherer  Art),  deren  Eckpunkte  homologe,  ausserhalb  der 
Flächen  des  gleiehflächigen  Netzes  liegende  Punkte  sind, 
wird  im  letzten  Kapitel  näher  eingegangen  werden. 

Nur  die  auf  dem  Symmetriekreise  C^  B^  liegenden 
Punkte  Pj  bilden  nebst  ihren  homologen  Punkten  ein  dem 
Netze  XII  zugeordnetes   gleicbeekiges    Netz   (vergl.  %  18,  5). 

4.  Jedem  Netze  XII'  lässt  sich  ein  gleicheckiges  Po- 
lyeder, nämlich  ein 

[XII']  gleicheckiges  (8  + 6)-flächiges  8.3-Eck 
einschreiben,  d,  h.  ein  Polyeder,  welches  durch  gleichmässige 
und  gerade  Abstumpfung  der  Ecken  eines  Hexaeders  entsteht, 
dessen  Flächen  also  eine  Kombination  der  Grenzflächen  eines 
Oktaeders  und  eines  Hexaeders  sind.  Das  diesem  Polyeder 
polar  entsprechende  gleiehfiächige  Polyeder,  welches  dem 
Netze  XII'  umgeschrieben  ist,  das 

[XII]     gleichflächige  (8  +  6)-eckige  8.3-FIach 

1)  Tergl.  Jlöbius,  Barjc. Calc,  165  Aura.;  Statik  45,  sowie  meine 
Schrift:  Über  gleicheoltiga  und  gl  eicht  antige  Polygone,  Kassel,  Th.  Kay, 
1874,  §  16. 
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(Triakisoktaeder,  Pjramideaoktaeder),  wird  auch  durch  Auf- 
setzen regulär -dreiseitiger  Pyramiden  auf  die  Flächen  eines 
Oktaeders  erhalten;  die  Eckpunkte  desselben  sind  also  eiue 
Kombination  derjenigen  eines  Hexaeders  und  eines  Oktaeders. 
Die  der  Archimedeischen  Varietät  der  Netze  XII' 
ein-  und  umgeschriebenen  Polyeder  sind  bez.  die  Archime- 
deischen Varietäten  dieser  gleicheckigen  und  gleichfiä- 
ehigen  Polyeder.  Das  dem  nicht  konvexen,  konjugierten 
Netze  XI'  eingeschriebene  gleicheckige  Polyeder  ist  ein 
nicht  konvexes  Polyeder,  dessen  achteckige  Grenzflächen 
(die  den  Hexaeder  flächen  entsprechen)  überschlagene  halb- 
reguläre Achtecke  mit  Flächenteilen  von "  entgegengesetzt 
gleichen  Zellenkoeffizienten  sind,  welche  bezüglich  der  Innen- 
und  Aussens^ite  der  Grenzfläche  entsprechen;  das  dem 
konjugierten  Netze  XU'  umgeschriebene  gleichfläcbige 
Polyeder  ist  ebenfalls  nicht  konvex,  insofern  die  Innen- 
flächenwinkel an  den  Oktaederkanten  überatumpf  sind. 
Ein  dem  letzteren  Polyeder  konzentrisches  und  ähnliches  ist 
das  dem  gleichflächigen  Netze  XII  eingeschriebene  Polyeder, 
ebenso  wie  das  diesem  Netze  umgeschriebene  gleicheckige 
Polyeder  dem  nicht  konvexen  gleicheckigen  Polyeder  kon- 
zentrisch und  ähnlich  ist. 

5.  Für  die  Kanten  und  Winkel  der  gleicheckigen  Netze 
XU'  erhält  mau,  wenn  die  Abstände  des  Punktes  P^  von  Cj 
und  einem  der  beiden  Punkte  Ä^  oder  A^  bez.  mit  S(  und  «„ 
bezeichnet  werden,  die  Relationen; 

^  a'^'^  sin  SsSin  60°  =  -^Y'd  sin  £s , 


24«) 


^'  =^'  =180»- 


cos  Sa  =  COS  45" .  cos  (90"  —  j;  —  £c)  =  —  sin  (jj  +  ^c) 


=w(' 


ys 


^)- 
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Der  Radius  B  des  dem  Dreiecke  C^A^Ä^  umgeschrie- 
benen Kreises  folgt  aus 

\         E- 45"  59' 34",  7. 
i^  ist  also  grösser,  als  Ci-B^^goO-ii  =  35''15' 51",  8, 
d.  h   der  Mittelpunkt  des  wuigeschriebenen  Kreises   Tiillt  auf 
die  Verlängerung  von  C^^Bj  über  B^  hinaus    (vergl.  3  dieses 
Paragraphen). 

För    die    dem    Netze   XII   konjugierte   Varietät    der 
Netze  XII"  wird  daher 

(  «5="  En  =  li,  tang-^  k'^  =- sw -|  i;  to«^  60 " 

m)  ,-,/y3()/3-ö 


¥- 


und  -i«',  =  (90<'-i))-i?  wird  negativ  =  - [10O43'42",  9], 
d.  h.  das  sphärische  Perpendikel  von  dem  Mittelpunkte  des 
umgeschriebenen  Kreises   trifft  die   Aussenseite  der  Basis 

Pur  die  Ärchimedeische  Varietät  des  Netzes  XII'  er- 
giebt  sich: 

=,  =  90°-«  — P,  coigF= — "  r.^^  -■■  ,       ,..„. 
'         '  sin  45"         sin  ()j  — •  45") 

=  1/2(1/2+1), 

-l-  c(',  =  -^  k'  ==  i  k'  =  P  -  16  °  1 9 '  29  ",  8. 


24y), 


§23.  TrialtisilEOsaeäernetz  XIII  nebst  iIod  zugeordne- 
ten gleicheckigen  Netzen  XIII'  unil  den  entsprechenden 
Polyedern. 

1.  Das  Triakisikosaedernetz  XIII  setzt  sich  aus 
sechzig  kongruenten  gleichschenkligen  Dreiecken  zusammen, 
für  welche  (vergl.  Tab.  16  iu  §  15) 

I  ^        4  =36^     «„  =  «„  =  ;:, 
^"^  U,  =  120%  a,^2<p 
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ist;  dieselben  bilden  zwanzig  regulär  -  dreifläcliige  aphärisclie 
Ecken ,  deren  Seheitel  die  Spitzen  der  gl  eicL  sehen  kl  igen 
Dreiecke,  und  zwölf  halbreguläre  zelmfläehige  Ecken,  deren 
Scheitel  die  Endpunkte  der  Basen  sind.  Dieses  Netz  wird 
daher  erhalten,  wenn  die  Mittelpunkte  C  der  Dreiecke  des 
regulären  Ikoaaedernetzes  V  durch  Hauptkreisbogen  mit  den 
Eckpunkten  G  derselben  verbunden  werden  (vergl  in  Fig.  11 
den  stark  gezeichneten  Teil). 

Die  sämtlichen  Kanten  des  Netzes  gehören  den  fünfzehn 
Hauptkreisen  hj^,b^...  hj^e^  an,  von  denen  diejenigen  Teile  nicht 
ausgezogen  sind,  welche  die  Kauten  des  regulären  Pentagoa- 
dodekaedernetzes  YIl  bilden. 

Wir  bezeiclmen  das  Netz  XIII  auch  als 
XIII     sphärisches   (20  +  12)-eckiges  20.3-FlacIi. 

2.  Die  Symmetrieebenen  und  Axen  dieses  Netzes 
sind  dieselben,  wie  diejenigen  eines  regulären  Ikosaeder- 
oder  Pentagondodekaedernetzes  (vergl.§  12,  2  u.  s).  Das  Netz 
ist  ein  vollzähliges. 

3.  Die  zu  einem  Punkte  Pj,  welcher  auf  dem  Symmetrie- 
kreisbogen O^^B^  einer  Grenzfläche  {O^G^G^)  angenommen 
wird,  homologen  Punkte  sämtlicher  Grenzflächen  bilden  die 
Eckpunkte  eines  dem  Netze  SIII  zugeordneten  gleicheckigen 
Netzes  XIII'.  Dasselbe  hat  sechzig  kongruente  gleichschenk- 
lig-dreiflächige Ecken,  seine  Flächen  sind  zvranzig  reguläre 
Dreiecke  mit  den  Mittelpunkten  C  und  zwBlf  halbreguläre 
(5 +  5) -kantige  Zehnecke  mit  den  Mittelpunkten  G.  Wir  be- 
zeichnen ein  solches  Netz  als 

Sin'     sphärisches  (20  + 12)-flächiges  20.3-Eck 
(vergl.  in  Fig.  11  den  punktiert  gezeichneten  Teil). 

Für  die  verschiedenen  Lagen  des  Punktes  P^  auf  dem 
Symmetriekreisbogeu  O^Bi  resultieren  die  verschiedenen  mög- 
lichen Varietäten  der  Netze  XIIl'.  Wenn  der  Punkt  Pj  der 
Mittelpuiikt  des  dem  Dreiecke  C\G^G^  eingeschriebenen 
Kreises  ist,  so  entsteht  das  zugleich  gleichkautige 
Netz  XIII',  die  sog.  Ärchimedeische  Varietät,  bei  welcher 
die  halbreguläreu  Zehnecke  zu  regulären  geworden  sind. 
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Dagegen  ist  das  dem  Netze  XIII  konjugierte  gleich- 
eckige Netz  ebenso,  wie  das  dem  Netze  Sil  konjugierte,  ein 
nicht  konvexes  Netz.  Denn  der  Mittelpunkt  des  einer  Grenz- 
fläche des  Netzes  Xin  umgeschriebenen  Kreises  liegt  auf  dem 
Sy m meto ekr eise  G^^B■^  ausserhalb  der  Fläche,  auf  der  Ver- 
längerung über  Bj  hinaus  (vergl.  unier  5  die  Formel  25j3).  Das 
gleieheckige  Netz,  welches  die  Mittelpunkte  der  sämtlichen 
Dreiecken  des  Netzes  XIII  umgeschriebenen  Kreise  zn  Eck- 
punkten hat  und  welclifes  zu  diesem  Netze  konjugiert  ist, 
hat  zu  Grenzflächen  zwanzig  reguläre  Dreiecke  mit  den  Mittel- 
punkten C  und  zwölf  nicht  konvexe,  sog.  üb  erschlagene 
(5  +  5)-kantige  Zehnecke  mit  den  Mittelpunkten  G;  der  innere 
Flächenteil  eines  solchen  Zehnecks,  nämlich  ein  reguläres 
Fünfeck,  hat  den  entgegengesetzten  Zellenkoeffizienten,  wie 
die  fünf  gleichschenklig- drei  eckigen  Flächenteile,  welche  durch 
die  über  die  Eckpunkte  des  Füüfecks  hinaus  verlängerten  nnd 
gleiclimässig  abgestumpften  Kanten  gebildet  sind. 

Für  eine  andere  Lage  des  Punktes  Pj,  als  auf  dem 
Symmetriekreise  des  gleichschenkligen  Dreiecks  C^G-yG^,  er- 
giebt  sich  (vergl.  §  18,5)  kein  dem  Netze  XIII  zugeordnetes 
gleicheckiges  Netz. 

4.  Das  gleieheckige  Polyeder,  welches  jedem 
Netze  XIII'  eingeschrieben  werden  kann,  ist  ein 
[Xm']  gleicheokiges  (20  + 12)-flächiges  SO.S-Eck, 
welches  auch  durch  gleichmässige  und  gerade  Abstumpfung 
der  Ecken  eines  regulären  Pentagondodekaeders  erhalten 
werden  kann,  dessen  Flächen  also  eine  Kombination  der  Grenz- 
flächen eines  Ikosaeders  nnd  eines  Pentagondodekaeders  sind. 

Das  jedem   Netze   XIII'  umgeschriebene    gleich- 
flächige  Polyeder,  das 
[XIII]     gleiehflächige  (20+ 12)-eckige  20.3-Flach 

(TriakisJkosaeder-  oder  Pyramidenikosaeder), 
kann  auch  durch   Aufsetzen  regulär- dreiseitiger  Pyramiden 
auf  die  Flächen  eines  Ikosaeders  erhalten  werden;  die  Eck- 
punkte desselben  stellen   also  eine   Kombination   derjenigen 
eines  Pentagondodekaeders  und  eines  Ikosaeders  dar. 
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Der  Arehimedeischen  Varietät  der  Netze  XIII'  sind 
auch  die  sog.  Archiraedeischen  Varietäten  der  gleich  eck  igen 
und  gleichflächigen  Polyeder  ein-  bez.  umgeschrieben.  Das 
dem  konjugierten,  nicht  konvexen  Netze  XIII'  einge- 
schriebene gleicheckige  Polyeder  ist  ebenfalls  nicht  konves; 
die  den  Pentagondodekaederflächen  entsprechenden  Grenz- 
flächen sind  iiberschlagene  halbreguläre  Zehneck,e,  deren 
mit  entgegengesetzt  gleichen  Zell enko  effizienten  behafteten 
Fläehenteile  bezüglich  der  Innen-  und  Aussenseite  der 
Grenzflächen  entsprechen.  Ebenso  ist  das  dem  konjugierten 
Netze  5III'  umgeschriebene  gleichflächige  Polyeder  nicht 
konTex,  da  die  Inncn-Flächenwinkel  an  den  Ikosaederkauten 
überstumpf  sind.  Das  dem  gleichflächigen  Netze  XIII  ein- 
geschriebene Polyeder  ist  diesem  letzteren  Polyeder  konzen- 
trisch und  ähnlich,  ebenso  wie  das  diesem  Netze  umge- 
schriebene Polyeder  dem  nicht  konYexeu  gleicheckigen  Po- 
lyeder konzentrisch  und  ähnlich  ist, 

5.  Bezeichnet  man  den  Abstand  des  Punktes  P^  von  der 
Spitze  Cj  und  einem  der  beiden  Endpunkte  G,  oder  G-g  der 
Basis  wiederum  bez.  durch  i«  und  Bg,  so  erhält  man  für  die 
Kanten  und  Winkel  der  gleich  eckigen  Netze  XIII'  die  Be- 
ziehungen: 

^  ft'2  ==  sin  ea  sin  60 "  =  -|-  l^S  sin  s^ , 


25  a) 


cotc/  -^  =  cos  tr.  tang  60"  =  ]/3  C( 
^'  =^'  =180'>-4r' 


cos  ig  =  COS  (p  cos  (i)  —  Sc)  ■ 

Der  Radius  B  des  dem  Dreiecke  C^G^G,^  umgeschriebenen 
Kreises  folgt  aus 

25ftfa»sE-5?»if-^i     K-34H'45",2, 
"^•^      ^  COS  60"        cos24^  ' 

d.  h.  R  ist  grösser  als  C^B^  =  ^  =  20^Ö4'  18",  6;  der  Mittel- 
punkt des  umgesebriehenen  Kreises  fällt  also  auf  die  Ver- 
längerung von   C\Bi   über  B^  hinaus   (vergl.  3  dieses  Para- 
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graphen).  Für  die  dem  Netze  XlII  konjugierte  Varietät 
der  Netze  SIII'  ergiebt  eicli  also: 

und  iJj  =  ^-K  wird  negativ  =- [13«10'26",  6],  d.h. 
das  von  dem  Mittelpunkte  des  umgeschriebenen  Kreises 
auf  die  Basis  G^G^  gefällte  Perpendikel  lirifft  die  Ausaen- 
aeite  desselben. 

Für  die  Ärchimedeisehe  Varietät  ist: 

1-^       ,   ^     cotalQ°        cotg()0°         cosw 
sm(p       stn{x~q>)      szM^qo' 
!«',  =  -!  K'g^iß'g  =  P  =  0"41'37",  4. 
Die   Substitution  der  Werte  von  25«)  bis  25 j»)  in  die 
Formeln   18a   bis   18d)   ergiebt   die  Relationen  für   die  den 
Netzen  XIII'  um-  und  eingeschriebenen  Polyeder. 

§  24.   Veränderliche  gleiehflächige  Netze,  deren  Grenz- 
fläche ein  gleichschenkliges  Dreieck  ist. 

1.  Netz  des   tetragonalen  Sphenoids  XIV. 

1.  Die  bisher  betrachteten  gleichflächigen  Netze,  deren 
Grenzfläche  ein  gleichschenkliges  Dreieck  ist,  waren  die  sog. 
festen  derartigen  Netze,  bei  deren  Grenzfläche  sowohl  der 
Winkel  an  der  Basis,  als  derjenige  an  der  Spitze  einen  ali- 
quoten Teil  von  360"  betrug  und  bei  welchen  daher  zweierlei 
sphärische  Ecken  auftraten,  deren  Scheitel  den  Eckpunkten 
zweier  konjugierten  regulären  Netze  entsprachen. 

Für  die  Gruppierung  und  Beschaffenheit  der  Ecken  eines 
aus  gleichschenkligen  Dreiecken  zusammengesetzten  Netzes 
ist  nun  aber  zweitens  der  Fall  möglieh,  dass  die  Winkel 
einer  Grenzfläche  keinen  aliquoten  Teil  von  360°  betragen 
und  an  allen  Ecken  des  Netzes  in  gleicher  Weise  auftreten, 
sodass  das  gleiehflächige  Netz  zugleich  gleicheckig  wird, 
i.  hl  lauter  gleiche,  wenn  auch  im  allgemeinen  nicht  regu- 
läre, sphärische  Ecken  besitzt. 

Dieser  Bedingung  wird  zunächst  allgemein  dadurch  ge- 
nügt, doss  an  jedem  Eckpunkte   der  Basiswinkel  Ä^  2Ä-mal 
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auftritt,  falls  der  Winkel  Äj  (an  der  Spitze)  fc-mal  auftritt. 
Zu  der  in  §  15  unter  IIa)  auf gea teilten  Bedinguiigsgleichung: 

Uß)  A,  +  2A^  =  '^^-IS0'> 

tritt  also  jetzt  die  folgende: 

26)  k(Ä,  +  2A,)^5m'> 

hinzu.     Ans  beiden  Gleiehungeo  folgt: 

4k 

woraus  als  einzig  znüissiger  Wert  für  h  der  Wert  k^l  sich 
ergiebt,  welchem  der  Wert  m  =  4  entspricht.  Für  die  Zalii 
fi  der  Eckpunkte  dieses  Netzes  ergiebt  sich  ebenfalls  der 
Wert  4,  da  die  Zahl  v  der  in  jeder  Ecke  zusammenatossenden 
Flächen  3  beträgt. 

2.  Das  so  bestimmte  Netz,  welches  wir  als 

XIV  gleichschenkliges  sphärisches  viereckiges 
4-Flach 
oder  als  sphärisches  Netz  des  tetragoualen  Spheno- 
ids  bezeichnen  wollen,  hat  also  zu  Grenzflächen  vier  gleich- 
schenklige, einander  kongniente  Dreiecke  und  zu  Ecken  vier 
gleicbschenklig-dreifiäehige,  einander  kongruente  Ecken.  Da 
die  Winkel  einer  Grenzfläche  nur  der  Bedingung 

26^)  ^i4- 2^-3600 

genügen  müssen,  so  folgt,  dass  dies  zugleich  gleicbeckige 
und  gleiehfläehige  Netz  ein  veränderliches  (oder  beweg- 
liches) ist,  dessen  Elemente  von  einer  veränderlichen  Grosse 
abhängen. 

Für  die  Elemente  des  Dreiecks  erhält  man  die  emfacben 
Beziehungen : 

Jg  =  1 80" -  -i ;  lang  A^ '^--  ; 


26y) 


WS -^ -^  cotg -^  ;     cos|ft,=.COS|-Ks  =  -^S 

COS  ß^  =  cos  Kg  =  —  COtff"   -x-  =  —  Cfi^  -^  ; 
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mit  Hilfe  deren  leicht  alle  Veränderuiigeü  dea  Netzes  verfolgt 
werden  können,  wenn  man  z.  B.  Kj,  die  Basis  des  gleich- 
schenkligen Dreiecks,  als  Variable  wählt.  Für  0<Ri<180*' 
ist .  90^  <  ^1  <  l&O",  135°>^a>90",  die  Winkel  sind 
also  immer  stumpfe  Winkel,  welche  zwischen  den  ange- 
gebenen Grenzen  liegen,  ebenso  sind  die  beiden  Schenkel  a^ 
und  «3  immer  stumpf,  während  die  Basis  <x^  spitz,  recht 
oder  stumpf  sein  kann.  Für  tt^  =  2ri  resultiert  das  reguläre 
(d.  h.  zugleich  auch  gleichkantige)  Tetraedernetz  III 

(.8  11, 1). 

3.  Ein  solches  Dreieck  und  ein  durch  vier  solcher  Drei- 
ecke gebildetes  Netz  lässt  sich  durch  folgende  einfache  Kon- 
struktion erhalten:  Man  ziehe  zwei  auf  einander  senkrechte 
Durchmesser  eines  kleinen  Kugelkreises  und  verbinde  die 
Endpvmkte  P±,Ps  ^^^  einen  Durchmessers  mit  den  Gegeu- 
punkten  P'g,  P\  der  Endpunkte  des  andern  Durchmessers  durch 
Hauptkreise  (s.  Fig.  12cc). 

Denn  das  Dreieck  P,P^P'^  ist  das  an  die  Basis  P-,  P^ 
anstossende  Nebendreieck  eines  solchen  gleichschenkligen 
Dreiecks,  für  welches  der  Winkel  an  der  Spitze  das  doppelte 
desjenigen  an  der  Basis  beträgt,  d.  h.  des  Diagonal  drei  ecks 
eines  regulären  Vierecks. 

Hieraus  ist  sofort'  ersichtlich,  dass  das  Netz  XIV  auch 
einfach  als  Hemigonie  des  gleieheckigen  (2-i-4)-flä- 
chigen  prismatischen  Achtecks  IV'  (vergl.  §  16,7)  er- 
halten werden  kann,  welches  dem  regulären  Oktaedernetze 
IV  zugeordnet  ist.  Wählt  man  von  den  acht  Eckpunkten 
(s.  Fig.  by)  entweder  diejenigen  Pj,  P^,  P'2,P'i  oder  die- 
jenigen P^,P^,P\,P'^  aus  und  verbindet  dieselben  durch 
die  Diagonalen  der  regulären  und  halbregulären  viereckigen 
Grenzflächen,  so  wird  je  ein  Netz  XIV  erhalten.  Diese  Dia- 
gonalen entstehen  sämtlich  durch  Verlängerung  der  Kanten 
des  Netzes  IV'.  Die  Mittelpunkte  der  Basen  sind  die  Punkte 
Ai  und  A!^,  die  Mittelpunkte  der  Schenkel  die  auf  deui 
Hauptkreise  flj  liegenden  Punkte  A^j  A^,  A'^,  A'^.  Das  Netz  XIV 
ist  ein  halbz'ähliges  Netz. 
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Die  einzigen  direkt  symmetrischeii  Mittelebenen, 
welche  dem  Netze  XIV  zukommen,  sind,  wie  auch  ans  der 
zuletzt  angegebenen  EotsteHnng  des  Netzes  sieh  ergiebt,  die 
beiden  Ebenen  der  Hauptkreise,  welche  die  Basen  der  gleich- 
schenkligen Dreiecke  bilden  und  auf  einander  senkrecht  stehen. 
Dagegen  sind  die  Ebeaen  der  Hanptkreiae,  welche  die  Schen- 
kel bilden,  keine  Symmetrie  ebenen  des  Netzes.  Die  nach 
den  Mittelpunkten  A^^  und  A\  der  Basen  gerichteten  Hanpt- 
axen,  welche  für  da,s  vollzählige  Netz  IV  vierzählig  waren, 
haben  jetzt  nur  die  Bedeutung  zweizähliger  Axen;  die 
Queraxen  OÄ^,  OA'^  und  OJg,  OA'^  sind  ebenfalls  zwei- 
zählig,  während  die  zweite  Gruppe  zweizähliger  Queraxen, 
welche  die  Winkel  der  ersteren  haEbieren,  nicht  mehr  vor- 
handen ist. 

Das  Neta  XIV  wird  später  als  ein  besonderer  Fall  des 
Netzes  XVII  eines  rhombischen  Sphenoida  (§  29),  sowie 
auch  als  ein  Grenzfall  der  hauptaxigen  Deltoidnetze 
XXIV  C§  39)  erhalten  werden. 

4.  Nimmt  man  auf  dem  Symmetviekreisbogen  eines 
gleichschenkligen  Dreiecks  —  dieser  Symmetriekreiabogen 
ergänzt  die  halbe  Basis  der  beiden  an  die  Spitze  dieses  Dreiecks 
austossenden  Dreiecke  zu  einem  Halbkreis  —  einen  Punkt  Q^ 
an,  konstruiert  in  den  drei  anderen  Dreiecken  des  Netzes  die 
zu  diesem  homologen  Punkte  und  verbindet  diese  vier  Punkte 
durch  Hauptkreisbogen,  so  entsteht  wiederum  ein  Netz  XIV', 
welches  ebenfalls  ein  Netz  eines  tetragonalen  Sphenoids 
ist  und  welches  wir  dem  Netze  XIV  unsymmetrisch-kon- 
jugiert  nennen  wollen.  Denn  wiewohl  die  beiden  Netze 
in  der  gegenseitigen  Beziehung  stehen,  dass  die  Eckpunkte 
des  einen  homologe  Punkte  der  Flächen  des  andern  sind 
und  dass  die  Kanten  sich  gegenseitig  halbieren,  so  stehen 
doch  nur  die  Basen  der  gleichschenkligen  Dreiecke  beider 
Netze,  nicht  aber  die  Schenkel  auf  einander  senkrecht  —  das 
eine  Netz  ist  also  nicht  das  Symmetrienetz  des  andern. 
Ist  speziell  der  sphärische  Abstand  des  Punktes  Q^  von  der 
Mitte  der  Basis  des  ihn  eins  chli  es  senden  Dreiecks  gleich  der 
Hälfte  dieser  Basis  (=  -|  «g),  so   sind  die  beiden  Netze  XIV 
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imd  XIV'  koilgrucEt  und  bilden  zusammen  das  Netz  IV', 
als  dessen  Hemigonieeu  beide  zu  betrachten  sind. 

Wird  aber  der  Punkb  Q^  speziell  der  Mittelpunkt  ^^  des 
dem  gleichschenkligen  Dreieck P^p3P'j(Fig.l2a)um  geschrie- 
benen Kreises,  so  werden  die  beiden  Netze  symmetrisch 
konjugiert,  d.  h.  das  eine  das  Symmetrienetz  des  andern. 

Zu  jedem  Netze  XIV  giebt  es  daher  ein  symmetriseh- 
konjugiertes  (oder  in  dem  frühem  Sinne  konjugiertes) 
Netz  XIV,  welches  das  einzige  Jenem  symmetrisch-zugeord- 
nete  gleicheckige  Netz  darstellt. 

5.  Die  sämtliclien  möglichen  Varietäten  des  Netzes  XIV 
■werden  erhalten,  wenn  die  Variable  fa"=^ßi  alle  Werte 
von  0"  bis  90"  annimmt,  d,  h.  wenn  der  Punkt  P^  den  Qua- 
dranten des  Symmetriekreises  A^  B^  des  regulären  Oktaeder- 
netzes durchläuft  (vergl.  Fig.  5y  xmd  Fig.  12/3).  Da.  nun  zu 
jeder  einem  Werte  von  £„  =  -|-«^  entsprechenden  Varietät 
ein  symmetriseh-konjugiertes  Netz  XIV  gehört,  welches 
wiederum  eine  andere  bestimmte  Varietät  der  Netze  XIV 
darstellt,  die  dem  Werte  £'«={- a'i  (d.  h.  dem  sphärischen 
Abstände  des  Punktes  ^4  von  A^)  entspricht,  so  wird,  wenn 
der  e',, entsprechende  Bogen  von  A^  aus  auf  Aj^B^  abgetragen 
wird,  ein  Pimkt  5ßj  erhalten,  welcher  nebst  den  drei  ent- 
sprechenden Punkten  ^ä,$'ä,^'4  '^ie  Eckpunkte  eines  jenem 
symmetrisch-konjugierten  Netze  XIV  kongnienten 
Netzes  bildet.  Wir  nennen  die  beiden  Punkte  P^  und  5ßj  kon- 
jugiert; sie  sind  in  der  That  konjugierte  Punkte  eines 
projektivisch-involutorischen  Punktsystems  auf  dem 
Hauptkreise  A^B^.  Die  Doppelpunkte  dieses  Punktsystems 
sind  die  Punkte  C^  und  Q,  da  für  die  sphärischen  Abstände 
6a  und  s'a  der  beiden  Punkte  Pj  und  ^j  von  A^,  der  Mitte 
von  C^C^,  die  einfache  Eelation  besteht 

26  d)  tang  s^  ■  t^ftg  «n  =  2 , 

oder 

26  ä')  tang  -\  «i .  tang  -|  c\  =-  2. 

Durchläuft  P^  den  Bogen  A^C^,  so  durchläuft  der  kon- 
jugierte   Punkt    ^j    den    Bogen    -BgC,;    durchläuft     P^    den 
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Bogen  C\S„  so  durchläuft  ^,  den  Bogen  C^A^  u.  e.  f.; 
der  Doppelpunkt  C^  entspricht,  wie  schon  erwähnt,  dem  re- 
gulären Tetraedernetz. 

Als  weitere  Relationen  zwischen  den  Elementen  der 
beiden  symmetrisch-konjngierten  Netze  XIV  und  XIV'  er- 
geben sich  leicht  ausser  derjenigen  (26d)  folgende: 

iang  -i  r\  -  -—-'r-^ ;    tang 


cos -^(t'i  ' 

1/2  cos  iKj  ,  Y2a 


l/i  +  3cösH^'         '         T/r+3cöFlV^' 

-,  "i       k'i  ßo       a'n         ,  Ä,     ,  A', 

i  =  cos^cos^-cos^cos^=cotg^cotg^ 

=  cotg  A^  cotg  A!^ , 

wo  Ji  den  Radias  des  den  GreDzfliichen  beider  Netze  umge- 
schriebenen Kreises  bedeutet. 

6.  Jedem  Netze  XIV   oder   SIV   kann  sowohl  ein  Po- 
lyeder ein-  als  auch  umgeschrieben  werden,  welches  wie  die 


chflächiges 

raden  tetra- 
e  eines  tetra- 


Netze    ein    zugleich    gl  eich  eckiges    und    glei 
Jedes  derartige  Polyeder  ist  ein 

[XIVJ  tetragonales  Sphenoi« 
welches  sowohl  als  die  Hemigonie  eh 
gonalen  Prisma,  als  auch  als  die  Ilen 
gonalen  Oktaeders  erhalten  werden  kann.  Die  beiden  tetra- 
gonalen  Sphenoide,  von  welchen  das  eine  einem  Netze  XIV 
ein-,  das  andere  demselben  Netze  umgeschrieben  ist,  sind 
symmetrisch-  konjugiert, und  zwar  ist  das  eingeschriebene 
(umgeschriebene)  demjenigen  tetragonalen  Sphenoide  kon- 
zentrisch und  ähnlich,  welches  dem  symmetrisch-konju- 
gierten  Netze  umgeschrieben  (eingeschrieben)  ist. 

Die  Beziehimgen  för  zwei  solche  konjugierte  tetragonale 
Sphenoide,  sowie  für  ein  tetragonales  Sphenoid  überhaupt, 
ergeben  sich  leicht  durch  Substitution  der  Werte  26  j»)  bis 
26*)  in  die  Formeln  18a)  bis  18d). 

7.  Es  sei  endlich  noch  einmal  darauf  hingewiesen,  dass 
bei  diesem  veränderlichen  Netze,  welches  zugleich  gleicheekig 
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lind  gleichflächig  ist,  die  Eckpunkte  sich  als  die  Hälfte  der 
Eckpunkte  eines (Teränderlichen)  gleiclieckigen  Netzes  (IV) 
ergeben,  während  sie  bei  den  festen  Netzen  VTII  bis  XIII 
als  Kombination  der  Eckpunkte  zweier  regulären  Netze 
erhalten  werden,  imd  ferner,  dass  das  Netz  XIV  nur  ein 
teilweise  symmetriscliea  ist,  da  nur  die  Ebenen  der 
Basen,  nicht  aber  diejenigen  der  Schenkel  der  Urenzflächen, 
direkt  syimuetrische  Mittel  ebenen  des  Netzes  repräsentieren. 


§  S3. 

2.  flleichsehenklige  S!ialeuoedernet?,e  XVIlIß. 

1.  Schliesslith  ersieht  sich  noch  eme  diitte  Möglich- 
keit für  die  Änoidnung  und  Beschaffpnheit  eines  aus  gleich- 
schenkligen   Dreiecken    zasammengeset/ten    glßiehflichigen 

Netzes,     Von  den  beiden  gleichen  Winkeln    ij  -^  4  =  —   - 

können  nämlich  ejiimil  je  v,  Winkel  J^  lu  eiuei  tcke  des 
Netzes  zusammenstoiseo,  'o  da<<s  eine  eiste  (nuppe  von 
halbregulären  sphauachen  Ecken  entsteht,  welche  \on  der- 
selben Beschaffenheit  sind,  wie  die  Ecken  dei  feste nNet?eVllI 
bis  XIII;  zweitens  können  al&daun  ]e  k  Winkel  i  mit  je 
k  Winkeln  A^  sich  /i  emei  Ecke  yeieinii^eu  so  dass  eine 
zweite  Gruppe  von  untei  sich  gleichen  Ecken  entsteht,  deien 
Beschaffenheit  deijenigen  des  veränderlichen  Netzes  XIV  ent- 
spricht. 

Bezeichne«  wir  die  Änzihl  dei  Eclien  dei  eisten  Gruppe 
durch  ;i^,  diejenige  dei  Eiken  dei  zweiten  Gruppe  duich  fj^^ 
so  gelten  also  für  derartige  Netze  folgende  Beziehungen : 

m  m 

aus  welchen  in  Verbindung  mit   il«)  folgt: 


y  Google 


82      Di'ittes  Kap.  BeBtimmuug  <!.  eint",  glejeM3,ob.)g,  n.  d.etc,  Neta:, 


oder 
21  ß') 


KM)= 


Üa  aber   zufolge   des  Wertes   für  A^   in  21a)   iivir   der 
Wert  k  =  2  zulässig  ist,  so  ei^ebt  sich: 

277)     m^Si-i,   A.^  +  A.i-^ISO";    (ti  =  2;   ji^^Vi; 
und  da  die  Zahl  v,  =f(g  notwendig  gerade  seiu  musa,  so  ist 
V,  =2^1  (p,  =  2,  3...),  womit  schliesslich  die  Formeln  iiber- 
geben  in : 

A,   -=^," ; 

Die  Basis  a^,  sowie  die  Schenkel  «1,  a^  bestimmen  sich 
aus  den  einfachen  Formeln: 

180« 


O80' 


('-;.) 


'S  ßj  —  cöft/  ^^  cofi/  ^  =  cotrj 


180" 


-  ^o»9 


90" 


!'i 


j90"' 


27.)i 


2  cos 

.   90" 

P,               1 
.     180"      „       90 
sin 2  cos — 

ßg^^lSO"-      K,, 

d.  h,  die  Grenzfläche  ist  das  Nebendreieck  eines  regulären 
Dreiecks  von  der  Kante  «g. 

Dem  Werte J?i  =  2  entspricht  das  reguläre  Oktaeder- 
netz IV. 

S.  Die  im  vorigen  ohara.kterisierten  Netze  bezeichnen 
wir  als 
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SVIlIo)  gleicbschenklige  SkalenoedernetKc, 
Sie  werden  durch  4j?j  gleichschenklige  Dreiecke  gebildet, 
die  in  zwei  gegenüberliegenden  Eckpunkten  zu  je  2pi  mit 
den  gleicben  Winkeln  A^  znsammenstossen,  und  anaserdem 
2j?j  vierflächige  sphärische  Ecken  bilden,  in  welchen  je  zwei 
Basiswinkel  Ä^  und  zwei  Winkel  Ä^  zusammenstossen. 

Diese  Netze  ergeben  sich  durch  eine  einfache  Zerteilung 
des  Doppelpyramidennetzes  VIII;  doch  soll  jetzt  auf  die 
genauere  Beschaffenheit  dieser  Netze  XVIII«  sowie  der  ent- 
sprechenden gleicheckigen  Netze  und  der  zugehörigen  Po- 
lyeder nicht  eingegangen  werden,  da,  sich  die  Netze  XVIII« 
im  §  30  als  ein  ganz  spezieller  Fall  der  dort  zu  betrachtenden 
allgemeinerea ,  veränderlichen  Skalenoeder netze  XVlIl  er- 
geben werden. 

Es  sei  nur  noch  darauf  hingewiesen,  dass  die  Netze  XVIII« 
zwar  feste  Netze  sind  (für  einen  angenommenen  Wert  des 
Pj),  dass  sie  aber,  wie  die  Netze  XIV,  zum  Teil  unsymme- 
trisch sind,  indem  nur  die  Ebenen  der  Hauptkreise  der 
Basis  und  des  einen  Schenkels,  nicht  aber  des  andern  Schen- 
kels Symmetrieebenen  des  Netzes  darstellen, 

3.  Durch  Berücksichtigung  aller  Möglichkeiten  für  die 
Beschaffenheit  und  Anordnung  der  gleichschenkligen  Dreiecke, 
welche  ein  die  Kugelfläche  einmal  bedeckendes  Netz  bilden 
können,  haben  sich  im  vorstehenden  wesentlich  drei  Haupt- 
fälle ergehen.  Der  erste  Hauptfall  umfasst  die  festen  und 
symmetrischen  derartigen  Netze  VIII  bis  XIII,  der  zweite 
das  veränderliche,  zum  Teil  unsymmetrische,  zugleich 
gleicbeckige  und  gleichflächige  Netz  XIV  eines  fcetragonalen 
Sphenoids,  der  dritte  das  feste,  aber  zum  Teil  unsym- 
metrische Netz  XVIII«  eines  gleichschenkligen  Skaie- 
noeders. 

Wir  gehen  nunmehr  dazu  über,  den  allgemeinsten  Fall 
der  gleichflüchigen  Dreiecksnetze  zu  behandeln,  bei  welchem 
die  Dreiecke  als  nngleichkantig  vorausgesetzt  werden. 
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B.    Allgemeiner  Fall   der    gleichfläohigen   Dreiecks 

iieliJ.e:     Die    Ürenzfläche    ist    ein    migleichkaBÜget 

Dreieck. 


g  ;?!).    Äbleituiig  der  Kelationen  imd  (kr  miig- 
HclHüi  Fälle  für  iHe  festen  Mad  symrasstrisehcn 

derartigen  Netze. 
Wenn  ein  iiiigleiehkantigea  Dreieck  mit  den  Kanten 
Kj,  ffj,  «3  und  den  Winkeln  A^,  A2,  Ä^  nebst  seinen  Wieder- 
holungen ein  die  Kugelfläche  einmal  bedeckendes  Netz  bilden 
soll,  90  miiss  erstens  die  Bedingung  erfüllt  sein 

23) 

wo  m  die  Zahl  der  Dreiecke  des  Netzes  bedeutet. 

Was  zweitens  die  Beschaffenheit  und  Anordnung  dev 
Ecken  anlangt,  so  ergeben  sich  auch  hier  mehrere  Fülle,  von 
welchen  wir  zunächst  den  Fall  der  festen  und  symme- 
trischen Netze  berücksichtigen,  bei  welchen  jeder  der  drei 
Winkel  Ä-^,  A^,  ^g  einen  aliquoten  Teil  von  360"  beträgt 
und  daher  drei  Gruppen  von  sphärischen  Ecken  entstehen, 
indem  in  jedem  Eckpunkte  je  Vi  gleiche  Winkel  Ai  zusammen- 
stossen.     Wir  erhalten  daher  ferner  die  Beziehungen: 

|i',.l,=^360'>, 
v„A.  =  ^m\ 


L  Verbindung  mit  2":^)  sich  ergiebt: 
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Wird   die   Zahl   der  durch  je  c,   gleiche  Winke!  A^  ge- 
bilde1;eri  Ecken  mit  tt,  bezeichnet,  so  ist 


31«) 


'.(^^4 


•sl^H- 


-im. 


Werden  mm  den  Zahlen  Vi,v,^,Vg  diejenigi 
gaiiK^ahligen  und  von  einander  verschiedenen  Werte  erteilt, 
welchen  ein  positiver  und  ganzzahliger  Wert  von  m  ent- 
spricht, so  werden  die  möglichen  gleichliächigen  Netne  von 
der  angegebenen  Beschaffenheit  erhalten.  Die  Diskussion 
liefert  nur  die  folgenden  beiden  Fälle,  in  welchen  die 
Dreiecke  rechtwinklig  sind,  die  Kanteii  derselben  sich 
also  auf  sehr   einfache   Weise   aus   den  Winkeln    bestimmen 


Nr.               Smt  du  Hities.             >,    r. 

•■ 

.. 

48       6 

S     13    46°  60°^BO°  90°-.,    45°     ^ ') 
aO     30    3G»    60»|90»          ^           tp       /"> 

Diese  beiden  gl  eich  fläch  igen  Netze  XV'  und  XVI  sollen 
nebst  den  zugeordneten  gleieheekigen  Netzen  und  den  ent- 
sprechenden Polyedern  zunächst  in  den  beiden  folgenden 
Paragraphen  genauer  betrachtet  werden. 


1)  Vergl.  Formel  1)  in  §  9. 

2)  Vergl  Formel  8)  in  §  9. 
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§  27.   Hexaki8ohtaedemetz  XT  nebst  den  zugeordne- 
ten gleicheckigen  Netzen  XV'  und  den  entsprechenden 
Polyedern. 

1,  Aus  {Jen  in  Tabelle  32  anfgefülirten  Werten  für  die 
Winkel  und  Eaüten  einer  Grenzfläclie,  sowie  denjenigen  für 
die  Zahl  der  Ecken  und  der  in  ihnen  zus  am  mens  tos  senden 
Flächen  ergiebt  sich  sofort,  dass  das  Netz  XV  durch  die 
drei  vollständig  ausgezogenen  Hauptkreise  %,  »j,  a^  des  re- 
gulären Oktaedemetzes  IV"  und  durch  die  sechs  vollständig 
ausgezogenen  Hauptkreise  \,  \.,.\  des  jenem  konjugierten 
regulären  HexEiedernetzes  VI  gebildet  wird  (vergl.  in  Fig.  13« 
den  stark  gezeichneten  Teil).  Die  sämtlichen  Kanten  des 
Netzes  SV  gehören  also  den  3  +  6  Hauptkreisen  an,  deren 
Ebenen  die  direkt- symmetrischen  Mittelebenen  des  regulären 
Oktaedernetzes  IV  oder  des  regulären  Hexaedernetzes  VI 
darstellen;  und  das  Netz  XV  kann  auch  dadurch  erhalten 
werden,  dass  man  die  gleichschenkligen  Grenzflächen  der 
Netze  X  oder  XII  durch  Ziehen  der  Symnietriekreisbogen 
in  je  zwei  symmetrisch  -  gleiche  rechtwinklige  Dreiecke  zer- 
teilt. Die  48  Grenzflächen  des  Netzes  XV  zerfallen  hiernach 
in  zwei  Gruppen  von  je  24  einander  kongruenten  Dreiecken, 
während  die  Dreiecke  der  einen  Gruppe  denen  der  anderen 
symmetrisch  gleich  sind  (vergl.  Fig.  13  ß,  in  welcher  die 
Schraffierung  diese  Beschaffenheit  des  Netzes  bezeichnen 
soll). 

Was  die  Ecken  dieses  Netzes  XV  anlangt,  so  stossen  in 
den  sechs  Oktaedereekpunkten  A  je  acht,  in  den  acht  Hesa- 
ederpunkten  C  je  sechs  und  in  den  zwölf  Punkten  B  (den 
Kanten mittelpunkten  der  konjugierten  Netze  IV  und  VI)  je 
vier  Grenzflächen  bezw.  unter  gleichen  Winkeln  aneiaander, 
so  dass  die  Ecken  mit  den  Scheiteln  A^  C,  B  bezw.  halb- 
reguläre achtfiächige,  sechsflächige,  vierflächige  sphärische 
Ecken  sind. 

Wir  bezeichnen   daher  das  Netz  XV  passend  auch  als: 
XV    sphärisches  (6  +  8  +  12)-eckige8  2.24-Flach 
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2.  Die  Grenzfläche  (z.  B.  A^  C^  B^)  des  Hexakiaoktaeder- 
üetzes  ist  das  früher  (vergl.§  11,  4)  erwähnte  charakteristi- 
sche Dreieck  des  reguläreu  Oktaeder-  und  des  Hexaeder- 
netzes. Die  Eckenaxen  des  Netzes  XV  bilden  bez.  die  drei 
Paare  yierzähliger,  die  vier  Paare  dreizähliger  und  die 
sechs  Paare  zweizähliger  Axen  desselben,  während  die  die 
Kanten  des  Netzes  XV  erzeugenden  Ebenen  der  drei  Haupfc- 
kreise  a  (der  Äquatoren  zu  den  Punkten  A)  und  der  sechs  Haapt- 
kreise  &  (der  Äquatoren  za  den  Punkten  B)  die  direkt-sym- 
metrischen Mittel  ebenen  des  Netzes  darstellen  (vergl.  1 11,5). 

3.  Werden  zu  einem  beliebig  im  Innern  einer  Grenz- 
fläche (z.  B.  AiCiBj)  angenommenen  Punkte  Pj  die  homo- 
logen Punkte  in  allen  übrigen  Dreiecken  des  Netzes  XV 
konstruiert,  so  liegen  je  zwei  in  Beziehung  auf  eine  Kante 
benachbarte  Punkte  P  symmetrisch  zu  derselben  und  das 
durch  die  Verbindung  sämtlicher  48  Punkte  P  entstehende 
Netz  ist  ein  gieicheekiges  Netz  XY',  welches  dem  Netze  XV 
als  seinem  Symmetrienetze  zugeordnet  sind.  Die  48  drei- 
flächigen sphärischen  Ecken  zerfallen  in  zwei  Gruppen  von 
je  24  rechten  und  linken  Ecken,  da  je  zwei  benachbarte 
Ecken,  deren  Scheitel  in  zwei  längs  einer  Kante  anatossenden 
Dreiecken  des  Netzes  XV  liegen,  symmetrisch- gleich 
sind.  Diejenigen  gleicheckigen  Netze,  deren  Eckpunkte  je 
einer  dieser  beiden  Gmppen  von  24  Punkten  angehören, 
werden  später  in  §  42  als  Netze  XXVI',  die  den  Pentagon- 
ikositetraeder netzen  XXVI  zugeordnet  sind,  erhalten  werden. 

Die  Grenzflächen  des  Netzes  XV',  deren  Kanten  durch 
die  auf  ihnen  senkrecht  stehenden  Kanten  des  Symmetrie- 
netzes XV  halbiert  werden,  sind  einmal  sechs  gleich- 
eckige  (4 +  4) -kantige  Achtecke  mit  den  Mittelpunkten  Ä^ 
ferner  acht  gleicheckige  (3 -f  3) -kantige  Sechsecke  mit  den 
Mittelpunkten  C  und  endlich  zwölf  gleicheckige  (2 +  2) -kan- 
tige Vierecke  mit  den  Mittelpunkten  B  (vergl.  in  Fig.  13  a 
das  punktiert  gezeichnete  Netz).  Wir  bezeichnen  das  gleich- 
eckige  Netz  XV'  als 

XV'     sphärisches  (6  +  8  +  ]2)-flächiges  2.24-Eck. 
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Die  aämtliclieu  möglichen  Varietäten  des  Netzes  XV' 
entsteheu,  wenn  tJer  Punkt  P^  alle  möglichen  Lagen  inner- 
halb des  Dreieckes  A^  C^  1)\  annimmt,  Ist  dieser  Paukt 
der  Mittelpunkt  des  dem  Dreiecke  umgeschriebenen 
Kreises,  so  erhält  man  diejenige  Varietät,  welche  dem 
Netze  XV  konjugiert  ist.  Wenn  dagegen  der  Punkt  1\ 
mit  dem  Mittelpunkte  des  dem  Dreiecke  Ä^  C^  .B,  einge- 
schriebenen Kreises  zusammenfällt,  so  werden  die  sämtlichen 
Kanten  des  Netzes  XV'  einander  gleich,  die  sämtlichen  im 
allgemeinen  halbregulären  Grenzflächen  gehen  in  reguläre 
über.  Wir  bezeichnen  diese  Varietät  wiederum  als  die  Är- 
chimedeische  Vai'ietät  der  Netze  SV. 

Die  Netze  X'  und  XII'  entsprechen  den  beiden  beson- 
deren Fällen  der  Netze  XV',  in  welchen  der  Punkt  Pj  bez. 
auf  der  Kante  Ä^  B^  und  der  Kante  B^  (\  liegt,  das  Netz 
SV  also  durch  Zusammenfassen  je  zweier  längs  einer  solchen 
Kante  zus  am  mens  tos  senden  Dreiecke  bez.  in  das  Netz  X 
und  XII  übergeht.  Der  Fall,  in  welchem  der  Punkt  I\  auf 
die  Kante  G^A^  lallt,  wird  in  §  *iö  erhalten  werden,  wobei 
die  entsprechenden  Netze  als  zugeordnete  Netze  des  sog. 
Deltoidikositetraedernetzes  XXI  auftreten,  welches  durch 
Zusammenfassen  je  zweier  längs  einer  Kante  t'j  A^  zueammen- 
stossenden  Dreiecke  des  Netzes  XV  resultiert. 

Die  dem  Hexakistetraedernetz  Xa  zugeordneten 
gleicheckigen  Netze  X"  (§  20)  stellen  diejenige  Hemigonie 
der  Netze  SV  dar,  bei  welcher  von  den  48  Eckpunkten  dieser 
Netze  nur  diejenigen  beibehalten  werden,  welche  symmetrisch 
zu  den  Hauptkreiseii  Zi,  nicht  aber  zu  den  Hauptkreisen  a 
liegen. 

Als  eine  andere  Hemigonie  dieser  Netze  XV  werden 
im  §  38  die  dem  Diakisdodekaedernetz  XXIJI  zugeord- 
neten gleicheckigen  Netze  SXIII'  auftreten. 

4.  Jedem  Netze  XV'  kann  ein  gleicheckiges  Polyeder, 
nämlich  ein 

[SV]  gleieheckiges  (6  + 8+ l2)-flächigäs  2.24-Eck 
eingesehrieben  werden,  ein  Polyeder,  welches  durch  gleich- 
niäasige  und  gerade  Abstumpfung  der  Ecken  und  der  Kauten 
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eines  regulären  OktaederB  erhalten  werden  kann,  dessen  Flü- 
chen also  eine  Kombination  der  Ureuzflächen  eines  regulären 
Hasaedera,  Oktaeders  imd  eines  Rhombendodekaedevs  dar- 
stellen. Die  Beschaffenheit  der  Ecken  und  der  Grenzfläeiien 
fnlgt  einfach  aus  deijenigen  der  Ecken  und  der  Grenzflücheu 
des  gleieheckigen  NetKcs, 

Das  einem  Netze  XV'  in  dessen  Eckpunkten  umge- 
schriebene gleichflächige  Polyeder,  welches  dem  eingeschrie- 
benen gleicheckigen  polai'  entspricht,  ist  ein  Hexakisok- 
taeder   oder  ein 

[XV]  gleichfiächiges  (6  +  8+ 12)-eckiges  2.24-Flach, 
dessen  Eckpunkte  eine  Kombination  der  Eckpunkte  eines 
regulären  Oktaeders,  Hexaeders  und  eines  Kubooktaeders  dar- 
stellen. Dasselbe  ist  von  2.24  (24  rechten  und  24  linken) 
nni-egelmässigen  Dreiecken  begrenzt  und  hat  sechs  acht- 
üächige,  acht  sechsäächige  und  zwölf  vierflächige  halbregu- 
lilre  Ecken,  deren  Flächenwinkel  im  a.llgemeinen  abwechselnd 
gleich  smd. 

Die  dem  konjugierten  Net^e  XV'  ein-  und  umge- 
schriebenen Polyeder  sind  bez.  den  beiden  Polyedern  kon- 
zentrisch und  ähnlich,  welche  dem  Netze  XV  um-  und  ein- 
geschrieben werden  können;  während  der  Ärchimedeischeu 
Varietät  der  Netze  XV'  die  Archimedeisehen  Varietäten 
des  ein-  und  umgeschriebenen  Polyeders  entsprechen,  für 
weiche  bea.  sämtliche  Grenzflächen  oder  sämtliche  Ecken 
regulär  werden. 

5.  Die  Elemente  der  Netze  XV'  hängen  von  zwei  ver- 
änderlichen Grössen  ab,  als  welche  wir  wiedei'um  den  sphii- 
riscben  Abstand  £„  des  Punktes  Pj  vom  Eckpunkte  A^  und 
den  Winkel  &o  wählen  wollen,  welchen  der  Hauptkreis  ^fi-Pj 
mit  dem  Hauptkreise  A^B,^  bildet.  Die  Winke!  des  sphä- 
rischen Dreiecks  hui  A^,IB^,C^  mögen  (statt  wie  bisher  durch 
A^,  A^,  A^)  durch  A.,B,C,  die  Kanten  (statt  wie  bisher 
durch  ß^,  «3,  ßj)  durch  k,  ß,  y\  die  sphärischen  Abstände  des 
Punktes  P,  von  den  Eckpunkten  1i^  und  Gj  durch  u  und  Ec 
und    die   Winkel,    welche    die   Hauptkreisbogeu   Pi  Pi    und 
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.  (letcNetBe. 


C^  -Pj  bez.  mit  B^  (7,  und  C\  A,  einschliessen  durch  %-/,  und  #( 
bcKeichnet  werden.  Die  senkrechten  Abstände  des  Punktes  P, 
von  den  Kanten  «,  ß,  y  oder  die  halben  Kaaten  des  zuge- 
ordneten gleicheckigen  Netzes  SV  aollen  durch  -j  a\  -^^  ß\ 
l  y',  die  Ton  ihnen  eingeschlossenen  Winkel  durch  A',  B',  0\ 
und  endlich  die  Teilwinkel,  in  welche  die  Winkel  A',ß'.C' 
bez.  durch  die  Bogen  P^  A^ ,  -Pi  Pi ;  Pi  ^i  zerlegt  werden,  durch 
A'\A"'',  B",B"';  C'\C"'  bezeichnet  werden  (vergl.  Fig.  Vdy). 
Alsdann  gelten  die  Beziehungen: 

'S  £a  4-  SM  f  o  cos  #u        cos  £„  +  COS  E^,^ 


Vi 

V2 

n&ajsinsa 

Vi 

C0S£a  +  CöS£o3  +  C0S£„s 

1/3 

yS  j3)       cos  £a  a  —  sin  e«  cos  &a ,    cos  «u  3  =  sin  £„  si«  ö'« 
gesetzt    istj    also    £„   oder   E(,i)£aä,£os   "^^^    sphärischen  Ab- 
stände des  Punktes  P^  von   den  drei  Eckpunkten  Aj,A^,A^ 
des  Oktantendreieeks  bedeuten  und 


ist. 


Ferner  ist: 


153  d) 


sm -^-o'  =  &i'm  Gl,,  siw -9-^  =  5«»  £5. 3(^(60"  ■ 
COS  £„  —  cos  «aa 


y2 


H  s^  .  sin  (45"  -  *„) 


SMi-^y  =51 


„ .  sin  d;, '--  sin  h,, .  cos  &i,  =  cos  f„g ; 


Icotg  Ä"  =  cos  Sa  tang  &a ,  eotg  A!"  =  cos  e^  tmig  (45 "  —  *„) , 

cotg  B" ^  cos £6  tang^d ,  cotgB'"  =  cos  Kj coi^  &(, , 

cotg  C"  =  cos  £t.  tang  #, ,  coft/  C""  =  cos  Ej  toi^  (60^  —  ■9',) ; 
wobei ; 
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33  Ö 


fang  v„ 

COSE.^       Y2sit 

iß'  + 

an 

i/ 

(45"-e-,0 

cos  e^^  — cos  6^.^ 

sin  iß' 

cos  Ena  +  cos  £„a 

VSsin- 

Z+si»  \ß' 

lang  ». 

cos  Sa  —  cos  Eaa 
1/2  cos  8as 

sin-. 

a' 

sin- 

v' 

taiig  ^^ 

2  cos  Sa  —  (cos  s 
V'äsiniß' 

.,+'» 

) 

2sm-|-«'-|-siw 

iß'' 

(60" -0.) 

eOSSa  +  CÖSias 

ySam^J 

-2cos 

».5 

2sm||3'  +  si«|a' 


Die  ^ 


1  deu  sphärisciieii  Perpeudikeln  P^Ja,  Pi Je,  Pi<^b 

auf  den  Kanten  a,  y,  ß  erzeugten  Abschnitte  (s.  Fig.  I3y) 
Ä^J,  =  y(i|     I     C^J/,~  ßi,)     \     -öl  J„  =  «(1) 

welche  bez.  die  beiden  Radien  der  je  einem  iialbregalären  gleich- 
eckigen Polygon  des  gleichecldgen  Netzes  eingeschriebenen 
Kreise  darstellen,  bestimmen  sich  ans  den  einfachen  FoiTneln: 


tang  j-,!) 


?.?.ri) 


1/2  cos  s„ 

2  cos  Sa  —  COS  Sa2  —  t 
]/2  (cos  £„  +  COS  «„2  + 


cos  £„  -f  COS  £as  - 

2  cos  f„a 

'"'     V'2(«0S£.  +  «»S«, 

+  cos  Eos) 

V^COSJ., 
""'-»»S..  +  »S£.,' 

COS  £„  —  COS  £„2 
^'^*  ^  COS  £„  + COSfi^V 
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Für  den  Radius  H  des   dem   Dreiecke   Ä^C^B^  umge- 
schriebenen Kreises  erhält  man 


;S3*) 


tangU 


tang  (45"  --  -^  13)  _  toJß  t  ■*)  _  to)iff  22-^" 
cos 52 -p       ~  cos l-l "  ~"cös37|^ 


damit  folgt  für  das  dem  Netze  XV  konjugierte  Netz  XV: 
33(.)|  Cöse„a  — (|/ä-l)tosii,    töS£„3  =  ("|/3-  ]/2)cOäJ;- 

\  cos  £a  +  CÖS  *üg  +  COS  £„a  ="  V'S  , 

aus   welchen    Werten   sich    die    Kanten   imd   Winkel    dieses 
Netzes  in  einfacher  Weise  ergeben. 

Für  die  Ärehimedeische  Varietät  des  Netzes  XV'  wird: 


coiff  22-1" 


33«) 


=-j/öV2  (1/2+1),    J^=-l^"27'32",  1; 

Wse„:cos6„,:co5f„3  =  2/2  +  l:j/2+l:l 

?QSg,_5/2"4-l_ 7_^^     ffff^_     V3 

;'0S  £„  7  5  ]/2"  - 1  '     cos  £„      ;j  _  1/2 


Für  diejenigen  Viirietäteu ,  bei  welchen  der  Punkt  P^ 
auf  dem  von  i'j  auf  die  Hypotenuse  A^  C[  gefällten  sphä- 
rischen Perpendikel  B^^B^  (s.  Fig.  ITa)  Hegt,  bestehen  die 
einfachen   Beziehungen: 


'S  £03  + cos  f„. 


=  1 ;    Ciitg  Ef,  =  cos  %■„  +  sin  ^„  5    ^^  =  ij ; 
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Wenn  der  Punkt  P^  auf  die  Kante  A^Bj  rückt,  ao  ent- 
stehen die  Netze  X',  für  welche  (vergl.  Formeln  21)  in  §  20): 

33^)  «-„^O",    O.  =  90'';    £„  +  ft  =  45» 

wird;  fiUit  der  Punkt  Pj  auf  die  Kante  P,  C'n  so  werden 
die  Netze  Sil'  erhalten,  für  welche  (vergl.  §  22  Forraeln  24) 
die  Relationen  gelten: 

33»')  Si^O",  S'.^öü";  cof(/£.-<öS^„;  s,  + £,^  90" -ri. 
Was  die  den  Netzen  XV  ein-  und  umgeschriebenen 
Polyeder  anlangt,  so  ergeben  sieh  die  wichtigsten  Be- 
ziehungen für  dieselben  und  ihre  bezüglichen  besonderen 
Varietäten,  wenn  die  Werte  aus  33«)  bis  v)  in  die  Formeln 
18rt)  bis  fO  eingesetzt  werden,  wobei  nur  die  für  die 
Netze  XV'  etwas  geänderte  Bezeichnung  der  Kanten  und 
Winkel  zu  berücksichtigen  ist.  Auf  die  Beziehungen  zwischen 
den  Grössen  *„,  Sa  oder  e„,  s„a,  Sag  oder  £„,  £*,  ic  zu  den  sog. 
Ableituiigskoeffizienten  dieser  Polyeder  wird  später  im 
fünften  Kapitel  näher  eingegangen  werden. 


§  S8.    Biakishesekoiiiaeilonietz  XYI  nebst  öeit 

ziii^ftordnetcit  gleicheckigen  Nelzen  XVI'  himI  den 

entsprechenden  Polyedern. 

1.  Das  Diakishexekontadernetz  XVI  wird,  wie  aus  den 
Werten  in  Tab.  32  für  die  Winkel  und  Kanten  einer  Grenz- 
fläche, sowie  für  die  Zahl  der  Ecken  und  der  sieh  in  ihnen  ver- 
einigenden Flächen  hervorgeht,  durch  die  vollständig  aus- 
gezogenen fünfzehn  Hauptkreise  6^,  Ö^-'-^is  ^^^  regulären 
Ikoaaeder-  oder  des  Isonjugierten  Pentagondodekaedemetzes 
erzeugt  (s.  in  Fig.  14«  den  stark  gezeichneten  Teil).  Man  kann 
dies  Netz  XVI  auch  dadurch  erhalten,  dass  man  die  gkieh- 
schenkügen  Gronzfiächen  der  Netze  XI  oder  XIII  durch 
Ziehen  der  Symmetriekreiebogen,  welche  in  die  Verlängerung 
der  Kanten  dieser  Netze  fallen,  in  je  zwei  symmetrisch  gleiche 
rechtwinkhge  Dreiecke  zerteilt.  Die  120  Grenzflächen  des 
Netzes  XVI  bestehen  daher  aus  zwei  Gruppen  von  je  sechzig 
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einander  kongruenten  Dreiecken,  während   die  Dreiecke  der 
einen  Gruppe  denen  der  andern  symnietriscli  gleict  sind. 

In  den  zwölf  Ikosae  de  reckpunkten  G  dieses  Netzes  atossen 
je  zehn,  in  den  zwanzig  Pentagondodekaedereckpunkten  (! 
je  sechs  und  in  den  dreissig  Punkten  B  (den  Kantenmittel- 
punkten der  konjugierten  Netze  V  und  VII)  je  vier  Grenz- 
flächen hezw.  unter  gleichen  Winkeln  aneinander,  so  daas 
die  sphärischen  Ecken  mit  den  Scheiteln  G,C,  B  hezw.  als 
halbreguläre  zehnflächige,  sechsflächige  und  vierflächige 
zu  bezeichnen  sind. 

Das  Netz  XVI  wird  daher  passend  aia 

XVI     sphärisches  (12 +20  +  30)-eckiges 
2.60-Flaeh 
bezeichnet. 

2.  Eine  Grenzfläche  des  Netzes  XVI  (z.  B,  G.CJi,') 
stellt  das  früher  (§  12,2)  erwähnte  charakteristische 
Dreieck  des  regulären  Ikosaeder-  und  des  Pentagondode- 
kaedernetzes dar.  Die  nach  den  Punkten  G,  C,  B  gehenden 
Eckenaxen  bilden  sechs  Paare  füufz'ahliger,  zehn  Paare 
dreizähliger  und  fünfzehn  Paare  zweizUhliger  Axen, 
während  die  fünfzehn  Ebenen  der  Hauptkreise  h  (die  Aqua- 
toren  der  Punkte  E)  die  einzigen  direkt-symmetrischen 
Mittelehenen  des  Netzes  sind  (§  12,3). 

3,  Die  zu  einem  beliebig  im  Innern  einer  Grenzfläche 
(z.  B.  G^C^B^)  angenommenen  Punkte  P^  homologen  Punkte 
sämtlicher  Grenzflächen  des  Netzes  XVI  ergeben,  wenn  je 
zwei  in  Beziehung  auf  eine  Kante  dieses  Netzes  symmetrisch 
liegende,  benachbarte  Punkte  verbunden  werden,  ein  dem 
Netze  XVI  zugeordnetes  gleich  eckiges  Netz  XVI'.  Je  zwei 
benachbarte  Ecken  dieses  Netzes,  deren  Scheitel  in  zwei 
längs  einer  Kante  anstossenden  Dreiecken  des  Netzes  XVI 
liegen,  sind  symmetrisch  gleich,  so  dass  die  120  dreiflä- 
chigen sphärischen  Ecken  des  Netzes  XVI'  entsprechend  in 
zwei  Gruppen  von  je  sechzig  rechten  und  linken  Ecken  zer- 
fallen. 

Auf  diejenigen  gleicheekigen  Netze,  deren  Eckpunkte 
die   sechzig   Punkte   je    einer   dieser   beiden    Gruppen    sind, 
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werden  wir  später  in  §  43  unter  XXVII'  geführt  weiden, 
wo  sich  diese  Netze  als  dem  Pentagon-Hesetontaedernetze 
XXVIT  zugeordnet  ergehen  werden. 

Das  Netz  XVI'  besitzt  dreierlei  Grenzflächen,  deren 
Kanten  durch  die  auf  ihnen  senkrecht  stehenden  Kanten  des 
Syinmetrienetees  XVI  halbiert  werden,  und  zwar  sind  vor- 
handen; zwölf  gleicheckige  {5  +  5)-kantige  Zehoecke  mit  den 
Mittelpunkten  G,  femer  zwanzig  gleieheekige  (3  + 3) -kantige 
Sechsecke  mit  den  Mittelpunkten  G  und  endlich  dreissig 
gleicheckige  (2  +  2)-kantige  Vierecke  mit  den  Mittelpunkten  B 
(vergl,  das  punktiert  gezeichnete  Netz  der  Fig.  14«).  Das 
Netz  XVI'  wird  daher  passend  als 

XVr     sphärisches  (12  +  20 -f  .■iO)-flächiges 
2.60-Eck 
bezeiclmet. 

Den  verschiedenen  Lagen  des  Punktes  P^  innerhalb  des 
Dreiecks  G^C-^Bi  entsprechen  die  sämtlichen  möglichen 
Varietäten  des  Netzes  SVI';  die  dem  Netze  XVI  konju- 
gierte Varietät  resultiert,  wenn  der  Punkt  P-,  der  Mittel- 
punkt des  dem  Dreieck  G^^C^B^  umgeschriebenen  Kreises 
ist,  und  die  zugleich  gleichkantige  sog.  Archimedeische 
Vanetät,  wenn  P^  der  Mittelpunkt  des  jenem  Dreiecke  ein- 
geschriebenen Kreises  wird.  Pällt  der  Punkt  Pj  speziell 
auf  die  Kante  G^B^  oder  die  Kante  Bj^C\,  so  gehen  die 
Netze  XVI'  bez.  in  diejenigen  XI'  oder  XIII'  über,  während 
das  Symnietrienetz  XVI  durch  Zusammenfassen  je  zweier 
Dreiecke  längs  einer  Kante  G^B^  oder  B^C^  in  die  Netze  XI 
oder  XIII  übergeht.  Der  dritte  noch  mögliche  Fall,  in 
welchem  je  zwei  längs  einer  Kaoite  (SjC^  benachbarte  Drei- 
ecke des  Netzes  XVI  zusammengefasst  werden ,  wird  in  §  36 
als  Deltoidhexekontaedernetz  XXII  erhalten  werden, 
bei  welchem  die  Eckpunkte  des  zugeordneten  gleicheckigen 
Netzes  auf  jener  Kante  liegen. 

4.    Das    gleicheckige    Polyeder,    weiches    jedem 
Netze  XVI'  eingeschrieben  werden  kann,  nUmlich  das 
[XVr]     gleicheckige   (12  + 20  +  30)-flächige 
2.  60- Eck, 
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entsteht  auch  durcii  gleichmässige  und  gerade  Abstumpfung 
der  Ecken  und  der  Kanten  einea  regulären  Ikosaeders;  die 
Flächen  dieses  Polyeders  stellen  also  eine  Kombination  der 
Grenzflächen  eines  regulären  Pentagondodekaeders,  Ikosaders 
und  eines  Rhombentriakontaeders,  (vergl.  §  33)  dar. 

Das  gie ichflächige  Polyeder,  welches  jedem  Netze  XVI' 
in   dessen  Eckpunkten  umgeschrieben  werden  kann,   ist  ein 

|"XV1]      gleichfläohigcs  (13  +  90  +  ?.0)-eckiges 
2.60-FiaGh, 

welches  dem  gleicheekigen  polar  entspricht  und  dessen  Eck- 
punkte eine  KombinatioTi  der  Eckpunkte  eines  Ikoaaeders, 
Pentagondodekaeders  und  des  dem  Triakontaeder  polar  ent- 
sprechenden Polyeders  (vergl.  §  33)  darstellen. 

Die  Beschaffenheit  der  Ecken  und  Grenzflachen  dieser 
Polyeder  folgt  in  einfacher  Weise  aus  derjenigen  des  gleich- 
eckigen  Netzes;  die  dem  koiijiigierten  Netze  XVI'  ein- 
Lind  umgeschriebenen  Polyeder  sind  wiederum  bez.  konzen- 
trisch und  ähnlich  den  beiden  Polyedern,  welche  dem  gleich- 
fläcLigeu  Netze  XV!  um-  und  eingeschrieben  werden  könneu; 
für  das  der  Ärchimedeischen  Varietät  ein-  oder  um- 
geschriebene Polyeder  sind  bez.  die  von  einander  verschiedenen 
Grenzflächen  oder  Ecken  sämtlich  regulär. 

5.  Als  die  beiden  veränderlichen  Grössen,  von  welchen 
die  Lage  des  Punktes  P^  innerhalb  des  Dreiecks  GiCjHi 
und  damit  die  Elemente  der  Netze  XVI'  abhängen,  wollen 
wir  den  sphänachen  Abstand  £/,  des  Punktes  P^  vom  Eck- 
punkte B^  und  den  Winkel  d-'i,  wählen,  welchen  der  Haupt- 
kreis Bi-Pj  mit  dem  Hauptkreise  B^C^  bildet.  Die  Abstände 
des  Punktes  P^  von  den  Eckpunkten  G^  und  C^  mögen  durch 
*ffii  ^«11  "^"^  ^^^  Winkel,  welchc/die  Hauptkreistogen  G^F^ 
und  C^  P^  bez.  mit  C\.Pi  und  Cj  G,  bilden,  durch  &g  und  1%  be- 
zeichnet werden  (vergl.  Fig.  14/3).  Die  Winkel  des  sphä- 
rischen Dreiecks  bei  (?i,  B^,  C\  sollen  (statt  wie  bisher  durch 
Ai^,  -dg,  A^)  durch  G,  B,  C,  die  Kanten  (sta.tt  wie  bisher 
durch   Cj,  «j,  Kg)   durch   a,  ß,  y,   die    senkrechten   Abstände 
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des  Punktes  Pj  von  den  Kanten  a,  ß,  y,  d.  li.  die  halben 
Kanten  dea  zugeordneten  gleicheckigen  Netzes  XVI'  durch 
■J-«', '3/5', -g-y',  die  von  ihnen  eingeschlossenen  Winkel  durch 
G',  B',  C,  und  die  Teüwinkel,  in  welche  die  Winkel  G',  B\  C 
bez. durch  die  Bogen  -Pi(?i,  Pi^i,  -P]  Ci  zerlegt  werden,  durch 
G",  G"';  B'\  -Ö'";  C",  C"  bezeichnet  werden. 
Dann  bestehen  die  Relationen: 

E,,  —  cos  Es  COS  tp  -f  sin  e^  sin  ip  sin  Q-^ 

-=  cos  Et  cos  9^1  -f  cos  s"\  sin  <p , 
i(  =  cos  fi,  CDS  lii  -f  sm  Et  sin  i>  cos  ^^ 
cos  Ei  cotg  <p  +  sin  ii,  fang  q>  cos  &^ 

Ff 

COS  Eö  cotg  <fi  4-  cos  e'V  tang  rp 


34«) 


34« 


W  %■!, ;    cos  e"\  =  s/m  ii  si«  i'>(, 


gesetzt  ist,  also  i*,  e"b,  e"'/,  die  sphärischen  Abstände 
Punktes  Pj  von  den  drei  Eckpunkten  B^,Bj^,B^r,  dea 
tantendreieeks  (vergl.  Fig.  14«)  bedeuten  und 

84^)  cos^  El,  4-  cos^  f",,  +  cos^  e"'i,  =  I 

ist. 

Ferner  orliält  mau: 

-^  ft'  =  sin  Es  si«  9's  =  sin  e^  si»  (60 "  ~  ö-c)  =  cos  e' 
-|  (5 '  ■=  si»  £c  sin  &c  =  si«  Ej,  sin  (36 "  —  d'p) 

=  sin  18  '^  cos  £/i  —  cos  18 "  sin  es  cos  {ip  —  ^t) 
=  -g  (tang(pcosE(,  — cotg  (p  cos  E"i,^  cos  e'"^ 
-i  y'  -^sinBgSin&^  =  sinBi,cos%'b'=cosB"b, 
und 

Icöiff  G"  =  cos  fgtong ^■g 
cotg  B"='COS  Sb  tang&t 
cotg  C  "  =-  cos  E,.  ^ff«(/  0-j 
wobei 


des 
Ok- 


cotg 6'" ^ cos Efftang(ßi}° ~  i 
cotg  B"'=  cos  Eft  cotg  ^j ; 
cotg  C"'=^cos  Ec  tang  (60"—  ^ 
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COSt"\       sin-la' 


tang  &>,  = 
tamj  &,j " 


dn-^y'  ' 


n^v't 


tanf/iße"-»,)^ 


tang  d;  =1/3  ■ 


cos  El,  sin  <f>  —  cos  b"\  costp      2  siw  -|  (3'  si«  9?  -}-  sm  |  y'  c 
r.os  £(,  tang^  y  —  cos  s",,  —  cos  ^"t  tangq) 


cosei,sin(p  +  coss"i,tang(p- 

coss 

"bCOStp 

cosep 

sin -^  ß'  tang  ip 

sin-^  ß'  cos  (p  +  2  sm~  y'  SJ 

lep 

ct}sit,tangq>  —  cosE'\cotg(p  —  c 

sb'\ 

Y'd  sm^ß' 


cos  El,  tang  (p  —  cos  s"i,  cotg  (p-\-Zcos  s'",,     sin-^ß'  ~\~2  sin  ^  «' 

yScOSs"\  _  1/3  SSM -| 


''*'^^  °'     cos  St  tang  (p  — cos  B"b  cotg  (p     2än-^ß'  +  sin^ 


Die  von  den  sphärischen  Perpendikeln  P^J„,  1\J/,,  I\Je 
auf  den  Kanten  «,  ß,  y  erzeugten  ÄbBcbnitte 

welche  hez.  die  beiden  Radien  der  je  einer  halbreguiären 
gleicheckigen  Grenzfläche  dea  gleicheckigen  Netzes  einge- 
schriebenen Kreise  darstellen,  bestimmen  sich  aus: 


34;.)' 


tang  y^)  - 


tang  ß,a)  = 


«£"'.Ct 


cos  Eö  COS  ip  +  cos  £"'j  sin  ip  ' 

,   ,                           ,    COSE"b 
-^{cOS£öC0Sq>+ cos 

E"',,cotgrp 

«,.,,) 

COSSi,COS<p  +  COS{' 

-g-  (cos  e,,  tang  q>  —  cos  b",,  cotg 

1  sin  qi 
cp  +  3  cos 

•'"•,) 

cos  Bi,  cotg  <p  +  cos  E"i 

COS  B/,  tangq)  —  cos  e"bCOtg  <p 

tang  9 

'S  E),  cotg  tp  -f-  cos  *"(,  tang  cp 
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Für  den   Radius    E   des    dem   Dreiecke    G^B^C^^    umge- 
schriebenen Kreises  erhält  man: 

l  1^=18'' 42' 45",  2; 

damit   ergiebt   sich   für  das  dem  Netze  5VI   konjugierte 
Netz  XVI': 

34()    I 

l  cos i"b  =  tang -lipcosE,  cos e'i  =  tang -jipcosB. 

Für   die   Archimedeische   Varietät   des   Netzes  XVI' 
gelten  die  Beziehimgen: 

iaitP-     ""''^'^° - _^£ä21_ 


34a) 


sin  (p  tang  <p 
P-7"33'21",  8;   -l«'-i(i'--l)''-P; 
img  i,  -  ys  tang  {46°  - 1),  tang  c,  -    ""^^„^  ^g» — ■ ' 

ta,,._'?!?a^-JE);    »,_18»;9._45»;».^30"; 
"  cosSO"       '      "  '  '  ' 

,,  ,,,       sin  El,     s-in  P 

cos  s'i  =  cos  «'"t  =  — ^=^  =     ■-,     ) 
|/2  2 

cos  £,j :  cos  Sc :  cos  %  =  cos  3;  +  SäM  %:cosq>  +  sinip:  cos  i>-hsinilt 
cotg36'>  +  seeiS°      .,    „^„  -, /5 

-—^71 -»täa-j/j. 

Für   diejenigen   Varietäten,  bei  welchen  der  Punkt  P, 
auf  dem  von  B^   auf  die  Hypotenuse   G^Ci  gefällten  sphä- 
rischen Perpendikel  B^F^  (Fig.  18)  liegt,  ist: 
!»t-<P,  £6-hi/3'  =  lS», 
cos  E"i  =  sin  £1,  cos  <p,  cos  s"',,  =  sin  «*  sin  <p , 
cos  £g  =  cos  £(,  cos  9>  +  sin  tb  sin^  fp , 
cos  fj  eoifl  cp  +  sin  si,  sin  w 
cos  fc  = ;= ■ 
1/3 
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Die  Netze  XI'  werden  erhalten,  wenn  der  Punkt  P^  auf 
die  Kante  Sj^G-^  rückt;  alsdann  ist  (vergl.  die  Formeln  23) 
in  §  21): 

34fi)  ^,  =  90",  ^(,  =  0";    t,  +  £,=^>p; 

fällt  dagegen  der  Punkt  P^  auf  die  Kante  i'iCi,  in  welchem 
Falle  die  Netze  XIII'  resultieren,  so  ist  (vergl.  die  Formeln 
25}  in  §  23): 

341-)  S-i  —  O",  :&,=.60«;  E*  +  f,  =  !^. 

Die  wichtigsten  Beziehungen  für  die  den  Netzen  XVI' 
ein-  und  umgeschriebenen  Polyeder  und  deren  besondere 
Varietäten  ergeben  sich  wiederum  durch  Einsetzen  der  Werte 
ans  34  k)  bis  v)  in  die  Formeln  18  a)  bis  d).  In  betreff 
der  Beziehungen  zwischen  den  Grössen  £i,  &/,  oder  i/,,t"t,E"'b 
oder  £j,  Sg,  Sc  und  den  sog.  Ahleitungskoeffizienten  für  diese 
Polyeder  vergl.  das  fünfte  Kapitel. 


§  29.  Veränderliche  gleicMächige  Netzo,  di^ren  Grenz- 
fläche ein  ungleiehkantiges  Dreieck  ist. 

1.  Unsymmetrisches,  zweifach  veränderliches 
Netz  eines  rhombischen  Sphenoids  XVII. 

1.  Die  beiden  in  den  vorhergehenden  Paragraphen  be- 
trachteten Netze  XV  und  XVI  waren  die  einzig  möglichen 
festen  und  symmetrischen  Netze  mit  ungleich  kantigen  drei- 
eckigen Grenzflächen.  Diese  Netze  boten  drei  Gruppen  von 
halbregulären  sphärischen  Ecken  dar,  da  jeder  Winkel  des 
Dreiecks  einen  aliquoten  Teil  360"  betrug. 

Als  eine  zweite  Möglichkeit  für  die  Gruppierung  und 
Beschaffenheit  der  Ecken  eines  aus  ungleichkantigeu  Drei- 
ecken zusammengesetzten  Netzes  ist  nun  diejenige  zu  be- 
rücksichtigen, dass  keiner  der  drei  Winkel  ^^,  Ä^,  A^  einen 
aliquoten  Teil  von  360"  beträgt,  diese  Winkel  aber  an  allen 
Ecken  des  Netzes  in  gleicher  Weise  auftreten,  so  dass  das 
gleichfläehjge  Netz  zugleich   gleieheckig  wird.     Es  tritt 
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alsdann  dieser  Bedingung  entsprechend  zu  der  Gleichung  28) 
in  §  26 : 

28)  A,  +  A^  +  Ä^^  *"^  180" 

die  folgende  hinzu: 

35)  h{Ä^+A^  +  Ä^)=^'dm'', 

wo  /c  >  1  ist. 

Aus  beiden  Gleichungen  folgt  wiederum  (vergl.  26) 

d.  h.  der  einzig  zulässige  Wert  für  ä;  ist  der  Wert  Ä;  =  l, 
welchem  m  =  4  entspricht,  womit  auch  für  ji,  die  Zahl  der 
Eckpunkte  des  Netzes,  sich  der  Wert  ^  =  4  ergiebt. 

2.  Wir  bezeichnen  dies  Ton  vier  ongleichkantigen,  ein- 
ander kongruenten  Dreiecken  gebildete  Netz,  dessen  vier 
unregelmäsaig  dreiflächige  Ecken  ebenfalls  einander  kon- 
gruent sind,  als 

XVII     ungleichkantiges  sphärisches  Tieceekiges 
Vierflach  oder  als  sphärisches  Neiz  eines  rhom- 
bischen Sphenoids. 

Die  Winkel  einer  Grenzfläche  müssen  nur  der  Bedingung 
35j3)  A^  +  A^  +  Ä^  =  360" 

entsprechen;  das  Netz  ist  also  ein  zweifach  veränderliches 
Netz,  dessen  Elemente  von  zwei  variabelen  Grössen  ab- 
hängen. 

Ein  dieser  Bedingung  entsprechendes  Dreieck  und  das 
zugehörige  Netz  wird  durch  folgende  einfache  Konstruktion 
erhalten:  Man  ziehe  zwei  unter  einem  beliebigen  Winkel 
geneigte  sphärische  Durchmesser  eines  kleinen  Kugelkreises 
und  verbinde  die  Endpunkte  Pj,  P^  des  einen  Durchmessers 
mit  den  Gegenpunkten  P'^,  P\  der  Endpunkte  des  andern 
Durehmessers  (s.  Fig.  15  a). 

Denn  das  Dreieck  P^^P^T'^  ist  das  Nebendreieck  eines 
solchen,   für   welches    ein   Winkel    gleich    der    Summe    der 
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beiden  anderen  ist,  d.  h.  des  Diagonal dreiecks  eines  ha,ll)- 
regulären  gleich  eckigen,  jenem  Kugelkreise  eingeschriebenen 
Vierecks. 

Damit  ergiebt  sich  das  Netz  XVII  auch  einfach  als  die 
H e m i g o n i e  eines  gleicheckigen  (2 +  2  + 2) -flächigen 
prismatischen  2.4-Ecks  IV"  (Tergl.  §  18,4),  welches 
dem  regulären  Oktaedemetz  IV  zugeordnet  ist.  Die  acht 
Eckpunkte  dieses  Netzes  IV"  wurden  erhalten,  wenn  man  zu 
einem  beliebig  im  Innern  eines  Oktantendreiecka  A^A^A^ 
(s.  Fig.  6  ff)  angenommenen  Punkte  P^  die  homologen  Punkte 
der  übrigen  Oktantendreiecke  konstruierte,  wobei  dem  Ok- 
taedernetze die  Symmetrieebenen  })^^..,\  nicht  mehr  zu- 
kamen (vergl.  §  18,  2).  Werden  von  diesen  acht  Eckpunkten 
entweder  diejenigen  Pj^,  Fg,  I"^,  P'^  oder  diejenigen  P^,  p4^, 
P\,  P'g  ausgewählt  und  durch  die  Diagonalen  der  halbre- 
gulärea  Vierecke,  welche  Diagonalen  in  die  Verlängerung 
der  Kanten  fallen,  verbunden,  so  entsteht  je  ein  Netz  XVII. 
Die  Mittelpunkte  der  Kanten  sind  die  Eckpunkte  A  des  Ok- 
taedemetzes,  die  halben  Kanten  einer  Grenzfläche  sind  also 
die  Abstände  £„^,£02!  ^«8  ''ines  Eckpunktes  P^  von  den  Eck- 
punkten J^,  A^,  A^  des  Oktaederdreiecks  (vergl. Formel  33^). 

Das  Netz  XVIl  besitzt,  wie  das  Netz  IV",  nur  drei  Paare 
zweizähliger  Axen,  nämlich  die  nach  den  Kantenmittel- 
punkten A  gehenden  Radien,  während  keine  direkt  sym- 
metrischen Mittelehenen  vorhanden  sind  (yergl.'Fig.  15«), 

Das  Netz  XVII  ist  ein  halhzähliges  Netz;  es  enthält 
das  Netz  XIV  als  einen  speziellen  Fall,  während  es  seihat 
auch  als  Grrenzfall  der  später  zu  betrachtenden  hauptaxigen 
Trapezoidnetze  XXV  (§  40)  aufgefasst  werden  kann. 

3.  Als  die  beiden  veränderlichen  Grössen,  durch  welche 
die  Elemente  des  Netzes  XVII  ausgedrückt  werden  können, 
wählt  man  passend  eine  der  drei  halben  Kanten,  z.B.-^-ß^^Ea 
und  den  Winkel  %-a,  welchen  dieselbe  (P^A^  mit  dem  Haupt- 
kreise A^^A^  (vergl,  Fig.  15^)  bildet.  Für  die  beiden  andern 
Kanten  P, ^^ P'^  ==  tc^  -=  2 £„^  (vergl,  Formel  33 a  nnd  ß), 
F^A\P\  =  P^AgP\=^G^=^2Eai   und  die   bezüglich  von  den 
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Kanten    eingeschlossenen   Winkel   Ä^,  J^s  ^b    ergebei!    sich 
dann  die  Beziehungen  r 


3öy) 


tangA^=^ "-  -" 


tawj  A^  =  —  lang  {A^  +  -4g)  =  -  - 


ans  welchen  anch  sofort  ersichtlich  ist,  dasa  die  drei  Winkel 
-4^,  A^,  A^    sämtlich    stumpf   sind,   wahrend   von    den    drei 


Kimteii  cc^, 

^B,  %  zufolge  der  Relation 

36«) 

eos'J-i<,  +  eos'-l«,  +  cos 

oder 

35«') 

sm^  -|  «1  +  sin^  -g-  «a  +  sin 

zwei  (a.  B.  «2  und  «g)  stumpf  sein  müssen,  während  die  dritte 
(kj)  spitz,  recht  oder  stumpf  sein  kann.  Für  ■9'a  =  45°  resul- 
tiert das  Netz  eines  tetragonalcn  Sphenoids  XIV  (vergl. 
Formeln  26;-),  welches  weiterhin  für  r^  =  2j;  in  das  regu- 
läre Tetraedemetz  übergeht. 

4.  Die  zu  einem  beliebig  im  Innern  eines  Dreieckes 
z.  B.  Pj  P'a  P3  angenommenen  Punkte  Qj^  homologen  Punkte 
der  drei  andern  Dreiecke  des  Netzes  XVII  ergeben  —  durch 
Hauptkreisbogen  verbunden  —  wiederum  ein  Netz  XVII', 
welches  dem  Netze  XVII  im  allgemeinen  unsymmetrisch- 
konjugiert ist  (vergl.  §  24,  4),  Denn  wiewohl  die  Eck- 
punkte des  einen  Netzes  homologe  Punkte  der  Eckpunkte 
des  andern  Netzes  sind  und  die  Kanten  derselben  sich 
gegenseitig  (in  den  Punkten  Ä)  halbieren,  so  stehen  die 
Kanten  des  einen  Netzes  nicht  senkrecht  auf  denen  des 
andern,  oder  das  eine  Netz  repräsentiert  nicht  das  Symme- 
trienetz des  andern.     Durch  Ausziehen  der  Haupl 
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einen  Netzes  wird  ein  diesem  kongruentes  —  aber  ebenfalls 
unsymmetrisch-konjugiertea  —  Netz  erlialten;'i-der  Verein 
dieser  beiden  Netze  bildet  das  Netz  IV",  als  dessen  Hemi- 
gonieen  beide  zu  betrachten  sind. 

Nur  in  dem  einen  Falle,  dass  der  Punkt  Q^  der  Mittel- 
punkt des  der  Greuzfläclie  (z.  B.  PiP\P^)  umge ach ri ebenen 
Kreises  wird,  sind  die  beiden  Netze  symmetrisch -kon- 
jugiert, das  eine  Netz  a!ao  das  Symmetrienetz  des  andern. 

5.  Wir  erhalten  die  sämtlichen  möglichen  Varietäten 
des  Netzes  XVII ,  wenn  wir  die  Variabele  Sa  =  y  "i  ■''lle  Werte 
von  0"  bis  90°  und  zugleich  die  Variabele  &a  alle  Werte  Ton 
0"  bia  45"  oder  von  45"  bis  90"  durchlaufen,  d.  h.  den 
Punkt  P^  olle  Lagen  innerhalb  des  Dreieckes  A^A^B^  (Fig. 
15^)  annehmen  lassen.  Denn  für  denselben  Wert  von  £„ 
und  einen  Wert  90"  — ö'a  erhält  man  ein  Netz,  welches  dem 
den  ersteren  Werten  entsprecb  enden  kongruent  ist  und  mit 
diesem  zusammen  ein  Netz  IV"  bildet. 

Zu  einer  jeden  Varietät,  welche  einem  Wertsystem  für 
B„  und  &a  entspricht,  gehört  nun  ein  symmetrisch-kon- 
jugiertes  Netz  XVII',  welches  eine  andere  Varietät  der 
Netze  XVII  darstellt,  die  einem  Wertaysteme  s'^  und  d-'a 
entsprechen  möge.  Man  erhält  sonach,  wenn  der  durch  die 
Werte  t'^  und  &-'a  bestimmte  Punkt  ^[  in  demselben  Drei- 
ecke (^A^  A^  A^)  konstruiert  wird,  in  welchem  der  Punkt  Pj 
liegt,  zwei  sich  entsprechende  Punktsysteme  P  und  ^,  welche 
als  konjugiert  bezeichnet  werden  sollen. 

Zwei  solche  konjugierte  Punkte  sind  konjugierte  Pole 
zweier  (sphärischen)  Punktsysteme,  welche  in  einer  sog. 
Steinerschen  Verwandtschaft"^)  zweiten  Grades  stehen.  Die 
vier  Mittelpunkte   des   sphärischen  Kegelschnittblischels  (die 


1)  Vergl.  Herüber:  Duröge,  Ebene  Kurven  dritter  Ordnung, 
Leipaig  1S71,  pag.  121.  —  Schröter,  Steiners  Vorlesungen,  Leipzig 
1867,  pag.  316.  —  Steiner:  System.  Entw.,  Berlin  1833,  pag.  254fE. 
Der  spezielle  Fall,  welcher  im  otigeu  sich,  darstellt,  ist  Ton  H.  Bü- 
cking:  Beitr^  zur  Theorie  der  geometrischen  Verwandtschaft  zweiten 
Grades,  Biss.,  Marburg  1874,  pag.  9  und  10  berücksichtigt  worden. 
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Basis  der  Verwandtschaft)  sind  die  vier  Punkte  Oii^jt'g,*?^ 
(s.  Fig.  15/5),  welcbe  ein  regelmässiges  Viereck  bilden;  das 
Diagonaldreieck  desselben  ist  das  Oktantendreieck  A^A^J^; 
diese  Punkte  A^,A^,A^  selbst  sind  die  sog.  Hauptpunkte 
der  Verwandtscbaft.  Ana  der  oben  angegebenen  Konstruk- 
tion des  dem  Punkte  P^  augeordneten  Punktes  ^i  folgt  ia 
der  TLat,  daes  die  drei  sphäriscben  Stralilen  Ä^%,A^S^^, 
A^%  bez.  aymmetriseh  zu  den  Strahlen  ^i  P,,  ^^  P^i  AÄ 
in  Beziehung  auf  die  Halbierungsstrablen  A^Ci,A^Ci,A^Ci 
liegen.  Die  secbs  Halbierungskreise  ftj,&2'"^e  ^^^  Innen- 
und  Äussenwinkel  des  Hauptdreiecks  A^  A^  Ag  sind  bez.  sich 
selbst  entsprechend,  die  vier  Punkte  C^,  C^,  Cg,  C^  sind  sich 
selbst  entsprechend,  während  jedem  Hauptpunkte  A  alle 
Punkte  des  zugehörigen  Äquators  konjugiert  sind.  Inabe- 
sondere folgt,  dass  einem  in  einem  der  drei  Dreiecke  (s, 
Fig.  Ihß)  A^B^C,,  A^B^C^,  Ä^B^C^  iiegendeo  Punkte  Pj 
bez.  ein  in  dem  Dreiecke  A^B^C^,  A^B^  C,,  A^B^  Cj  liegender 
Punkt  ^1  entspricht  und  umgekehrt,  da  die  Verwandtschaft 
eine  involutorische  ist. 

Werden  die  Abstände  der  Punkte  I\  und  5ß^  von  den 
drei  Hauptpunkten  A^,A^,A^  bez.  nait  £^1  (statt  f„),  «„a,  f^g 
und  e'ai,  (statt  £'„),  e'a^,  s'a^  isud  die  Winkel,  welche  diesel- 
ben mit  Aj^A^,  A^A^  und  A^A^  bilden,  bez.  mit  9'aj,  ■Saai  *as 
und  d'aj,  0'b2,  &-'a^  bcKeiehnet,  ao  gelten  die  einfachen  Be- 
ziehungen : 

i  cotg «oi cotg e'ai  =  cos  S-ai. sin ^ai, 

^^^^  I      »at  +  &'ai  =  QO',(i^  1,2,5). 

Für  die  Elemente  des  symmetrisch  konjugierten  Netzes 
XVII',  dessen  Eckpunkte  die  drei  zu  dem  Punkte  ^^  .symme- 
triach  in  Beziehung  auf  (!i,«ä,  (tg  liegenden  Punkte  Q  und 
der  Gegeupunkt  von  ^^  sind,  erhält  man  leicht  die  Rela- 
tionen (-ja'i=-£'ai) 

Icos  R  =  cos  -g-  ßj  cos  -\  a'i  =  cotg  Äi  cotg  A'i , 
tang  ^a\  =  —  sin  ^  «,-  tang  A-, , 
tang  -|-  «^  =  —  sin  -\  a'i  tang  -i';;  i  =  1, 2, 3, 
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WO   ü   den  Radius  des   den   Greuzfläolieii  beider  Netze  uin- 
geecliriebeneu  Kreises  bedeutet. 

Für  S'„=-45'*  gehen  diese  Formeln  (35s  und  35Q  in 
die  Formeln  26  ä)  und  26  s)  über. 

6.  Das  zugleich  gleicbeckige  und  gleiehflüehige  Polyeder, 
welches  jedem  Netze  SVIl  oder  XVII'  eia-  oder  umge- 
schrieben werden  kann,  ist  ein 

[XVII]  rhombisches  Sphenoid; 
dasselbe  kann  sowohl  als  die  Heniigonie  eines  prisma- 
tischen (2  +  2  +  2j-:aächigen  2. 4- Ecks,  als  auch  als  die 
Hemiedrie  eines  (2  +  2  +  2)  -  eckigen  2.4 -Flachs  (eines 
rhombischen  Oktaeders)  erhalten  werden.  Zwei  rhombi- 
sche Sphenoide,  von  denen  das  eine  dem  Netze  XVII  ein-, 
das  andere  demselben  Netze  umgeschrieben  ist,  sind  sym- 
metrisch konjugiert;  das  eingeschriebene  (nmgesehriebene) 
ist  demjenigen  rhombischen  Sphenoide  konzentrisch  und  ähn- 
lich, welches  dem  symmetrisch-konjugierten  Netze  um- 
(ein)- geschrieben  ist. 

Die  Relationen  für  derartige  Sphenoide  ergeben  sich 
leicht  aus  den. Formeln  18a)  bis  18d)  in  Verbindung  mit 
35y)  bis  35  g)  (vergl.  auch  das  fünfte  Kapitel). 


§30. 

2.  Skalenoedernetze  XVIII  nebat  den  zugeordne- 
ten gleicheckigen  Netzen  XVIII'  nnd  den  entsprechen- 
den Polyedern. 

1.  Als  eine  dritte  Möglichkeit  für  die  Beschaffenheit 
eines  aus  ungleichkantigen  Dreiecken  zusammengesetzten 
gleich  flächigen  Netzes  ergiebt  sich  endlich  noch  die  folgende, 
welche  ffSr  einen  speziellen  Fall  bereits  in  §  25  betrachtet 
wurde. 

Wenn  nämlich  einer  der  drei  Winkel  des  Dreiecks,  z.  B. 
Ai  einen  aliquoten  Teil  von  360"  beträgt  und  indem  je  Vj 
Winkel  jI^  in  einer  Ecke  des  Netzes  zusammenstossen,  eine 
erste  Gruppe  von  ^^  halbregulären  Ecken  entsteht,  so  können 
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die  beiden  anderen  Winkel  A^  und  A^  eine  zweite  Gruppe 
von  (tj  gleiclien  Ecken,  ähnlich  -wie  im  Falle  det  Sphenoid- 
netze,  dadureli  bilden,  dass  sie  — -  ohne  selbst  aliquote  Teile 
von  360"  zu  betragen  —  gleiclimässig  zu  je  k  an  jeder  dieser 
Ecken  auftreten.  Wir  erhalten  (vergl.  27«,  ß)  als  Ausdruck 
für  diese  BesehafPenheit  die  Beziehungen; 

36«)    ^1^  =  360",  7c(^  +  J^)  =  360»,  Ih^'^'   1"^  =  *^ 

oder  indem  wir  berücksichtigen,  dass  w^  notwendig  eine  ge- 
rade Zahl  sein  nniss,  für  ^1  =  2^?,: 

ofiflN                         .        ISO"  m 

36  ß)  A^  = ,    ,Uj  =  -  — , 

srbinduug  mit  28)  (§  26)  folgt: 

1_      2  _  m  +  4 

Pi      /'         »' 


noraiis 

m 

36-/) 

oder 

36,') 

-"    2a-(j,r-i)i 

Für  Werte  von  Ä>3  ergiebt  sieh  für  m,  wenn  ^i  =  2, 
3...  gesetzt  wird,  ein  nuendlieh  grosser  Oder  ein  negativer 
Wert;  für  h  —  B  ergiebt  sich  nur  für  pj  =  2  der  positive 
Wert  »»  =  24  und  ferner  Ä^^-dO",  ^a  +  ^g- 120",  ((,-=6, 
(iä=  8,  welchen  Werten  als  aHein  mögliches  Netz  das  Tetrakis- 
hexaedernetz  X  (§  20)  entspricht,  bei  welchem  A^=A^^ 60" 
ist. 

Dagegen  erhält  man  für  Ä  -=  2 

i  A  o  i.  .        'SO" 

w-=4w, ,    U,  =2,     ü.a  =  2«,  ,     -4,-= ; 

36d)  ^"   ^'        '   ^'        ^'        '        A 

|^  +  ^s  =  180",   «^  +  «3  =  180", 

welchen  Werten,  da  die  Winkel  A^  und  A^  nur  der  Be- 
dingung .4^  +  ^3  =  180"  zu  genügen  brauchen,  einfach  ver- 
änderliche Netze  entsprechen,  welche  wir  als 

XVIII     Skalenoedernetze 
bezeichnen  wollen. 

Die  Grenzlläche  dieser  Netze  ist  das  Nebendreieck  eines 
gleichschenkligen  Dreiecks,    dessen  Basis   180"  — ö^,  dessen 
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Schenkel  «j  betragen.  Da  die  beiden  Selieitel  der  halbre- 
gulären 2j7j-fiäeliigen  aphärischen  Ecken  sich  als  Gegenpunkte 
entsprechen  müssen,  so  ergeben  sich  die  Netze  XVIII  ein- 
fach aus  den  regulären  Zweieckanetzen  II  (§  10)  (v  —  2p^) 
dadurch,  dass  man  von  dem  Scheitelpunkte  A  luid  dessen 
Gegenp unkte  A'  abwechselnd  auf  den  Halbkreisen  einen 
Bogen  ^^ftjj  abträgt  und  die  so  erhaltenen  aufeinander  fol- 
genden Punkte  durch  Hauptkreie bogen  verbindet.  Für  «^  = 
«3  =  90"  resultiert  das  Doppelpyramidennetz  VIII  (§  16), 
fürtCj^Kg  das  gleichschenklige  SkalenoedernetzSVnia 
(§25). 

2.  Wir  wollen  mit  Eücksicb.fc  auf  die  Bezieliungen  dieser 
Netze  SVIII  zu  den  weiter  unten  zu  erhaltenden  haupt- 
axigen  Deltoidnetzen  XSIV  ;(§  39)  (vergl.  in  Fig.  1(5« 
und  16^  die  stark  gezeichneten  Netze) 

die  Kante  a^^^AD^  durch  Sj^^e^, 

„       cc^  =  AD^      „       Ö^^ISO^-E«, 
„       u,  =  D,I)^    „       a, 
und  die  Winkel  des  Dreiecks  A  D^  B^ 

360"      180" 

Die  Kanten  ^j  und  8^  liegen  auf  den  Haupthalbkreisen 
eines  regulären  Zweiecksnetzes  II  {y'~2p^\  ihre  Ebenen  sind 
direkte  Symmetrieebenen  für  das  Netz  XVIII,  so  dass  je 
zwei  längs  einer  Kante  Ö^  oder  S^  anstossende  Dreiecke  symme- 
trisch gleich  sind.  Dagegen  ist  die  Ebene  des  Äquators  a  der 
Punkte  A  und  -4.',  welcher  durch  die  Mittelpunkte  C^,  C^..- 
der  Kanten  k  hindurch  geht,  keine  direkte  Symmetrieebene 
des  Netzes  XVIII;  je  zwei  längs  einer  Kante  a  anstossende 
Dreiecke  dieses  Netzes  sind  kongruent.  Die  Gesamtheit 
der  Kanten  a,  welche  gegen  den  Äquator  a  gleich  geneigt 
sind,  bildet  bei  vertikaler  Stellung  des  Durchmessers  AA! 
eine   auf-  und  absteigende  Zickzacklinie,  die  man  als  einen 
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Kronrand^)  bezeichnen  kann  (vergl,  §  39   die  haiipbasigen 
Deltoidnetze  XSIV). 

Die  Eckpunkte  D-^,  B^...  D^pi  dieses  Randes  bilden  die 
Hemigonie  eines  sphärischen  (2  +  2j3i)-flächigen4jPi-Ecks 
VIII'  (§  16,  t)  oder  eines  prismatischen  (24-  2pJ-flächigen 
4jJi-Ecka;  die  Gesamtheit  derjenigen  Diagonalen  der  Seiten- 
flächen, welche  succeasive  je  einen  Eckpunkt  des  oberen 
(unteren)  regulären  2j)^-Ecks  mit  dem  darauf  folgenden  des 
unteren    (oberen)    verbinden,    konstituieren    den    Kroarand 

A  A  ■  ■  ■  ^2Pv 

Die  beiden  Hauptaxen  OÄ,  OA'  sind  jjj-zählige  Axen; 
die  nach  den  2p^  Kanienmittelpunkten  Ci,C^...  C^p^  gerich- 
teten Halbmesser  sind  zweizählige  Axen  des  Netzes  XVIIT. 

Mit  Eüc£sicht  auf  die  angegebenen  Eigenschaften  können 
wir  das  Netz  XVIII  auch  passend  als 
SVIII     kronrandiges   sphärisches  (2 +  2^i)-eckiges 
2.2jjj-Elach 
bezeichnen. 

3,  Die  Elemente  des  Netzes  SVIII  hangen  bei  einem 
angenommenen  Werte  für  j?i  =-2,  3,4...  von  einer  veränder- 
lichen Grösse  ab,  als  welche  wir  die  Kante  ö,  =-£„  wählen 
wollen.     Dann  bestehen  die  Beziehungen  (vergl,  2): 


m.) 


tan(j JJj'^-    " "   " 


wo  C  den  Neigungswinkel  D^  C'j  B^   einer  Randkante  gegen 
den  Äquator  a  bedeutet  (Fig.  IQy). 

4,  Werden  die  zu  einem  beliebig  im  Innern  eines  Drei- 
eckes z.  B.  Ä I)^  Z*2  angenommenen  Punkte  P^  homologen 
Punlcte   sämtlicher   Dreiecke   des  Netzes  XVIII  konstruiert, 


1)  Vergl,  Heseol,  Glcieheckige  Polyeder  etc.  pag.  T. 
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80  liegen  zwar  je  zwei  homologe  Punkte  zweier  Dreiecke, 
welche  längs  einer  Endkanfce  ö-^  oder  S^  aneinanderstossen, 
symmetrisch  au  diesen  Kanten;  dagegen  ist  die  Verbindunga- 
lißie  zweier  homologer  Punkte,  welche  in  zwei  längs  einer 
Randkante  (z,  B.  D^  D^)  anstossenden  Dreiecken  liegt ,  wie- 
wohl sie  durch  den  Mittelpunkt  ((7,)  derselben  hindurchgeht, 
im  allgemeinen  nicht  senkrecht  zu  derselben.  Das  gleich- 
eckige  Ketz,  welches  durch  d.ie  Verbindung  dieser  Punkte 
P  erhalten  wird,  ist  daher  als  ein  dem  Netze  XVIII  un- 
symmetriseh-zugeordnetes  zu  bezeichnen. 

Wenn  aber  der  Punkt  P,  und  die  zu  ihm  homologen 
Punkte  auf  dem  in  der  Mitte  (CJ  der  Randkante  (-Dj  U^)  nor- 
mal zu  dieser  errichteten  Hauptkreise  G^  F  gewählt  werden 
(Fig.  löy),  so  ist  das  entstehende  gleicheckige  Netz  deui  Netze 
XVIII  symmetrisch  zugeordnet  (oder  in  dem  früheren 
Sinne  zugeordnet);  die  sämtlichen  Punkte  P  Hegen  zu 
je  zweien  symmetrisch  zu  je  einer  Kante  des  Netzes  XVIIIj 
oder  dieses  ist  das  Symmetrienetz  des  gleicheekigen 
Netzes. 

Emer  jeden  Varietät  der  Netze  XVIII,  welche  einem 
bestimmten  Werte  für  e,,  entspricht,  sind  also  die  sämtlichen 
gleicheckigen  Netze  XVIII'  zugeordnet,  deren  Eckpunkte 
solche  homologe  Punkte  der  Dreiecke  jenes  Netzes  sind, 
welche  auf  dem  Hauptkreisbogen  O^F  liegen.  Jedes  der- 
artige gleicheckige  Netz  hat  2.2j3j  gleiche  dreiflächige,  un- 
gleichkantige  sphärische  Ecken,  indem  je  zwei  Ecken  bez. 
kongruent  oder  symmetrisch  sind,  je  nachdem  sie  in  zwei 
kongruenten  oder  symmetrischen  Dreiecken  des  Symmetrie- 
net'zea  XVIII  liegen  (vergl,  in  den  Fig.  16«  und  16/3  die 
punktiert  gezeichneten  Teile). 

Von  den  Grenzflächen  des  gleicheckigen  Netzes  sind  die 
beiden  Endflächen,  deren  Mittelpunkte  die  Punkte  A  und  A} 
sind,  halbreguläre  gleieheckige  (y^ -|-j)^)-kantige  2.j)j-Ecke; 
während  die  2pi  Rand-  oder  Seitenflächen,  deren  Mittelpunkte 
die  Pimkte  D  sind,  symmetrische  Vierecke  mit  je  zwei 
gleichen  benachbarten  Winkeln  und  mit  zwei  gleichen  gegen- 
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überiiegenden  Kanten  (spbäriaebe  Paralleltrapeze)  darstellen. 
Die  gleichen  Kanten  derselben,  welche  auf  den  Randkanten 
des  Netzes  XVIII  senkrecht  stehen,  bilden  einen  sog.  unter- 
brochenen Kronrand. 

Wir  bezeichnen  diese  gleicheckigen  Netze  XVIII'  daher 
passend  als 

XVIII'     unterbrochen-kronrandige  sphärische 
(2  +  2i?i)-flächige  2.2ß^-Ecke. 

Die  Elemente  dieser  Netze  hängen  von  zwei  variablen 
Grössen  ab,  da  die  einer  bestimmten  Varietät  der  Netze  XVIII, 
welche  einem  Werte  für  £„  entspricht,  zugeordneten  Netze  XVIII' 
erhalten  werden,  wenn  der  Punkt  P^  den  Hanptkreisbogen  C-^F 
beschreibt.  Durchlauft  also  die  Variabele  £„  die  Werte  von 
0°  bis  90**,  d.  h.  beschreibt  der  Punltt  B^  den  Quadranten  ÄB^, 
womit  alle  Varietäten  der  Netze  XVIII  erhalten  werden,  so 
dreht  sich  der  Hauptkreisbogen  C\F  aus  der  Lage  O^^B^ 
ßuecessive  in  diejenige  C^A  und  beschreibt  das  zweirecht- 
winklige  Dreieck  ÄC'iB^.  Die  Eckpunkte  der  Netze  XVIII' 
stellen  daher  auch  die  Hemigonie  der  Eckpunkte  eines  sphä- 
rischen (2 +  2pi+2jpi)- flächigen  2.4^i-Eck3  VIII"  (§  18,  i) 
dar,  dl  h.  man  erhält  die  Eckpunkte  eines  Netzes  XVIII'  auch 
dadurch,  dass  man  von  den  Eckpunkten  eines  (2  +  2p^  +  ^pj)- 
flächigen  2.4j)j-Ecks  VIII'"  abwechselnd  die  oberen  und 
unteren  Punktpaare,  also  von  den  oberen  Eckpunkten  die 
jteu  2*™;  5'en  ßtsn^  0*™^  IQ»*^  u.  3'.  w.,  von  den  unteren  Eck- 
punkten die  (3)*==,  (4)^=-';  (t)'^^  (8)'«°;  (11)'™,  (12)'<"'  u.  s.  w. 
beibehält  und  diese  unter  sich  und  mit  einander  nach  dem 
Schema: 


"T~ 


durch  Hauptkreisbogen  verbindet. 

Unter  den  einem  bestimmten  Skalenoedernetze  zugeord- 
neten  gleicheckigen  Netzen  giebt   es   eine  Varietät,   welche 
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dem  ersteren  konjugiert  ist,  deren  Eckpunkte  nämlicli  die 
Mittelpunkte  der  den  Dreiecken  des  Skalenoedernetzes  um- 
geschriebenen Kreise  sind.  Der  Mittelpunkt  dieses  Kreises 
kann  aber  je  nach  dem  Werte  für  e^  innerbalb  des  Drei- 
ecks ÄJ\Dg  oder  ausserhalb  desselben  liegen  (vergl. 
unter  5),  im  ersteren  Falle  ist  das  konjugierte  Netz  konvex, 
im  zweiten  Falle  nicht  konvex,  indem  die  beiden  Endflächen 
in  dem  letzteren  Falle  (ähnlich  wie  bei  den  Netzen  XII' 
und  XIH')  zu  nicht  konvexen  sog.  übersehlagenen  (pi-{-Pi}- 
kantigen  2.j3^-Ecken  werden.  Wegen  des  Übergaugsfalles, 
in  welchem  der  Mittelpunkt  des  umgeschriebenen  Kreises 
auf  die  Kante  AD^^S^  fällt,  vergl  §  39  unter  3. 

5.  Um  die  wichtigsten  Beziehungen  für  die  Elemente 
der  Netze  XVIII'  zu  erhalten,  bezeiehnen  wir  die  bez.  auf 
den  Kanten  «,  d^,  §^  des  Sjmmetrienetzes  XVIII  senkrecht 
stehenden  Kanten  durcL.  a',  d\,  d'^,  die  von  diesen  bez.  ein- 
geschlossenen Winkel  durch  A\  D\,  D'^  (s.  Fig.  IQy,  in 
welcher  P^C^==i ß',  Pi 6^i  =  i  S\ ,  P^G^^i S'^  ist).  Die  Ent- 
fernungen des  Punktes  P,  von  den  Eckpunkten  des  Drei- 
ecks J-ADs  seien  ÄP^  =  £'„,  I)J\  =  Ö^Pj  =  s'^,  der  Winkel, 
welchen  der  Hauptkreisbogen  ÄP^  mit  AC^  bildet,  sei  &'a, 
und  die  Teilwinkel,  in  welche  die  Winkel  Ä',D\,  D'^  durch 
die  Hauptkreisbogea  ^P^,  -ÖiPi,  -DgP^  bez.  zerlegt  werden, 
seien  A",  A"'-^D'\,  D"\;  D"^,  D'"^,  wobei  P"\^D"'^  ist. 

Dann  lassen  sich  die  Elemente  der  Netze  XVIII'  z.  B. 
durch  die  beiden  Variabelen  e'a  und  ö''«  in  einfacher  Weise 
ausdrücken;  ebenso  auch  die  Beziehungen  zwischen  diesen 
beiden  Variabelen  und  derjenigen  e„,  voü  welcher  die  Elemente 
des  Symmetrienetzes  XVIII  abhängen,  oder  zwischen  anderen, 
von  jenen  abhängigen  Grössen,   wie   s',j,  leicht  erhalten. 


g. 


=  sm  E,i .  cos  % 
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cotgA"  =cos  i'atang  [ \-  ^'„J  i 

cotg  A'"  =  cos  j'a  tang  ( Ö^e )  >    A'=^Ä"  +  Ä'"  , 

cosD"-y  =  tang --^  cotg  i'd, 

cos  J)'\  =  t-ang  ~-  cotg  e'^,   D\  =  D'\  +  D"\  , 

cos D"\  =  cos D"\  =  tang-^  cotge'a,  D'^'^- D"^  +  i)'"^-^ 


36^) 


=  sin  £(,  cos .sms  a 


360 


tang  «'„ .  sin  0',,  =  tang  G;  tang  f„ .  sin =  cotg  C)  , 

Pi 
1         daher 

tang  e^ .  tang  t'a .  sin  ^a  = qt^j  ■ 

.««  — 


Wird  der  Bogen  ÄF  durch  j'^  bezeichnet,  so  bestehb 
zwischen  den  beiden  Grössen  «„  und  4%  d.  h.  den  Poldistan- 
zen der  Edipunkte  des  Kronrandes  und  des  zugeordneten 
(im  Netze  XVIII'  unterbrochenen)  Kronrandes  die  einfache 
Beziehung: 

,,       tang  t'a  sin  &'f,  1 

'««»'  •■ ■~;-^, -gy. 

stn  —  tang  £„  stn'  — 

Pi  ^  Pi 

oder 

36  «)  tang  f„ .  fang  i"„  — ^^^ ; 


für 
36  A) 


tang  f.,  ^ 


1)  Vergi.  ses). 

Hess,  Kugel teilung. 
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ist  £a  =  *"aj  und  (7  =  45",  d.  h,  die  beiden  auf  einander  senk- 
rechben  Randkanteii  sind  in  diesem  Falle  symmetrisch  zu 
ÄC,  oder  unter  iö"  gegen  den  Äquator  a  geneigt.  Die 
Schnittpunkte  dieser  beiden  Eandkanten  mit  dem  Haupt - 
halbkreise  ÄBiÄ'  sind  die  Doppelpunkte  der  iuToluto- 
rischen  Beziehung,  bei  welohec  je  zwei  Punkte,  welche  auf 
diesem  Haupthalbkreise  im  Abstand  i^  imd  e"«  vom  Pole 
liegen,  konjugierte  Punkte  sind. 

Für  den  Radius   U  des   dem   Dreiecke   AD^B^   umge- 
schriebenen Kreises  erhält  man: 


36f()  tangB  = 


fang  \<i 


=  R,  iang^'a  —  cos  e„  cotg 


ft 


mit  welclien  Werten  die  Elemente  des  dem  Netze  XVHI 
konjugierten  Netzes  XVHI'  leicht  bestimmt  werden  können. 
Der  Mittelpunkt  des  umgeschriebenen  Kreises  Hegt  inner- 
halb des  Dreiecks  AD^D^,  auf  der  (stumpfen)  Kante  «J^, 
oder  ausserhalb  des  Dreiecks,  je  nachdem 


6v) 


tang^  - 


180° 


ist,  wo  das  obere  Zeichen  dem  ersten,  das  untere  dem  dritten 
Falle  entspricht,     Tm  Übei^angsfalle  ist  (yergl.  56x) 


361) 


-+^ "=9 


6.  Jedem  Netze  XVHI'  kann  ein  gleicheckiges  Polyeder, 
nämlich  ein 
[XVHI']     gleich  eckiges,  unterbrochen -kronrandiges 

(2  +  2i)i)-flächiges  2.2|)i-Eck 
eingeschriebeo  werden,  welches  auch  auf  die   unter  4)  an- 
gegebene Weise  aus  einem  prismatischen  (2  +  2ß(  +  2pj)  -  flä- 
chigen 2.4jj|-Eek  als  Hemigonie  erhalten  werden  kann.  Die 
beiden  Endflächen  sind  halbreguläre  gleicheckige  (Pi+p,)- 
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kantige  2 .p,-Eake,  die  2p^  Seitenfläclien  sind  symmetrische 
Paralleltrapeze ,  deren  nicht  parallele  Kanten  den  unter- 
brochenen Kronrand  bilden.  Die  ungleichschenklig- dreiflä- 
chigen Ecken  zerfallen  in  zwei  Gruppen  YOn  je  2^^  rechten 
und  2j>^  linken  Ecken. 

Das  diesem  polar  entsprechende  gleichfiächige  Polyeder, 
welches  dem  Netze  XVIII'  nmgeschrieben  ist,  ist  ein  sog. 
Skalenoeder  oder  ein 

[XVIII]  gl  eich  flächig  es,  krön  randig  es 
(2  +  2ßi)-eckigea  9.2ß,-Flach. 
Dasselbe  kann  an  eh  als  Hemiedrie  eines  gl  ei  eh  fläch  igen 
(2 -|-2^j  +  2j>^)- eckigen,  ebenrandigen  2.4j)j-Flachs  (vergh 
§  18,3)  erhalten  werden,  -wenn  die  Hälfte  der  Flächen  ent- 
sprechend dem  unter  4)  gegebenen  Schema  mit  einander  zum 
Durchschnitte  gebracht  wird. 

Ein  Skalenoeder  ist  von  2 .  2pj,  d,  h.  2p^  rechten  nnd  2p^ 
linken  unregelmässigen  Dieiecken  begrenzt,  die  beiden  Schei- 
teleeken  sind  halbregulär  2  .p^  -  flächig  (mit  abwechselnd 
gleichen  Fläch en winkeln) ,  die  2j)j  Randecken  sind  symme- 
trisch-4-flächig. 

Die  Beschaffenheit  der  Ecken  nnd  Grenzflächen  dieser 
Polyeder  ergiebt  sich  ans  derjenigen  des  gleicheckigen 
Netzes  XVIII',  welchem  dieselben  bez.  ein-  oder  nmge- 
schrieben sind.  Die  dem  konjugierten  Netze  XVIII' 
ein-  und  umgeschriebenen  Polyeder  sind  bez.  konzentrisch 
und  ähnlich  den  beiden  Polyedern ,  welche  dem  entsprechen- 
den gleichflächigen  Netze  XVIII  um-  und  eingeschrieben 
sind,  wobei  diese  Polyeder,  ebenso  wie  das  konjugierte 
Netz  XVIII'  (vergl.  SQy)  konvex  oder  nicht  konvex  sein 
können. 

7.  Indem  wir  alle  Möglichkeiten  für  die  Anordnung 
und  Beschaffenheit  der  ungleiehkantigen  sphärischen  Drei- 
ecke, welche  ein  einfaches  Netz  bilden  können,  berücksich- 
tigten, haben  wir  wesentlich  drei  Hauptfälle  erhalten. 
Der  erste  HauptfaU  umfasste  die  beiden  festen  und  sym- 
metrischen  Netze  XV  und  XVI,   der   zweite  Hauptfall 
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entsprach  dein  unsymiuetrisclieii,  zweifach  Teräiider- 
licheu  Netze  XVII  eiaes  rhombischen  Sphenoids,  und  end- 
lich der  dritte  dem  zum  Teiä  unsymmetrischen,  einfach 
veränderlichen  Skalenoedernetze  XVIII. 

Nach  Erledigung  sämtlicher  für  Dreieekanetze  mög- 
lichen Fälle  wenden  wir  uns  nunmehr  in  dem  nächsten  Ab- 
schnitte zu  der  Herleitung  der  gl  eich  flächigen,  durch  sphä- 
rische Vierecke  gebildeten  und  der  diesen  zugeordneten 
gleicheekigen  Netze. 


Zweite  Abteilung, 
ölelchfiächige  Vierecksnetze  nehst  den  zugeordneten  gleich- 


Ä)    Fall,   dass   die   Grenzfläche  ein   sphä- 
rischer Rhombus  ist. 


g  Sl.  Kelationen  unfl  mögliche  Fäille  für  EhombennetKe. 

1.  Der  spezielle  Fall  eines  aus  regulären  Vierecken 
zusammengesetzten  Netzes  ist  bereits  erledigt  und  ergab  als 
einzig  mögliches  Netz  das  reguläre  Hexaederaetz  VI. 
Betrachten  wir  nun  zunächst  den  besonderen  Fall,  dasa  die 
Vierecke  des  Netzes  gleichkantig  mit  abwech.'ielnd  gleichen 
Winkeln  sind  (vergl.  §  5,  2). 

Ein  solches  gleichkantiges  (2-|-2)-eckiges  2.2-Kant, 
das  wir  der-Kürze  wegen  als  sphärischen  Rhombus  be- 
zeichnen wollen,  kann  (vergl.  §  5,  2)  dadurch  erhalten  werden, 
dass  von  dem  Schnittpunkte  zweier  auf  einander  senkrecht 
stehenden  Hauptkreise  auf  dem  einen  ein  Bogen  ü(i),  auf 
dem  andern  ein  Bogen  if(s)  nach  beiden  Seiten  abgetragen 
wird  und  die  Endpunkte  durch  Hauptkreisbogen  verbunden 
werden.  Wenn  die  Kante  des  Rhombus  durch  «,  die  durch 
die  Diagonalen  2  E(x)  tmd  2  Ü,2i  halbierten  Winkel  bez.  durch 
Ä^  und  -4g,  der  Radius  des  eingeschi-i ebenen.  Kreises  durch  P 
bezeichnet  werden,  so  bestehen  die  einfachen  Beziehungen: 
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Belationen  und  mögliclie  Mlle  für  Ehombencetze.       in 
lös  «  =  cos  i?(i) .  COS  Enj 


nP^sinBm 


=  siw  i?(2) .  sin  - 


Da  der  Exzess  eines  sphärischen  Rhombus 

beträgt,  so  muss  für  ein  aus  m  gleichen  sphärischen  Ilhcjmben 
zusammen  gesetztes  Netz,  welches  einmal  die  Kngelfläche  be- 
deckt, erstens  die  Bedingung  erfüllt  sein 


20» 


2(^i+A)-360"=-^^^ 


oder 

38) 


A  +  A  = 


m  +  2. 


2.  Beträgt  jeder  der  beiden  Winkel  A^  und  A^  einen  ali- 
quoten Teil  von  360",  so  resultieren  die  festen  Rhomben- 
netze  mit  'zwei  Gruppen  von  regulären  sphärischen  Ecken. 

Bedeutet  vi  die  Zahl  der  in  einem  Eckpunkte  zusarameii- 
stossenden  gleichen  Winkel  Ai  und  (ii  die  Anzahl  der  durch 
je  Vi  Winkel  A:  gebildeten  Ecken,  so  erhält  man  zweitens 
die  Bedingungen: 

oder 


39«) 


aus  deren  Vereinigung  mit  38)  sich  ergiebt: 

40)  ^+1  =  1+1 

'  v-^      v^  m 

oder 
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40ß)  m  =  ~-^ 


2  Vi  -f-  2  i-ä  - 


und  ferner 
41) 


41«) 

Für 


die  zusam  meng  eil  Sri  gen,  von  einander  verschiedenen 
Werte  von  v^  und  v^,  denen  zufolge  40r)  gajizzalilige  po- 
sitive Werte  von  m  entsprechen,  ergeben  sieh  nun,  wie 
eine  einfache  Diskussion  zeigt,  nur  folgende  beiden  Fälle, 
denen  die  einzig  möglichen  symmetrischen  und  festen 
ßhombennetze  entsprechen. 


42) 


.... 

ITang  tlee  Ssttei. 

,  .,|., 

i 

« 

''' 

"■ 

. 

"(11 

',., 

'■ 

XIX 

El 

nmbeudcideke«detiietz  . 

: ::: 

. 

<P 

..^, 

30° 

Diese  beiden  Netze  sollen  nebst  den  zugeordneten  gleich- 
eckigen  Netzen  und  deu  entsprechenden  Polyedern  in  den 
beiden  nächsten  Paragraphen  betrachtet  werden. 

3.  Was  die  veränderlichen  Rhombennetze  anlaugt, 
so  ist  ein  gleicheckiges  derartiges  Netz  nicht  möglich, 
da  in  jeder  der  gleichen  Ecken  2  k  Winkel  Ä^  und  2  Ic 
Winkel  -4^,  wo  /i;>  1  ist,  zusammenstossen  müsaten,  die 
Bedingung  k  (-4.(  +  A^)  =  180"  aber  sich  wegen  38)  nicht  er- 
füllen las  st. 

Dagegen  ergiebt  sich  noch  eine  Möglichkeit  für  die 
Beschaffenheit  und  Anordnung  der  Winkel,  welcher  feste, 
aber  zum  Teil  unsymmetrische  Rhombennetze  ent- 
sprechen. Es  können  nämlich  zwei  Gruppen  von  Ecken 
entstehen,  indem  einmal  wie  imter  2.  je  v^  Winkel  Ä^  eine 
Ecke  bilden,  zweitens   aber  je   ein   Winkel  Aj^  und  je  zwei 


1)  Vergl,  Formel  7)  i 

2)  Vergl.  Formel  8)  i; 
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"Winkel  A^   sich  zu   einer  Ecke  vereinigen,   d.  h.  es   Iföunen 
die  Bezieliungen  bestehen: 

[^j  =  ^,    ^1+2^3  =  360",     ^^  =  -'-"-180'*; 
43) 

Für  jeden   Wert  von  i-^  >3   (für  v^=^'ä  resultiert   das 
reguläre  Hexaedernetz  VI)  wird  ein  derartiges  Ehombennetz 
erhalten,  das  als 
SXIVa)    hanptaxiges  (2  + 2v,)-eokiges  Rhouiben- 
2ri-Pla,ch 
bezeichnet  iverdeu   kann   und    welches  für   einen  gewühlten 
Wert  von   v^   zwar  fest,   aber  zum  Teil   unsymmetrisch 
ist.     Die  Netze  werden  als   besondere  Fälle  der  in  §  39 
zu    behandelnden    veränderlichen    h au p taxigen    Deltoid- 
netze  XXTA''  auftreten;  daher  soll   an  dieser  Stelle   auf  die 
genauere  Beschaffenheit  dieser  Netze  XXIVa)  nicht   einge- 
gangen werden. 


§  S2.  Rhombendodeltaederuetz  XIX  nebst  dem  unge- 
ordneten  Kubooktaedernetz  XIX',   und    Netz   XIX« 
nebst  den  zugeordneten  Netzen  XIX". 

1.  Das  Netz  XIX  (vergl.  Tabelle  42)  setzt  sieh  aus 
zwölf  kongruenten  sphärischen  Ehomben  zusammen,  deren 
Kante  jj  beträgt  und  welche  in  sechs  Punkten  zu  je  vier, 
in  acht  Punkten  zu  je  drei  bez,  unter  gleichen  Winkeln  an- 
einanderstossen.  Dies  Neta  lässt  sich  also  einfach  aus  dem 
Hexakisoktaedernetz  XV  {§  27)  durch  Vereinigung  von 
je  vier  in  einem  Punkte  B  z us am menstos senden  Dreiecken 
erhalten  (vergl.  in  Fig.  17k  das  stark  gezeichnete  Netz), 
wobei  die  sechs  Oktaedereckpunkte  A  die  Scheitel  der  re- 
gulär vierflächigen,  ^ie  acht  H ex aedereekp unkte  G  die  Schei- 
tel der  regulär-dreiflächigen  sphärischen  Ecken  bilden.  Das 
Netz  SIX    welches  wir  auch  ala 
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SIX     sphäriaehes  (6 +  8)-eckiges   Zwolfflack 
bezeiclinen,  lässt  sich  auch  aus  dem  Tetrakisliesaederiietze  X 
oder  dem  Triakisoktaedernetze   XII  durch  Vereinigung  von 
je  zwei  längs  der  Basis  {C^B^C^  otfer  A^B^A^)  aneinander- 
stossenden  gleichschenkligen  Dreiecken  dieser  Netze  erhalten. 

Die  sphärischen  Kanten  des  Netzes  XIX  gehören  also 
nur  den  sechs  Hauptkreisen  h  an  und  zwar  sind  es  gerade 
diejenigen  Bogen  dieser  Hauptkreise,  welche  im  Hexaeder- 
uetze  VI  (yergl.  t'ig.  3)  nicht  ausgezogen  sind. 

2.  Die  direkt  symmetrischen  Mittelebenen  und 
Äsen  des  Netzes  XIX  stimmen  mit  denjenigen  eines  regu- 
lären Oktaeder-  oder  Hesaedernetzes  (vergi.  §  11,  4  und  6) 
fiberein. 

Das  Netz  XIX  ist  ein  vollzähliges  Netz;  dagegen  kann 
demselben,  da  die  Eckpunkte  eines  sphärischen  Khombiis 
nicht  in  einer  Ebene  liegen,  weder  ein  entsprechendes  gleich- 
flächiges  Polyeder  eingeschrieben,  noch  in  den  Eckpunkten 
ein  entsprechendes  gleicheckiges  Polyeder  umgeschrieben 
werden. 

3.  Die  zwölf  Mittelpunkte  B  der  den  Rhomben  des 
Netzes  eingeschriebenen  Kreise,  welche  Punkte  zugleich  die 
Pole  und  Gegenpole  der  sechs  Hauptkreise,  ?»i ...  ö^  dar- 
stellen (vergl.  §  11  j  5),  bilden  die  Eckpunkte  eines  dem 
Netze  XIX  zugeordneten  gleicheckigen  Netzes  XIX'.  Die 
Kanten  dieses  gleieheekigen  Netzes  werden  (vergl.  in  Fig.  17a 
den  punktiert  gezeichneten  Teil)  durch  die  Bogen  der  vier 
vollständig  ausgezogenen  Hauptkreise  c^...e^,  der  Äqua- 
tor en  der  Hexaedereckpunkte  C,  gebildet.  Jeder  dieser 
Hauptkreise  (z.  B.  q)  geht  durch  drei  Punkte  B  (z.  B. 
JJ^j-ßjj-Bg)  und  deren  Gegenpunkte  [B'j,B'^,B'i^)  hindurch, 
wobei  der  zwei  benachbarte  Punkte  B  verbindende  Bogen  60" 
beträgt;  zugleich  steht  jeder  Hauptkreis  0  (z.  B.  c^)  auf  den 
drei  durch  seinen  Pol  (z.  B.  Cj,)  hindurch  gehenden  Haupt- 
kreisen  b  in  den  durch  D  bezeichneten  Punkten  senkrecht,  so 
dass  B^  JJj  =  -Dj  -Bg  etc,  die  Radien  der  den  sphärischen  Rhom- 
ben eingeschriebenen  Kreise  darstellen  (s.  Fig.  28).    Dabei  ist 
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Ua)     A^  B^  =  90"  -  »3  -  Bi  0, ;    Dj  (7^  =  2 1;  - 90^ 

Die  Punkte  D  sind  die  Eckpunkte  eines  Netzes,  welches 
einen  besonderen  Fall  der  im  §  35  ak  gleicheckige  Netze 
XSI'  auftretenden  Netze  bildet  (vergl.  Forme!  517). 

Das  gleicheckige  Netz  XIX'  hat  zu  Grenzflächen  sechs 
reguläre  Vierecke  mit  den  Mittelpunkten  A  und  dem  -Win- 
kel ^',  =  180"— 2ij  und  acht  reguläre  Dreiecke  mit  den 
Mittelpunkten  C  und  dem  Winkel  C",  =  2i3;  die  gemein- 
sehaftüche  Kante  a'  beträgt  60".  In  jeder  der  zwölf  gleichen 
Ecken  vereinigen  sich  je  zwei  Winkel  A!^  und  C\. 
Uß)         ^',  =  180''-2ji,    C',-2jj,    «'  =  60". 

Wir  bezeichnen  dies  dem  Netze  XIX  zugeordnete 
(aber  nicht  konjugierte)  gleichkantige  Netz  XIX'  auch 
als 

XIX'    gleicheckiges  sphärisches  (6  +  8)-flächiges 
Zwolfeck 
oder  als  Kubooktaedernetz, 

4,  Das  dem  Netze  XIX'  eingeschriebene  gleicheckige 
Polyeder  ist  das 

[XIX']     gleicheckige  (6-i-8)-fIächige  Zwölfeck 
oder   Eubooktaeder,   welches    von    sechs    Quadraten    und 
acht   regulären   Dreiecken   begrenzt   wird.     Das    dem   Netze 
XIX'  umgeschriebene  Polyeder,  nämlich  das 

[XIX]     gleichfläehige  (6  +  8)-eckige  Zwölfflaeh 

oder  Rhombendodekaeder  entspricht  dem  Kubooktaeder 
polar.  Die  wichtigsten  Relationen  für  diese  beiden  Polyeder 
ergeben  sich  in  einfacher  Weise  aus  den  sphärischen  Figuren 
des  Netzes  XIX'  (vergh  18a)  bis  18d). 

5.  Zur  Entscheidung  der  Frage,  ob  noch  andere  im 
Innern  des  Rhombus  Ä,  Cj  A^  C^  gewählte  Punkte  P  nebst 
den  homologen  der  übrigen  Rhomben  die  Eckpunkte  eines 
dem  Netze  XIX  zugeordneten  gleicheckigen  Netzes  sein 
können,  führt  sofort  der  in  §  18  unter  5  aufgestellte  Satz. 
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Da  die  beiden  Winkel  A^   (mit   den  Scheiteln  Ai   und 

A^)  -^—  betragen,  v-^  also  gerade  ist,  so  kann  der  Punkt  Pj 

iuEerhalb  dieser  beiden  Winkel  eine  beliebige  Lage  haben; 
dagegen  muss  derselbe,  da  die  beiden  Winkel  A^  (mit  den 

auf  dem  gemeinsamen  Halbierungskreise  C^  C^  dieser  beiden 
Winkel  liegen.  Daraus  folgt,  daas  der  Punkt  P^  auf  diesem 
Halbierungskreise  G^  C'^  eine  beliebige  Lage  haben  kann. 

Nehmen  wir  in  der  That  auf  der  einen  Hälfte  dieses 
HalbJe'rungskreises  z.  B.  B^  C^  (s.  Fig.  llß)  einen  Punkt  P^ 
an  und  konstruieren  die  homologen  Punkte  in  den  elf 
übrigen  Rhomben  des  Netzes  5IX,  so  liegen  diese  Punkte 
zn  je  zweien  symmetrisch  zu  den  Kanten  dieses  Netzes  und 
ergeben  ein  dem  Netze  XIX  zugeordnetes  gleicheckiges  Netz 
XIX".  Die  Grenzflächen  dieses  Netzes  sind  sechs  halb- 
reguläre gleicheckige  (2  +  2)  -  kantige  Vierecke  mit  den 
Mittelpunkten  A  und  ausserdem  zwei  Gruppen  von  je  vier 
regulären  sphärischen  Dreiecken,  wobei  die  Mittelpunkte  der 
vier  unter  sich  kongruenten  Dreiecke  der  ersten  und  der 
zweiten  Gruppe  bez.  die  Eckpunkte  0  der  beiden  konju- 
gierten regulären  Tetraedernetze  sind.  Wir  bezeichnen  dieses 
Netz  daher  auch  als 

SIX"    gleicheckiges  sphärisches  (0  +  4  +  4)-f!ächiges 
Zwölfeck. 

Dies  Netz  hat  zu  direkten  Symmetrie  ebenen  nur  die  sechs 
Ebenen  der  Hauptkreise  h,  während  die  Ebenen  der  drei 
Hauptkreise  a  für  dies  Netz  keine  Symmetrieebenen  sind. 
Es  ist  also  auch  das  Symmetrieneta  XIX  als  ein  solches 
aufzufassen,  dem  diese  drei  Symmetrie  ebenen  nicht  mehr 
zukommen  und  dessen  acht  regulär -dreiflächige  Ecken  in 
zwei  Gruppen  von  je  vier  zerfallen,  deren  Scheitel  den  Eck- 
punkten zweier  konjugierten  regulären  Tetraedernetze  ent- 
sprechen. Man  kann,  um  diese  Beschaffenheit  des  Netzes  XIX 
auszudrucken,  dasselbe  auch  als 
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SIX«   gleichtlächiges   aphärisches  (6  +  4  +  4)-ec]iiges 

Zwölfflaci 
■bezeichnen. 

Die  zweizähligen   Äsen   OB  sind  für  die  Netze  XIS" 
und   XlXa    nicht    mehr   vorhanden;    dagegen    stellen,    wie 
regulären  Tetraeder  netze   (§  11,  s)   die  nach  den 


ien   drei  Paare  gleicher, 
zähliger    und   die   nach   den 
Gruppen  von  je  vier 


Punkten  A  gehenden  Kugelradie 
gegengeeetzt  gerichteter  z w e ii 
Punkten  C  gehenden  Kugelradie 
gleichen  dreizähligen  Axen  dar. 

Hierdurch  sind  die  Netze  XIX",  wie  das  Netz  XlXß 
als  zur  Tetraedergruppe  gehörig  charakterisiert.  Die  Eck- 
punkte dieses  Netzes  XIX"  ergeben  sich  zufolge  der  oben 
angeführten  Entstehung  desselben  auch  einfach  als  diejenige 
Hemigonie  der  Eckpunkte  eines  Netzes  XII'  (eines  [8  +  6]- 
flächigen  8.3-Eeks,  §  22),  bei  welchen  von  den  24  Eck- 
punkten P  solche  zwölf,  welche  zu  je  drei  um  vier  Tetraeder- 
eckpunkte C  gruppiert  sind,  beibehalten  werden  (vergleiche 
Fig.  10;  der  Numerierung  der  EckpunMe  P  entsprechend 
sind  auch  die  Punkte  P  in  Fig.  17(3  bezeichnet  worden). 

Die  sämtlichen  möglichen  Varietäten  der  Netze  XIX" 
werden  erbalten,  wenn  der  Punkt  I\  alle  Lagen  auf  dem 
Bogen  BjC^  einnimmt.  Das  Kubo  oktaederner  netz  SIX' 
kami  hiernach  als  die  Archimedeische  Varietät  der 
Netze  XIX"  bezeichnet  werden. 

C.  Das  einem  gleieheckigen  Netze  XJX"  eingeschriebene 
Polyeder  ist  ein  sog, 

[XIX"]  gleicheckigea  (6  +  4  +  4)-flächiges  Zwölfeck, 
die  Hemigonie  des  |  22,4  betrachteten  (8 +  6)-flächigen 
8.3-Ecks.  Dasselbe  ist  von  sechs  rechteckigen  Hexaeder- 
flachen  und  von  vier  grösseren  und  von  vier  kleineren  regu- 
lär-dreieckigen Tetraeder  flächen  der  beiden  Stellungen  be- 
grenzt. Dies  Polyeder  resultiert  auch,  wenn  die  Kanten 
eines  (4+4)-flächigen  4.3-Ecks  (§  19,4)  durch  die  Flächen 
eines  Hesaeders  so  abgestumpft  werden,  dass  je  zwei  be- 
nachbarte HesaederflUchen  einen  Eckpunkt  gemein  haben. 
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Das  eraem   gleioheekigen   Netze   XIS"   in  dessen   Eck- 
punkten umgeschriebene  gleichflächige  Polyeder  ist  ein 
[SlXß]     gleiehfläehiges   (6  +  4  +  4)-eckiges 
ZwÖHflach, 
eui  sog.  Deltoiddodekaeder.    Dasselbe  ist  von  zwölf  sym- 
metrischen Vierecken  begrenzt  und  besitzt  sechs  halbregniäre 
Tierflächige  Ecken  und   zwei   Gruppen  von  je   vier   regulär- 
dreiflächigen Ecken.     Dies  Polyeder  lässi  sich  in  bekannter 
Weise  auch  als  die  tetraedrische  Hemiedrie  des  gleiehflächigen 
(8 -1-6) -eckigen  8.3-Flachs  (§  22,4)  erhalten. 

Den  beiden  einem  Netze  XIX"  bez.  ein-  und  umge- 
schriebenen Polyedern  kommen  dieselben  Symmetrie  ebenen 
und  Axen  zu,  welche  dem  Netze  XIX"  oder  XIX«  eigen- 
tamlich  sind. 

7,  Die  Elemente  der  Netze  SIX"  bestimmen  sich  in 
einfacher  Weise,  wenn,  wie  bei  den  Netzen  XII'  (§  22,5) 
der  Abstand  des  Punktes  P^  von  C\  mit  f^  bezeichnet  wird. 
Pemer  sei  (s.  Eig.  17(3):  P^F^^ T^Fg- a"  (in  24k)  durch 
n'a^ß'a  bezeichnet),  P^P^  =  PjP'jy-a'  (m  24«)  durch  «', 
bezeichnet),  G\  und  C\  bez.  die  Winkel  in  den  regulären 
Dreiecken  mit  den  Mittelpunkten  Cj  und  G^  und  ^'i  der 
Winkel  der  halb  regulären  Vierecke  mit  den  Mittelpimkten 
A,  Dann  bestehen  die  Beziehungen  (vergl.  24«): 
=  j  y  3  sin  fj , 

.-iy3Ä{2,+5.), 

uu^^ = 

44  j-) 

'S-^-VSeosPv  +  s.), 

aus  welchen  für  f5  =  90*'  — ij  wiederum  die  unter  s,  aufge- 
führten Elemente  des  Kubo  oktaedernetz  es  IX'  sich  ergeben, 
Die  Substitution  der  Werte  44)  in  die  Formeln  18a  bis  d) 
liefert  die  wesentlichen  Relationen  für  die  den  Netzen  IX" 
ein-  und  umgeschriebenen  Polyeder. 
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§  33.    BLombentrialiODtacäeruetz  SX  nebst  dem 
zugeordnet«!!  Netze  XX'. 

1.  Aus  den  in  Tab.  42)  §  31  angegebenen  Werten,  zufolge 
deren  daa  Netz  XX  aua  dreissig  kongruenten  sphärieclien 
Rbomben  von  der  Kante  %  bestellt,  welche  in  zwölf  Punkten 
zu  je  fünf  und  in  zwanzig  Punkten  zu  je  drei  bez.  unter 
gleichen  Winkeln  zusamnienstossen,  ist  sofort  ersichtlich, 
dass  dies  Netz  XX  einfach  aus  dem  Diakishexekontaeder- 
netze  XTI  (§  28)  durch  Vereinigung  von  je  vier  in  einem 
Punkte  H  zusammenato  äsen  den  Dreiecken  erhalten  werden 
kann  (vergl,  Fig.18,  29  u.  30,  in  welchen  die  zwölf  Ikosaeder- 
eclcpunkteti  die  Scheitel  der  regulär-fiinffläehigen,  die  zwanzig 
Peutagondodekaedereekpunkte  C  die  Scheitel  der  regulär- 
dreiflächigen  sphärischen  Ecken  darstellen).  Man  kann  dies 
Netz  XX,  welches  auch  als 

XX  sphärisches  (12  +  20)-eckige8  30--Flach 
bezeichnet  werden  kann,  ebenso  aus  dem  Pentakisdodekaeder- 
netze  XI  oder  dem  Triakisikosae  der  netze  XIII  durch  Ver- 
einigung je  zweier  gleichschenkligen  Dreiecke  erhalten,  welche 
bez.  längs  der  Basis  C^B^G^  (Fig.  9)  oder  Gt^Bfir^  (Fig.  11) 
aneinandersiossen. 

Die  sphärischen  Kanten  des  Netzes  XX  werden  durch 
diejenigen  Bogen  der  fünfzehn  Hauptkreise  \... 6^5  gebildet, 
welche  in  den  Netzen  des  regulär-en  Ikosaeders  V  und  des 
regulären  Pentagondodekaeders  VII  (vergl,  Fig.  4)  gerade 
nicht  ausgezogen  waren. 

2.  Das  Netz  XX,  welches  ein  vollzähliges  Netz  ist, 
besitzt  dieselben  direkt  symmetrischen  Mittelebenen  und 
Axen,  wie  das  reguläre  Ikosaeder-  und  Pentagondodekaeder- 
netz {vergl.  §  12). 

Dem  Netze  XX  kann  kein  entsprechendes  gl  eich  flächig  es 
Polyeder  eingeschrieben,  noch  in  den  Eckpunkten  ein  ent- 
sprechendes  gleicheekiges   Polyeder  umgeschrieben   werden. 

3.  Die  dreissig  Mittelpunkte  B  der  den  Rhomben  des 
Netzes  XX  eingeschriebenen  Kreise  sind  die  Eckpunkte  eines 
gleich  eckigen,  dem  Netze  XX  zugeordneten  und  zugleich 
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gleielikaiitigen  Netzes  XX'.  Die  Kanten  dieses  Netzes, 
dessen  Eckpunkte  B  die  Pole  und  Gfegenpole  zu  den  fUnfzeLn 
Hauptkreiseü  bi-.im  sind,  werden  (s.  in  Fig.  18  das  punk- 
tiert gezeichnete  Netz)  dureli  die  sechs  vollständig  ausge- 
zogenen Hanptkreise  ^i.-.^g,  die  Äquatoren  der  Ikosaeder- 
eckpunkte  G  gebildet.  Jeder  dieser  Haupt  kreise  t/  gellt 
durch  fünf  Punkte  B  (und  deren  Gegenpunkte)  hindurch  und 
wird  durch  dieselbe  in  zehn  gleiche  Teile  (=36")  geteilt. 
Zugleich  steht  jeder  dieser  Hauptkreise  g;  auf  den  fünf  durch 
den  Pol  Gi  desselben  hindurchgehenden  Hauptkreisen  &  in  den 
durch  J^  bezeichneten  Punkten  senkrecht,  so  dass  BF-=  18" 
den  Eadias  des  einem  der  sphärischen  Rhomben  einge- 
schriebenen Kreises  darstellt.  Die  Seite  GC  eines  sphärischen 
Rhombus  wird  in  F  so  geteilt,  dass 
jGF=90°~2>p 
*'"■'  \CF^<p--<l, 

ist. 

Die  Punkte  F  sind  die  Eckpunkte  eines  gleicheckigen 
Netzes,  welches  eine  spezielle  Varietät  der  in  §  36  zu  er- 
haltenden gl  eich  eck  igen  Netze  XXII'  repräsentiert  (vergl. 
Formel  öSy)  (s.  auch  Fig.  29  u.  30). 

Die  Grenzflächen  des  gleicheckigen  Netzes  XS'  sind 
zwölf  reguläre  Fünfecke  mit  den  Mittelpunkten  G  und  dem 
Winkel  j4'i  =  180''  — 2^  und  zwanzig  reguläre  Dreiecke  mit 
den  Mittel punltten  C  und  dem  Wiokel  C\  =  2(p;  die  ge- 
meinschaftliche Kante  a'  beträgt  36". 
I   «'=36" 

f^'  |^'j  =  180"-2q),  C\^2ip. 

Das  Netz  XX  wird  daher  auch  pa.ssend  als 
XX'     gleicheckiges  sphärisches  (12  +  20)-flächiges 
30-Eck 
beaeiehnet. 

4.  Dem  Netze  XX'  ist  ein  gleicheckiges  Polyeder,  näm- 
lich das 

[XX']     gleicheckige  (12  +  20)-flächige  30-Eek, 
das    bebannte    Archimedeische   Polyeder    eingeschrieben, 
1  zwölf  regulären  Fünfecken  (Pentagon  dodekaeder- 
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flächen)  und  zwanzig  regulären  Dreiecken  (Ikosaederfläehen) 
begrenzt  ist  und  dreissig  kongruente  vierflächige  Ecken  mit 
gleichen  Flächen  winke  In  und  zwei  Paaren  gleicher  und  sich 
gegenüberliegender  ebener  Winkel  besitzt. 

Das  dem  Netze  XS'  in  dessen  Eckpunkten  umgeschrie- 
bene gleichflächige  Polyeder  ist  das 

[XX]  gleichflächige  (12-|-20)-eckige  30-FIach 
oder  Rbombentriakontaeder,  welches  von  dreissig  kon- 
gruenten Rhomben  begrenzt  ist  und  zwölf  regulär- fünfflächige, 
zwanzig  regulär  -  dreiflächige  Ecken  hat,  deren  Scheitel  bez. 
den  Eckpunkten  eines  regulären  Ikosaedera  und  eines  regu- 
lären Pentagondödekaeders  entsprechen. 

Die  Relationen  fflr  diese  beiden  sich  polar  entsprechen- 
den Polyeder  ergeben  sich  ohne  Schwierigkeit  aus  den  sphä- 
rischen Figuren  des  Netzes  XX'. 

5.  Das  Netz  XX'  ist  das  einzige,  dem  Netze  XX  zu- 
geordnete gleicheckige  Netz.  Denn  andere  Annahmen  für 
die  Lage  eines  Punktes  Pj  im  Innern  des  sphärischen  Rhom- 
bus öj  Gj^  G2  ^i  können  keine  solche  Gruppierungen  homo- 
loger Punkte  liefern,  welche  die  Eckpunkte  eines  gleich- 
eckigen, dem  Netze  XX  zugeordneten  Netzes  darstellen, 
weil  nicht  nur  die  Zahl  der  in  den  Punkten  C,  sondern 
auch  der  in  den  Punkten  G  bez.  unter  gleichen  Winkeln  zu- 
sammenstossenden  Hauptkreiae  ungerade  ist  (vergl.  §  18,  5). 
Es  kann  also  nur  der  Schnittpunkt  der  Halbierung  skr  eise 
der  Winkel  bei  C  und  G,  d.  h.  der  Punkt  B  nebst  den  ho- 
mologen Punkten  der  übrigen  Khomben  die  Eckpunkte  eines 
dem  Netze  XX  zugeordneten,  aber  nicht  konjugierten 
gleicheckigen  Netzes  bilden. 

B)   Allgemeiner  Fall    der   gleichflächigen  Vierecks- 

netze. 


%  34.  Aufstellung  der  möglichen  Fälle  füv  die  festen 
Tiereclcsnetze. 

1,  Nach  Erledigung   des   besonderen   Falles   der  sphä- 
rischen   Rhombennetze   wenden    wir    uns   nun    zur    Er- 
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mittelimg  der  weiteren  Fälle,  in  welchen  ein  die  Kugelfläehe 
einmal  bedeckendes  Netz  von  gleichen  sphärischen  Vierecken 
möglich  ist.  Wir  wollen  die  Winkel  eines  solchen  sphä- 
rischen Vierecks  durch  A^,A2,A^,A^,  bezeichnen;  dieselben 
müssen  alsdann,  da  die  Fläche  des  Vierecks  den  m*^™  Teil 
der  Kugelfläehe  betragen  soll,  der  Gleichung  geniigen; 

46)  ^,  +  ^  +  ^,  +  ^,^360"  (l+^)- 

Als  ersten  Hauptfall  betrachten  wir  wiederum  den- 
jenigen, in  welchem  in  jedem  Eckpunkte  des  Netzes  je  v/ 
gleiche  Winkel  A/  zusammenstossen,  welchem  Hauptfa.lle 
die  festen  und  symmetrischen  Viereeksnetze  entsprechen. 
Es  ergeben  sich  dann  folgende  Beziehungen,  wenn  wiederum 
die  Zahl  der  durch  je  v,-  gleiche  Winkel  A;  gebildeten 
Ecken  mit  ft;  bezeichnet  wirdt 

47-)     A   ^^1^\    A  =5^,    A  =^,    A  =^^9". 


*8)  ^,    =  —  ,  f(g   =-   -    ,  (tg   = 

Aus  46)  und  47)  folgt: 


oder 

49  c) 


-1 


2.  Die  Formel  49  k)  ergiebt  einen  negativen  Wert  für 
m,  wenn  die  vier  Zahlen  Vj,  Vj,  Vg,  v^  sämtlich  von  ein- 
ander verschieden  (iij^S)  sind,  während,  wenn  sämt- 
liche vier  Zahlen  v*  einander  gleich  sind,  für  den  allein 
zulässigen  Wert  v/=3  das  reguläre  Hesaedemetz  VI  re- 
sultiert. 

3.  Der  Annahme  von  zwei  gleichen  Wertpaaren  ent- 
spricht für  i',=i'g  =  4,  i'3  =  v^^3  das  Rhombendode- 
kaedernetz  XIX,  für  v^^t^^-Ö,  ,;,  =  i',,=  3  das  Khom- 
bentriakontaedernetz  XX. 
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Werden  in  diesea  beiden  Fällen  je  zwei  gleiche  Winkel 
als  benachbarte  angenommen,  also  im  ersten  Falle  v^  = 
^^=.4^  Vj  =  v^  =  3,  im  zweiten  Falle  v^'^v^^öj  v^  =  v^'^S, 
so  ergeben  sich  keine  entsprechenden  Netze.  Denn  die  Be- 
schaffenheit dieser  Netze  erfordert,  daas  je  zwei  Kanten, 
welche  einen  Winkel  =' 120"  oder=72"  einschliessen,  gleich 
sein  müssen. 

4.  Werden  drei  der  Zahlen  v,  als  gleich  angenommen, 
so  ergiebt  sich  einmal  für 

r     i,     2        s  ,     f-    ß 

•'  [  v^  =-4,  5,  6  . .. 

eine  Reihe  von  Netzen  XXIV  b),  welche  sämtlich  als  be- 
sondere Varietäten  der  in  §  39  zu  behandelnden  veränder- 
liehen hauptaxigen  Deltoidnetze  XXIV  zu  betrachten 
sind  mid  auf  welche  wir  an  jener  Stelle  zumckkommen 
werden. 

5.  Ein  zweites  Wertaystem,  welches  noch  der  letzteren 
Annahme  4.  genügt,  nämlich 

ergiebt 
Öl)  m  =  24,   A^=^Ä^  =  A^  =  ^Q\   ^^=120", 

lind  diesen  Wei-ten  entspricht  ein  gleichfläehiges  Netz,  das 
wir  als 

XXI    Deltoidikositetraederiietz 

bezeichnen  und  in  dem  nächsten  Paragraphen  nebst  den  zu- 
geordneten gleicheckigen  Netzen  betrachten  wollen. 

6.  Werden  endlich  zwei  der  Zahlen  vi  als  gleich,  die 
beiden  anderen  von  diesen  und  unter  sich  verschieden  an- 
genommen, so  ergiebt  sich  als  einzige  Lösung,  welcher  ein 
ganzzahliger,  positiver  Wert  für  m  (Formel  48«)  entspricht, 
die  folgende 

[  1-^  =  5,   1/^^1-^  =  4,   V3-3, 

52)     m=60,  ^,-72»,  ^a=^^90",   ^3  =  120«, 
'  |iii-12,    (:(^  =  ,u^=15,   ^3  =  20. 
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Diese  Wert«  bestimmen  ein  gleichflächiges  Netz,  daa  als 
XXII     Deltoidhesetontaedernetz 
beseiclinet  und  in  §  36  nebst  den  zugeordueteo  gleicheckigen 
Netzen  betrachtet  werden  soU. 

7.  Weitere  Annahmen  für  die  Werte  der  vier  Zahlen 
"ii  ^31  ^3;  ^i  ergeben  keine  ganzzahligen  positiven  Werte 
für  m;  und  es  sind  damit  alle  der  im  ersten  Hauptfalle 
angenommenen  Anordnung  der  Winkel  entsprechenden  Netze, 
welche  sämtlich  feste  Netze  darstellen,  abgeleitet. 


§  35.    Deltoidiliositetraedci'netz  XSI  nebst  den 

zugeordneten  glelclicckigen  Netzen  SXI'  und  den 

entsprecheiiden  Polyedern. 

1.  Durch  die  in  49)  (§  34)  angegebenen  Werte  für  die 
Wmkel  des  Vierecks:  Ai^A^-^Ä^-^QO",  ^3  =  120"  ist  das 
Viereck  noch  nicht  eindeutig  bestimmt.  Da  aber  je  drei 
zusammenstossende  Winkel  A^  (=120")  eine  regulär  -  drei- 
flächige sphärische  Ecke  (deren  es  im  Netze  acht  giebt) 
bilden,  so  folgt,  dass  die  beiden,  den  Winkel  ^3  =  120" 
ein schlie SS  enden  Kanten  des  Vierecks  gleich  sein  müssen, 
womit  sich  auch  die  Gleichheit  der  beiden  anderen  den 
Winkel  ^11  =  90"  ein  schli  es  senden  Kanten  ergiebt.  Die  Grenz- 
fläche des  Netzes  XXI  ist  also  ein  symmetrisches  Viereck, 
welches  durch  die  Diagonale  A^A^  iu  zwei  symmetrisch 
gleiche  Dreiecke  mit  den  Winkeln  45",  60",  90"  zerlegt  wird. 

Das  Viereck  des  Netzes  XXt  wird  hiernach  einfach 
durch  Vereinigung  zweier  Dreiecke  ACS  des  Hesakisok- 
taedernetzes  längs  einer  Kante  AC  und  damit  das  Netz 
XXI  in  einfacher  Weise  aus  dem  Hesakisoktaedernetz  XV 
erhalten  (vergl.  §  27,  3).  (8.  in  Fig.  19  den  stark  gezeich- 
neten Teil.) 

Die  beiden  den  Winkel  A^  ein  schliess enden  Kanten 
betragen  45",  die  beiden  den  Winkel  A^  (oder  C\  mit  dem 
Scheitel  (7J  eins chlies senden  Kanten  90"  —  )),  während  die 
Symmetrie  diagonale  »;,  die  andere  Diagonale  {B^B^  60"  be- 


y  Google 


§  35.   Deltoidiltositetvaederneta  XXI  et,c.  131 

trägt  (vergl.  §  27,  i  und  §  32,  3).  Der  Schnittpunkt  der 
beiden  auf  einaader  senkrecht  stehenden  Diagonalen,  von 
denen  die  letztere  halbiert  wird,  ist  einer  der  in  §  32,  3  er- 
wähnten Punkte  B.    (S.  Fig.  28.) 

Die  sechs  Eckpunkte  A,  welche  die  Scheitel  der  regu- 
lär-vierflächigen Ecken  sind,  entsprechen  .den  Eckpunkten 
■des  regulären  Oktaedernetzes  JV,  die  acht  Eckpunkte  G  den 
Eckpunkten  des  regulären  Hexaedemetzes  VI,  während  die 
zwölf  Eckpunlite  iJ,  in  denen  je  zwei  Winkel  -4^  und  A^ 
(■=•90°)  zusamujenstossend  eine  halbveguläre  sphärische  Ecke 
bilden,  den  Eclspunkten  eines  Enbooktaedernetzes  XIX'  (§32) 
entsprechen. 

Wir  bezeichnen  das  Neta  XXI  dieser  Gruppierung  der 
Eckpunkte  entsprechend  als 

XXI     sphilriscbes  (6  +  8  + 12)-eckiges  24-Flacb 
oder  kurz  als  Deltoidikositetraedernetz, 

Dies  Netz  wird  nachher  als  ein  besonderer  Fall  des 
Ter  and  erheben  Diakisdodekaedernetzes  XXIII  (§  38)  er- 
halten werden. 

2.  Aus  der  angegebenen  Entstehung  des  Netzes  folgt 
ohne  weiteres,  dass  dasselbe  ein  vollzähliges  Netz  ist, 
welchem  dieselben  direkt- symmetrischen  Mittelebenen  und 
Äsen  zukommen,  wie  dem  vegnlären  Oktaeder-  und  Hexaeder- 
netze (vergl.  §  11,  a  bis  5). 

Auch  diesem  Netze  lässt  sich  kein  entsprechendes  gleich- 
flächiges  Polyeder  einschreiben,  da  die  Eckpunkte  des  sphä- 
rischen Vierecks  nicht  auf  einem  kleinen  Kugelkreise  liegen. 
Dagegen  kann  dem  Vierecke  ein  Kreis  eingeschrieben  werden 
dessen  Mittelpunkt  auf  der  Diagonale  A^  Cy  liegt  (vergl, 
unter  5.  Formel  51(3). 

3.  Die  zu  einem  Punkte  P^,  welcher  auf  dem  Symme- 
trie kr  eis  bogen  A.^  Gl  einer  Grenzfläche  (z.  B.  A^  ß^  C^  Ji^ 
angenommen  wird,  homologen  Punkte  aller  Grenzflächen 
sind  die  Eckpunkte  eines  gleicheckigen,  dem  Netze  XXI  zu- 
geordneten Netzes  XXI'  (vergl.  §  27,  a). 
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Die  örenzfläclieJi  eines  solchen  Netzes  XXI'  sind  sechs 
reguläre  Vierecke  mit  den  Mittelpunkten  A,  acht  reguläre 
Dreiecke  mit  den  Mittelpunliten  C  und  zwölf  gleicheckige 
(2 +  2)-kantige  Vierecke  mit  den  Mittelpunkten  B.  In  jedem 
Eckpunkte  des  Netzes  stossen  je  eins  der  sechs  Vierecke,  je 
eins  der  acht  Dreiecke  und  je  zwei  der  zwölf  Vierecke 
zusammen  (s,  in  Fig.  19  das  punktiert  gezeichnete  Netz). 

Wir  bezeichnen  ein  solches  Netz  als 
XXI'     sphärisches  (6 +  8  +  12)-fliLchiges  24-Eck. 

Die  Terschiedenen  möglichen  Varietäten  der  Netze  SXI' 
werden  erhalten,  wenn  dßr  Punkt  P^  alle  möglichen  Lagen 
auf  dem  Symmetriekreisbogen  -AiC^  annimmt.  Ein  dem 
Netze  5X1  konjugiertes  Neta  kann  es  (vergl.  2)  nicht 
geben;  besonders  bemerkenswerte  Varietäten  sind  einmal  die 
Archimedeische  Varietät,  bei  welcher  der  Punkt  P^  der 
Mittelpunkt  des  dem  sphärischen  Vierecke  des  Netzes  XXI 
eingeschriebenen  Kreises  ist  und  bei  welcher  die  zweierlei 
Kanten  einander  gleich  werden,  dann  auch  diejenige  Varietät, 
deren  Eckpunkte  die  Punkte  D,  die  Schnittpunkte  der  Dia- 
gonalen eines  Vierecks,  sind  (vergl.  §  32,3). 

Andere  Lagen  des  Punktes  P,,  als  auf  dem  Synimetrie- 
kreise  A^Cj^,  können  keine  dem  Netze  XXI  zugeordneten 
gleicheckigen  Netze  ergeben  (vergl.  §  18,  5  und  §  32,  &). 

4.  Jedem  Netze  XXI'  kann  ein  gleicheckiges  Po- 
lyeder, nämlich  ein 

[XXI'j  gleicheckiges  (6  + 8+ 12)-flächiges  24-Eck 
eingeschrieben  werden.  Dies  Polyeder,  welches  Ton  sechs 
Quadraten,  acht  regulären  Dreiecken  und  zwölf  Rechtecken 
begrenzt  ist  und  24  kongruente  vierfläehige  Ecken  hat,  kann 
auch  dadurch  erhalten  werden,  dass  die  Oktaederkanten  eines 
(6 +  8) -flächigen  6.4-Ecks  (§  20,3)  so  durch  die  Flächen 
eines  Rliombendodekaeders  abgestumpft  werden ,  dass  je  zwei 
benachbarte  Dodekaederfläehen  einen  Eckpunkt  gemein  haben. 
Das  einem  gleicheckigen  Netze  XXI'  in  'dess 
umgeschriebene  gleiehflächige  Polyeder,  welches  dem 
geschriebeneu  polar  entspricht,  ist  ein 
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[SXI]  gleichflächiges  (6  +  8-f  12)-eckiges  24-Flach 
(ein  Deltoidikositebraeder ,  Leucitoedei'),  welches  von  24  kon- 
gnieateii  Deltoiden  begreazt  ist,  und  sechs  regulär  -  vier- 
fläehige,  acht  regulär  -  dreifläcliige  und  zwölf  halbregulär- 
vierflächige  Ecken  (mit  abwechselud  gleichen  Flächen  winkeln) 
hat,  deren  Scheitel  bez.  den  Eckpunkten  eines  Oktaeders, 
Hesaeders  und  Kubooktaedera  entsprechen. 

Die  Archimedeisehen  Varietäten  dieser  Polyeder  sind 
der  Archimedeisehen  Varietät  des  Netzes  XXI'  bez.  ein- 
und  umgeschrieben. 

5.  Bezeichnen  wir  den  Abstand  des  Punktes  1\  von  A^ 
wiederum  mit  s^,  den  Abstand  desselben  von  C^  mit  £„  wobei 
fs+^^  — 1)  ist,  fei;n:er  die  Kanten  des  Netzes  XXI',  welche 
bez.  auf  A-Bi^A-ös^^r  "ind  auf  C^B^^f\B^  =  a  senk- 
recht stehen,  durch  y'  und  k'  und  endlich  durch 

A!  den  durch  zwei  Kanten  y'   eingesoMosaenen  Winkel, 

S'    „         „       je  eine  Kante  y' und  c'    „  „       , 

so  erhalten  wir  folgende  einfache  Bezielumgeu  für  die  Ele- 
mente des  Netzes  XXI': 


61.) 


sm  ^y  — 


i-J-  ß'  =  Yy'3si«Ec  = 


cotg  —  ■=  cos  £t 


V2cc 


„  -I-  y2si 


Für   die  Arehimcdeische   Varietät   des    Netzes   XXI' 


wird: 


51« 


(fmjf,-l/2(V"2--l),  tangP—!nn22-L'', 


i»'_-l,'_p_20'>56'27",  7; 
und   für  diejenige  Varietät,  deren  Eckpuiilrte  die  Punkte  D 
(§  32,  s)  sind,  resultiert: 
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61,). 


1 


e 


-/! 


Bei  dieser  letzteren  Varietät  teilt  die  Kante  y'  die  zu 
ihr  senkreclite  A-^i^)'  ^^  ^^'^  Punkte  H^  so,  dasä 

ist,  d.  h.  der   Punkt  E^  ist   ein  Eckpunkt  der  Archimede- 
ischen  Varietät  der  Netae  X'  (vergl.  Formel  ■21y)  in  §  20). 


§  36.    Deltoidhexekontaedernetz  XXII  neljst  den 

zugeordneten  gleichectigen  Netzen  XXII'  and  den 

entsprechenden  Polyedern. 

1.  Das  durch  die  in  Formel  50)  (§  34)  angegebenen 
Werte  bestimmte  Netz  hat  zur  Grenzfläche  ein  Viereck  mit 
den  Winkeln  ^1^72",  ^,  =  -l,  =  90'',  ^,=  !20".  Da  aber 
je  fünf  zusammenstossende  Winkel  J^  eine  regulär-fßnf- 
flächige  sphärische  Ecke  (deren  es  im  Netze  zwölf  giebt) 
und  ebenso  je  drei  zusammenstossende  Winkel  Ä^  eiue  regu- 
lär-dreiflächige Ecke  (deren  es  im  Netze  zwanzig  giebt) 
bilden,  so  folgt,  dasa  sowohl  die  beiden  den  Winkel  A^,  wie 
die  beiden  den  Winkel  A^  emachliessenden  Kanten  gleich 
sein  müssen.  Damit  ist  die  üienzflache  eindeutig  als  ein 
symmetrisches  Viereck  bestimmt,  das  durch  die  Symmetrie- 
diagonale A^A^  in  zwei  symmetiisch  gleiche  Dreiecke  mit 
den  Winkeln  36",  60'',  90°  zeilegt  wird  Man  sieht  auch 
sofort,  dass  ein  den  gegebenen  Bedingungen  entspre  dien  des 
Viereck,  bei  welchem  die  beiden  rechten  Winkel  benach- 
barte wären,  nicht  möglich  ist. 

Die  Grenzfläche  des  Netzes  XXII  entsteht  hiernach 
durch  Vereinigung  zweier  Dreiecke  GCB  des  Diakishexe- 
kontaedernetzes   XVI  längs   einer  Kante   GG  und  somit 
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auch  das  Netz  XXII  in  einfacJier  Weise  aus  dem  Netze  XVI 
(vergl.  §  28,  s).    (8.  in  Fig.  20  das  stark   gezeichnete  Netz.) 

Die  beiden  den  Winkel  Ä^  (bei  G^  z.  B.  des  Vierecks 
Gl  B^  Gy  B^  der  Fig.  20)  einschliesseiideji  Kanten  G^  B^  =  G^  B^ 
betragen  g),  die  beiden  den  Winkel  Ä^  {bei  C^)  e in scblies senden 
Kanten  C^Bj^Gj  B^  betragen  jp,  die  Symmetrieitiagonale  G-^G^ 
betcägt  Xj  <Jiß  andere  Diagonale  B^B^  beträgt  36"  (Tergl. 
§28,1  und  §  33,3).  Der  Schnittpunkt  der  beiden  auf- 
einander senkrecht  stehenden  Diagonalen  ist  einer  der  in 
§  33,3  erwähnten  Punkte  F. 

Die  zwölf  Scheitel  der  regulär -fünfflächigen  Ecken  sind 
die  Eckpunkte  G  eines  regulären  Ikosaedernetzes  V,  die 
zwanzig  Scheitel  der  regulär-dreiflächigen  Ecken  sind  die 
Eckpunkte  C  eines  regulären  Pentagondodekaedernetzes  VII, 
während  die  dreissig  Eckpunkte  B,  in  denen  je  zwei  Winkel 
A^  und  A^  (=90'')  zusammenstossend  eine  halbreguläre 
sphärische  Ecke  bilden,  den  Eckpunkten  des  gleicheckigen 
Netzes  XX'  (§  33)  entsprechen. 

Das  Netz  XXII  wird  daher  passend  als 
SXn     sphärisches  (12  +  20  +  30)-6ckiges  60-Flach 
oder  als   Deltoidhexekontaederneta  bezeichnet. 

2.  Die  direkten  Symmetrieebenen  und  die  Axen  dieses 
vollzähligen  Netzes  sind,  wie  aus  der  angegebenen  Entstehung 
des  Netzes  sofort  hervorgeht,  dieselben,  wie  diejenigen  eines 
regulären  Ikosaeder-  und  Pentagoüdodekaedernetzes  (vergl. 
§  12,1  bis  3). 

Der  Grenzfläche  des  Netzes  XXII  kann  kein  Kreis  um- 
gesehrieben,  also  auch  dem  Netze  kein  entsprechendes  gleich- 
flächiges  Polyeder  ein-  oder  ein  gleieheckiges  umgeschrieben 
werden.  Dagegen  lässt  sich  dem  Vierecke  Gj^B^C^B.^  ein 
Kreis  einschreiben,  dessen  Mittelpunkt  auf  der  Diago- 
nale Gl  Gl  liegt  (vergl,  unter  5.  Formel  .52(3). 

3.  Nimmt  man  auf  der  Symmetrie  diagonale  G^^C^  der 
Grenzfläche  G^B^G^B^  einen  Punkt  B^  an,  so  sind  die  sämt- 
lichen homologen  Punkte  aller  Grenzflächen  des  Netzes  XXII 
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die  Eckpunkte   eines   gleiche cki gen,  diesem  Netze   zugeord- 
neten Netzes  5XII'  (vergl.  §  28,3). 

Die  Grenzflächen  eines  solchen  Netzes  XSlI'  sind  zw^ölf 
reguläre  Fünfecke  mit  den  Mittelpunkten  G,  zwanzig  regu- 
läre Dreiecke  mit  den  Mittelpunkten  C  und  dreiaaig  gleich- 
eckige  (2 +  2) -kantige  Vierecke  mit  deu  Mittelpunkten  I>. 
Das  Netz  hat  sechzig  kongruente  yierflächige  sphärische 
Ecken,  iudem  in  jedem  Eckpunkte  je  eins  der  zwölf  Fünf- 
ecke, je  eins  der  zwanzig  Dreiecke  und  je  zwei  der  dreisaig 
Vierecke  zusammenstossen  (s.  in  Fig.  20  das  piinktiert  gezeich- 
nete Netz). 

Das  Netz  wird  da.her  passend  als 
XXir     sphärisches  (12  +  20-|-30)-i'lächiges  60-Eek 
bezeicknet. 

Den  verschiedenen  Lagen  des  Punktes  I\  auf  dem  Sym- 
metriekreisbogen Gj  Gl  entsprechen  die  möglichen  Varietäten 
der  Netze  XXII'.  Ein  dem  Netze  XXII  konjugiertes 
Netz  giebt  es  nicht  (vergl.  2);  die  Archimedeische  Varie- 
tät der  Netze  XXII'  hat  zu  Eckpunkten  die  Mittelpunkte 
der  den  Vierecken  des  Netzes  XXII  eingeschriebeneu  Ki-eise; 
für  dieselben  werden  die  zweierlei  Kanten  einander  gleich. 
Eine  weitere  bemerkenswerte  Varietät  ist  noch  diejenige, 
deren  Eckpunkte  die  Punkte  F  sind  (vergl.  §  33,  s). 

Für  andere  Lagen  des  Punktes  P, ,  als  auf  dem  Symme- 
triekreisbogen  (?^  Cj,  resultieren  keine  dem  Netze  XXII  zuge- 
ordneten gleicheekigen  Netze  (vergl.  §  18,  5  und  §  32,  e). 

4,  Das  gleicheckige  Polyeder,  welches  jedem  Netze 
SXII'  eingeschrieben  werden  kann,  nämlich  das 
[XXII']  gleicheckige  (12-f  20-j-30)-flächige  60-Eek, 
ist  von  zwölf  regulären  Fünfecken,  20  regulären  Dreiecken 
und  30  Eecbtecken  begrenzt  und  hat  60  kongruente  vier- 
flächige Ecken.  Dasselbe  kann  auch  dadurch  erhalten  werden, 
dass  die  Ikosaederkanten  eines  (12  +  20)-flächigen  12 . 5-Ecks 
(§  21,  3)  durch  die  Flächen  eines  Rhombentriakontaeders 
so  abgestumpft  werden,  dass  je  zwei  benachbarte  Triakon- 
taederfl'ächen  einen  Eckpunkt  gemein  habeu. 
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Das  gleich  flächige  Polyeder,  welches  eiEem  Netze  XXIJ' 
in  dessen  Eckpunkten  umgeschrieben  werden  kann,  ist  ein 

[SXII]  gleichfläehiges  (I2  +  20  +  30)-eekiges 
60-Flacb 
oder  ein  Deltoidhexekontaeder.  Dasselbe  ist  von  60 
kongruenten  Deltoiden  begrenzt  und  bat  12  regulär-fünf- 
flächige ,  20  regulär- dreiflächige  und  30  halbregnlär - vier- 
fläcbige  Ecken,  deren  Scheitel  bezw.  den  Eckpunkten  eines 
Ikoaaeders,  Pentagondodekaeders  und  eines  (12  +  20)-flä- 
chigen  30-Ecks  [SS'J  (§  33,  s)  entsprechen. 

Die  Relationen  für  diese  beiden  sieh  polar  entspre- 
chenden Polyeder  ergeben  sieb  mit  Leichtigkeit  aus  den 
sphärischen  Figuren  des  Netzes  XXII';  i^ie  Archimedei- 
schen  Varietäten  der  Polyeder  sind  der  Ärchimedei sehen 
Varietät  des  Netzes  XXII'  bez.  ein-  und  umgeschrieben. 

5.  Werden  die  Abstände  des  Punktes  P^  von  G^  und  C\ 
bez.  mit  f^,  und  Ej  bezeichnet  (fg  +  Sc^x),  werden  ferner  die 
auf  GiB^  =  GjB2  =  )'  senkrechten  Eanten  des  Netzes  XXII' 
durch  y'  und  die  auf  C^li^'^ö^B.^^a.  senkrecht  stehenden 
Kanten  durch  k'  und  endlieh 
der  durch  je  zwei  Kanten  y'  eingeschlossene  Winkel  durch  G\ 

„        „      „  eine  Kante  y'  und  a'      „  ,,  „     B', 

bezeichnet,  so  bestehen  folgende  Beziehungen: 


sin\  ^  = 


1 


*    .  2  cos  qy 
=  -\  ys  .  sin  Sa  =  -{-  ys.  sin  (%  - 


<'-ot(j-^  ==-  lang 


„-  —  y  ö  cos  B.  =  —. —  ■  cos  £„  - 1-  2  stn  <p  s~in  Sg , 
2  sintf 
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Für  die  Archimedeiscbe  Varietät  des  Netzes  XXII'  ist 

Io,  Vb—l       ,        „      lanqrpsinrp 

tang  f  ^  -=  f  iamj  (p  =  - — ^ —  >    tavg  P  =  — ^_^--_r.  ^ 
V/2  ^  " 

und   für   diejenige   Varietät,    deren   Eckpunkte  die   Schnitt- 
punkte F  der  Diagonalen  sind  (vergi.  §  33,  3),  resultiert: 
£„  =  90"  — 2^,    Sc:  =  <p  —  jl; , 
.    ,     ,      cos2(p       ,    , 
"  2  cos  y       ' 

sin^  a'  ~sin(g)  —  jp)  .sinQO"  —  Y^i'ti'pifing  ip , 


52y) 


==2cOSrf:. 

Durch  Substitution  der  Werte  52  a)  bis  y)  in  die 
Formeln  18a)  bis  d)  erhält  man  die  Relationen  für  die  den 
Netzen  SXII'  ein-  und  umgeschriebenen  Polyeder  und  deren 
besondere  Varietäten, 


§  37.   Ableitung  der  mögHehen  Fälle  für  die  rer- 
äuderliclieu  Vierec&snetze. 

1.  Nach  Erledigung  des  ersten  Hauptfalles  der  festen 
und  symmetrischen  gleichflächigen  Vierecksnetze  (§  34) 
wenden  wir  uns  nunmehr  zu  der  Untersuchung  des  zweiten 
Hauptfalles,  nämlich  desjenigen  der  veränderlichen  der- 
artigen Netze. 

Der  Fall,  dass  —  analog  wie  bei  den  Netzen  SVII 
eines  rhombischen  Sphenoids  (§  29)  —  keiner  der  vier  Winkel 
^j, ^21-^31-^1  "iss  Vierecks  einen  aliquoten  Teil  von  360'' 
beträgt  und  diese  Winkel  an  allen  Ecken  des  Netzes  in 
gleicher  Weise  auftreten,  ao  dass  das  Netz  zugleich  gleich- 
eckig  wird,  ergiebt  sich  sofort  als  unmöglich;  denn  einer- 
seits müssten  die  vier  Winkel  des  Vierecks  mindestens  einmal 
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an  jeder  Ecke  auftreten,  ihre  Summe  also  höchstens  360" 
betragen,  andererseits  muss  aber  diese  Summe  grösser 
als  360"  sein. 

Dagegen  bietet  sich  diejenige  Möghchkeit  für  die  Be- 
schaffenheit und  Anordnung  der  Winkel  und  Ecken  dar, 
dass  einige  der  Winkel  aliquote  Teile  von  360"  betragen 
und  eine  Hauptgruppe  von  Ecken,  wie  im  ersten  Haupt- 
falle bilden,  indem  sich  je  n  Winkel  Ai  in  einer  Ecke  ver- 
einigen; dass  aber  eine  zweite  Hauptgruppe  von  Ecken  da- 
durch entsteht,  dass  die  übrigen  —  einander  gleichen  oder 
von  einander  verschiedenen  —  Winkel,  welche  keinen  ali- 
quoten Teil  von  360"  betragen,  sich  in  gleicher  Weise  zu 
je  einer  Ecke  vereinigen. 

Es  sind  hier  nur  die  beiden  Fälle  zu  berücksichtigen, 
dass  entweder  zwei  der  Winkel  des  Vierecks  je  einen 
aliquoten  Teil  von  360"  betragen  oder  dass  nur  ein  Winkel 
einen  aliquoten  Teil  von  360"  beträgt. 

2,  Sind  im  ersten  Falle  die  beiden  (nicht  benachbarten) 
Winkel 

.„  .  ,       360"       .       360" 

und  bildea  zweierlei  Ecken  von  der  im  ersten  Hauptfalle  fest- 
gesetzten Beschaffenheit,  so  können  die  beiden  Winkel  A^ 
und  A^  eine  zweite  Gruppe  von  fi'g  Ecken  bilden,  an  welchen 
dieselben  in  gleicher  Zahl  auftreten,  so  dass 

53(3)  k{A^  +  A^)  =  360",   Ä;  =  2,  3... 

ist.  Hieraus  ergiebt  sieh  in  Verbindung  mit  46}  (§  34)  die 
Relation : 

53,)  1  +  i+l      1  =  -^-. 

Da  Vj  und  k,  beide  mindestens  gleich  3  sein  müssen, 
so  folgt  für  Je  der  einzig  zulässige  Wert  Ä--2  und  damit 
wird: 

2 


53  d) 
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Aus   dieser  Pormei  ergiebt  sich   nur  för  die  folgenden 
drei    Wertkombiiiationen    ein    positiver,     ganzzaliliger    Wert 


a)vj-^3,    Vß  =  3,   m=12;    fi|  =  ;t^  =  4,  ;i'3  =  -j_=6; 

L)  v.-ö,  V3  =  ;-5,  )«=■-=  ÖO;  f(,  ==  12,  j(5^20,  ft'3==  ^;-  =  30. 

Im  Falle  a)  und  c)  rausa  aber,  da  je  zwei  Kanten, 
■welche  einen  Winkel  =  120"  öder  =72"  einscliliessen,  ein- 
ander gleich  aein  müsaeD,  auch  ^3  =  jl^=90"  sein;  d.  h. 
es  resultiert  in  a)  das  Rhombendodekaedernetz  XIX,  in  fi) 
das  Deltoidhesekontaedernetz  XSIl. 

Dagegen  können  im  Falle  fe),  während  die  den  Winkel 
^.3  =  120"  einschli  es  senden  Kanten  gleich  sein  müssen,  die 
den  Winkel  Ä^  =  90°  eins chlies senden  Kanten  an  Länge  von 
einander  verschieden  aein;  es  ergiebt  sich  daher  in  der  That, 
da  die  beiden  Winkel  Ä^  und  Ä^  nur  der  Bedingung: 

53Ö  A.  +  A.^im" 

unterworfen  sind,  ein  veränderliches  Netz,  das  sog. 

XXIII     Diakisdodekaedernetz, 
■welches    für    A^  =  Ä^^90'*   das    Deltoidikositetraeder- 
netz  SXI  als  einen  besonderen  Fall  enthält. 

Das  Netz  XXIII  soll  nebst  den  zugeordneten  gleich- 
eckigen Netzen  im  folgenden  §  38  betrachtet  werden. 

Wenn  die  beiden  Winkel,  welche  je  einen  aliquoten 
Teil  von  360"  betragen,  als  benachbarte  vorausgesetzt 
werden,  z.  B.  A^  und  A^,  so  ergiebt  sieh  in  dem  o)  analogen 
Falle  kein  entsprechendes  Netz  (vergl.  §  34,  3),  in  dem  c) 
analogen  Falle  kein  entsprechendes  Viereck  (verg].  §  36, 1), 
während  in  dem  b)  analogen  Falle  für  Vj^  —  i,  Vg  — 3  auch 
A^  —  A^^90°  sein  muss,  also  ■wiederum  das  Deltoidikosi- 
ietraedernetz  XXI  resultiert. 
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3.  Beträgt  im  zweiten  Falle  einer  rler  Winkel  des 
sphiirischen  Vierecks  einen  aliquoten  Teil  von  360",  ist  also 
z.  B. 

04c-)  Ät,  = 

und  bilden  diese  Winkel  die  cryte  Gruppe  von  ,«i  Ecken, 
so  können  die  drei  anderen  Winkel  A2,  Äg,  Ä^  eine  zweite 
Gruppe  von  jt'g  gleichen  Ecken  in  der  Weise  konstituieren, 
dass  sie  an  jeder  dieser  Ecken  in  gleicher  Zahl  auftreten. 
Alsdann  muss 

54/5)  A2  +  Ä^  +  J.,1  =  360 " 

sein  (für  h  [Ä^  + A^  + Ä^]^5G0'',  wo  ^5^2,  würde  sich 
für  die  Winkelsumme  des  sphärischen  Vierecks  ein  Wert 
kleiner  als  360"  ergeben). 

Aus  54k)  und  54/3)  folgt  in  Verbindung  mit  46)  (§  34): 

oder 

54/)  L,  =  2 

1  (t\  =  2vi. 

Für  einen  gewählten  Wert  von  Vj  >  3  hängen  die  Ele- 
mente eines  aolchen  Vierecks  und  der  durch  Wiederholung 
desselben  bestimmten  Netze  im  allgemeinen  von  zwei  ver- 
änderlichen Grössen  ab,  da  zufolge  54/5)  von  den  drei 
Winkeln  Ä^,  A^,  Ä^  zwei  innerhalb  gewisser  Grenzen  be- 
liebig annehmbar  sind.  In  dem  besonderen  Falle,  dass  zwei 
dieser  Winkel  z.  B.  A^  und  A^  einander  gleich  sind,  hängen 
die  Elemente  noch  von  einer  veränderliehen  Grösse  ab.  Die 
diesem  letzteren  Falle  entsprechenden  Netze,  welche  als 

XXIV     hauptaxige  Deltoidnetze 
bezeichnet   werden  mögen,  sollen  im   §  39,   die  dem  allge- 
meineren Fall  entsprechenden  zweifach  veränderliehen,  als 

XXV     hauptaxige  Trapezoidnetze 
zu  bezeichuenden  Netze,  sollen  im   §  40,   nebst   den   zuge- 
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ordneten  gleicheckigen  Netzen  unc!  den  diesen  letzteren  ein- 
uncl  umgeschriebenen  Polyedern  betrachtet  werden. 


§  38.    BiakisdodeliaedCTiietze  XXOI  iiel>st  den  zu- 
geordneten glelcheckigen  Netzen  XXIIl'  und  den 
entsprechenden  Polyedern. 

1.  Die  im  §  37,  2  unter  b)  ÖSe)  und  £)  aufgestellten  Werte 
|^,  =  90°,  ^B  =  120^  ^2  +  ^4=180°, 
1  m=-24,  ft  =  6,  f(3-8,  (i'g-12 
bestimmen  ein  einfach  veränderliches,  aus  24  gleichen,  un- 
Eymmetrischen  Vierecken  zusammengesetztes  Netz.  Da  die 
beiden  den  Winkel  J.3=120"  eins  ehlie  äsen  den  Kanten  gleich, 
die  den  Winkel  ^^  —  90"  ein schlies senden  Kanten  im  allge- 
meinen ungleich  sind,  so  sind  von  den  sphäriaclien  Ecken 
des  Netzes  die  acht  dreiflächigen  regulär,  die  sechs  vier- 
flächigen halbregulär,  während  in  jeder  der  zwölf  veränder- 
lichen Ecken  der  2""  Gruppe  sich  je  zvrei  Winkel  Ä^  und 
zwei  Winkel  A^  vereinigen. 

Die  Scheitel  der  acht  regulär- dreiflächigen  Ecken  müssen 
nun  mit  den  Eckpunkten  C  eines  Hexaedernetzes,  die  Scheitel 
der  sechs  halbregulär  -  vierflächigen  Ecken  mit  den  Eck- 
punkten Ä  des  konjugierten  Oktaedemotzes  zusammenfallen. 
Denn  betrachtet  man  (a.  Fig.  21k)  vier  in  dem  Scheitel  des 
rechten  Winkels  Ä^  zus am menstos sende  Vierecke  des  Netzes, 
80  müssen  die  vier  Scheitelpunkte  0^,0^,0^,0^  der  regulär- 
dreiflächigen  Ecken  die  Eckpunkte  eines  i'egulären  Vierecks 
bilden.  Aus  der  Kongruenz  der  gleichschenkligen  Dreiecke 
Ci Li  C; ^ (7i ia Cg  folgt  aber,  dasa  das  Viereck  Ä^B^CiB^, 
dessen  Inhalt  den  24*™  Teil  der  Kugelfläche  beträgt,  nur  die 
Grenzfläche  des  Netzes  eines  Deltoidikositetraedera  SXI 
sein  kann. 

Damit  ergiebt  sich  folgende  einfache  Konstruktion  eines 
Diakisdodekaedernetzes  XXIII: 

Man  trage  auf  den  Hauptkreisen  a  des  Hesakisoktaeder- 
netzes  XV  von  jedem  der  Oktaedereckpunkte  Ä  aus  auf  dem 
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einen  nacb,  beiden  Seiten  einen  Bogen  fa,  auf  dem  andern, 
darauf  senkrechten,  einen  Bogen  90"  — £„  ab  und  verbinde 
jeden  der  so  erhaltenen  Punkte  L  mit  den  beiden  nächst 
benachbarten  Hexaedereckpunkten  C  durch  Hauptkreise  (s. 
Fig.  21/3,  in  welcher  A^^L^  =  Ä^L^^  A^L^  ^  A^ L^^  . . . ^  i^, 
^1  ii  =  ^1  ig  -  ^., i-5  -  Jj i^  = . . .  =  SO"  -  f„  ist). 

Jedes  Oktantendreieek  wird  hierdurch  in  drei  Vierecke 
von  der  geforderten  Beschaffenheit  zerlegt,  welche  im  Mittel- 
punkte G  unter  Winkeln  von  120*"  zusammenstossen,  und 
ebenso  in  den  sechs  Punkten  A  und  in  den  zwölf  Punkten  L 
die  sphäriscben  Ecken  von  der  verlangten  Beschaffenheit 
bilden.  .Je  zwei  längs  einer  Kante  anstoasende  Vierecke  des 
Netzes  XSIII  sind  symmetrisch  gleich,  so  dass  die 
24  Flächen  in  zwei  Gruppen  von  zwölf  rechten  und  zwölf 
linken  Flächen  zerfallen.  Wir  bezeichnen  das  Netz  XXIII 
hiernach  als 
XXIII     sphärisches  (6  +  8  +  12)-ecltiges  2.12-Flach. 

Man  kann  sich  die  Grenzfläche  des  Netzes  XXIII  nnd 
das  Netz  selbst  auch  einfach  aus  dem  Netze  XXI  eines 
Deltoidikositetraeders  dadurch  entstanden  denken,  dass 
Ton  dem  einen  der  durch  die  Diagonale  A^Gj  gebildeten 
Dreiecke  A^B^C^  des  Vierecks  A^B^G^B^  das  rechtwink- 
lige Dreieck  B^C^L.^  abgeschnitten  und  an  der  Kante  B^^C^  an 
das  andere  Diagonaldreieck  A^B^C-i  angefügt  wird.  (Fig.21tt,) 

Die  zwölf  auf  den  Hauptkreisen  a  bewegliehen  Punkte  L 
dieses  Netzes  sind  die  Hälfte  der  24  Eckpunkte  eines  Netzes  X' 
■eines  (6-^  8)-fliichigen  6.4-Ecks  (g  20,3).  Und  zwar  ist 
von  den  Eckpunkten  eines  solchen  Netzes  von  je  zwei  in 
Beziehung  auf  einen  Hauptkreis  h  symmetrisch  liegenden 
Punkten  nur  einer  beizubehalten. 

Das  durch  solche  zwölf  Eckpunkte  L  allein  bestimmte 
gleieheckige  Netz  wird  im  §  45  als  ein  dem  Netze  eines  sym- 
metrischen Pentagondodekaeders  XXIX  zugeordnetes 
Netz  auf  andere  Weise  erhalten  und  betrachtet  werden. 

2,  Wir  wollen  die  Winkel  und  Kanten  einer  Grenzfläche 
des  Netzes,  ■/,.  B.  von  yl^ZjC^ig,  in  folgender  Weise  be- 
zeichnen: 
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den  Winkel  A^  mit  äem  Scheitel  Ä^  durch  ^4^=90", 

\,       A     .)       ,,  n         Ci       17       C^  =  120«, 

,,  „        Ä.,     „       „  „  L,       „      LAL,  +  L.^ 

'„         „       A    »      »  „        4      „     ij=180^ 

die  den  Winkel  f?^  ein  sehlies  senden  Kanten  CiL^  =  CiL^  —  a, 

die  Kante  ^iii  =  j'i, 

„        „      A^L^  =  y^ 

setzen. 

Dann  lassen  sich  die  Elemente  einer  Grenz£äche  in  ein- 
facher Weise  z.  B.  durch  die  Variabele  £„,  den  Abstand  des 
Punktes  L^  von  -i^,  ausdinicken.  Die  iäämtüchen  möglichen 
Vanetäten  der  Netze  XXIII  resultieren,  wenn  «^  die  Werte 
von  0"  bis  45"  annimmt,  wobei  der  Punkt  ig  den  Bogen  A^B^, 
der  Punkt  L^  den  Bogen  A^B^  durchläuft  (vergl.  Fig.  21y). 
Für  45*'>fa^90''  resultieren  dieselben  Setze,  wie  für 
0<«„''<45'',  nur  in  anderer  Stellung.  Dem  Werte  f„  =  45'* 
entspricht  das  Deltoidikositetraedernetz  XXI. 
Die  Beziehungen: 

jr^^OO^-f«,    ^a^E«,    ri  +  J-a  — 90'*, 

/ISO          •>       <!OS£a  +  sme„ 
cos  a  =  S'in  tj  . cos  (_4ö "  —  £„ )  =■— — ■■       , 

55^)  ■        ys 

cöi^(7  Ü-i  =  --  cotg  ig  ~  cos  fa  —  sin  f„ , 

cos  L^  L^  =  \-  sin  2  s^ 
gestatten   iu    einfacher  Weise   die  Art  der  Vers.nderlichkeit 
der  Elemente  des  Netzes  XXIII  zu  verfolgen. 

8.  Die  einzigen  direkt  symmetrischen  Mittelebenen  des 
Netzes  XXIII  sind  die  Ebenen  der  drei  Hauptkreise  a.  Was 
die  Äsen  dieses  Netzes  anlangt,  so  sind  es  dieselben,  wie 
diejenigen  eines  regulären  Tetraedernetzes  III  (§  11,2), 
nämlich  zwei  Gruppen  von  je  vier  gleichen  dreizähligen 
Axen  OC  und  drei  Paare  von  entgegengesetzt  gerichteten,, 
gleichen,  zweizähligen  Axen  ÖA.  Es  sind  dieser  Be- 
schaffenheit entsprechend  auch  die  acht  regulär- dreiflächigen 
Ecken  mit  den  Scheiteln  C  —  als  Teile  des  Netzes  be- 
trachtet —  in  zwei  Gruppen  von  je  vier,  deren  Scheitel  den 
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Eckpunkten  zweier  konjugierten  Tetraedemetze  entspreelien, 
zusammenzufasaen.  Die  aeehs  Ebenen  der  Hauptkreise  6 
kommen  dagegen  dem  Netze  XXIII  nicht  als  direkt  sym- 
metriaclie  Mittelebenen  zu. 

Wiewohl  daher  das  Netz  XXIII  ebenso  wie  die  voll- 
zähligen Netze  die  Eigenschaft  hat,  dasa  zu  jeder  Grenz- 
fläche die  Gegeufläche  und  zu  jeder  Ecke  die  Gegenecke  im 
Netze  vorhanden  ist  (vergl.  §  13,2),  so  bietet  es  doch  anderer- 
seits Eigentümlichkeiten  dar,  welche  den  hemigonischen  und 
bemiedri sehen  Netzen  zukommen.  Dies  besondere  Verhalten 
wird  unter  4 — 6  bei  Betrachtung  der  zugeordneten  gleich- 
eckigen Netze  und  der  entsprechenden  Polyeder  deutlich 
hervortreten. 

Einem  Vierecke  des  Diakisdodekaedernetzes  XXIII  läast 
sich  weder  ein  Kreis  um-  noch  einschreiben.  Die  erste  Eigen- 
schaft, zufolge  deren  dem  Netze  kein  entsprechendes  gleich- 
flächiges  Polyeder  ein-  und  kein  gleicheckiges  umgeachrieben 
werden  kann,  ergiebt  sich  einfach  daraus,  dass  die  Summe 
zweier  gegenüberliegenden  Winkel  {Ä^  +  C^=90''+120°=210'>) 
niemala  der  Summe  der  beiden  anderen  Wickel  ij^  +  L^  =  180** 
gleich  ist.  Die  zweite  Eigenschaft  folgt  daraus,  dass  die 
Summe  zweier  gegenüberliegenden  Kanten  («  +  90"— fa)  der 
Summe  der  beiden  anderen  Kanten  («  +  6„)  nur  in  dem  Grenz- 
falle ^n=  45"  gleich  wird,  oder  auch  daraus,  dass  der  Hal- 
bierungskreis des  Winkela  j4j  durch  C,  geht,  während 
der  Halbierungskreis  des  Winkels  C^  die  gegenüberliegende 
Kante  J-^L^  in  einem  Punkte  S^  schneidet  (s.  Fig.  21;'). 

Dabei  ist: 

g  A^  (\  S^  =  'VZtang  (45"  -  £„) , 


55  y)  l  tengS^B^ 


-ttmgsa 
1  lang Ä^S^^^l  —  tang £„. . 
4.  Wird  im  Innern  einer  Grenzfläche  (z.  B.  A^L^C^L^) 
ein  Punkt  P^  angenommen,  so  erhält  man,  wenn  die  sämt- 
lichen homologen  Punkte  der  24  Grenzflächen  —  und  zwar 
je  zwei  in  Beziehung  auf  eine  Kante  derselben  benachbarte  — 
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durcli  Hauptkreisbogen  yerbundeu  werden^  ein  gieicheekiges 
Netz,  welches  aber  im  ailgemeinen  dem  Netze  XXIH  un- 
symmetrisch zugeordnet  ist  (vergl.  §  30,  4).  Dena  bei 
beliebiger  Lage  des  Punktes  P^  liegen  zwar  immer  je  vier 
homologe,  um  einen  Punkt  A  gruppierte  Punkte,  symme- 
trisch zu  den  Hauptkreisen  a,  welche  die  Kanten  y^  und  y.^ 
bilden,  dagegen  liegen  je  drei  um  einen  Punkt  C  gruppierten 
liomologen  Punkte  P  zu  den  Kanten  (C\  L^  •"C^L^  =  C^  L^  =  a) 
nur  dann  symmetrisch,  wenn  der  Punkt  P,  auf  dem  Hal- 
bier ungsk  reise  C^S^  des  Winkels  G^  liegt. 

Die  sämtlichen  einem  Netze  XXIII  symmetrisch  zu- 
geordneten (oder  in  dem  früheren  Sinue  zugeordneten) 
gleicheckigen  Netze  XXIII'  werden  also  erhalten,  wenn  der 
Punkt  P^  und  die  zu  ihm  homologen  auf  dem  Hauptkreis- 
bogen CjS^  gewählt  werden;  alle  Punkte  P  liegen  in  diesem 
Falle  symmetrisch  zu  je  einer  Kante  des  Netzes  XXIII, 
welches  daher  das  Symmetrienetz  des  gl  ei  eh  eckigen  Netzes 
darstellt. 

Jedes  derartige  gleicheckige  Netz  XXIII'  (s.  in  Fig.  21/5 
das  punktiert  gezeichnete  Netz)  hat  2.12  gleiche  vierflächige 
sphärische  Ecken,  von  denen  je  zwei  benachbarte  symme- 
trisch gleich  sind.  Die  Grenzflächen  sind  einmal  sechs  halb- 
reguläre (2 -|- 2)-kantige  Vierecke  mit  den  Mittelpunkten  Ä^ 
femer  acht  reguläre  Dreiecke  mit  den  Mittelpunkten  C  und 
endlich  zwölf  symmetrische  viereckige  Grenzflächen  mit  je 
zwei  gleichen  benachbarten  Winkeln  und  mit  zwei  gleichen 
gegenüberliegenden  Kauten,  sog.  sphärische  Paralleltrapcze,, 
deren  Mittelpunkte  die  Punkte  L  sind.  Diese  gleicheckigen 
Netze  werden  daher  passend  als 

XXIir    sphärische  (6-1-8 -^  12) -flächige  2.12-Ecke 
bezeichnet. 

Die  Elemente  dieser  Netze  hängen  von  zwei  veränder- 
lichen Grössen  ab,  da  einem  jeden  durch  einen  Wert  für 
Sa  bestimmten  Diakisdodekaedernetze  alle  diejenigen  gleich- 
eckigen Netze  (symmetrisch)  zugeordnet  sind,  deren  Eck- 
punkte  homologe   Punkte    der   Halbierungskreisbogen   C^  S^ 
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sind.  Nimnit  also  b^  alle  Werte  von  0"  bis  45°  an,  d.  L. 
beschreibt  der  Punkt  ij  den  Bogen  lJj^A^  =  4ö''  (ond  der 
Punkt  ia  den  Bogen  ^^  J?g='45'*),  so  wird  der  zugehörige 
Halbieningskreis  C^S^,  indem  er  sich  aus  der  Lage  Äj^B^ 
in  diejenige  Ä^C^  dreht,  das  Hexakisoktaederdreieek  Ä^B-^C^ 
beschreiben.  Die  2. 12  zusammengehörigen  Eckpunkte  eines 
gleieheckigen  Netzes  können  dabei'  auch  einfach  dadurch  er- 
halten werden,  dass  man  von  den  48  Eckpunkten  des  Netzes 
XV,  welches  dem  Hexakisoktaedernetze  zugeordnet  ist,  die 
Hälfte  weglässt,  d.  h.  von  je  sechi?  um  einen  Punkt  0  grup- 
pierten nur  drei  abwechselnd  aufeinander  folgende  beibehält, 
90  dass  die  Symmetrie  der  Gruppierung  in  Beziehung  auf  die 
Hauptkreise  a  bestehen  bleibt.  Von  den  acht  ursprünglich 
um  einen  der  Punkte  A  gruppierten  Punkte  werden  dann 
nur  der  erste,  vierte,  fünfte,  achte  oder  der  zweite,  dritte, 
sechste,  siebente  beibehalten  (vergl.  die  Numerirung  der 
Eckpunkte  P  in  Fig.  21/5). 

Jedes  gleicheckige  Netz  XXIII'  ist  hieraach  auch  als 
eine  bestimmte  Hemigonie  des  gleicheckigen  Netzes  XV' 
zu  betrachten,  wiewohl  ebenso  wie  bei  den  vollzähligen 
Netzen  zu  jeder  Ecke  die  Gegenecke  und  zu  jeder  Fläche 
die  Gegenfläche  im  Netze  vorhanden  ist  (vergl.  3). 

Eine  dem  Netze  XXIII  konjugierte  oder  eine  Ärchi- 
medeische  Varietät  des  Netzes  XXIII'  kann  es  nicht 
geben  (vergl.  3). 

5.  Wir  bezeichnen  die  Abstände  eines  auf  dem  Halbie- 
rungskreise  C^S^  angenommenen  Punktes  F^  von  Ä,  und  Cj  wie 
früher  bez.  mit  s'a  und  s'c,  den  Winkel,  welchen  der  Haupt- 
kreisbogen A^P^  mit  A^B^  bildet,  mit  •»'„  (vergl.  §27,  5), 
ferner  die  bez.  auf  den  Kanten  «,  y^  und  y^  ^^^  Symme- 
trienetzes senkrecht  stehenden  Kanten  durch  (^',  y'i,  y'si  (s. 
Fig.  21;-:  2\J,  =  P,J,==^-«',  P,H,-^iy\,  P^H^-^y\), 
die  von  diesen  Kanten  eingeschlossenen  und  bez.  den  Winkeln 
j4i,Ci,iJj,i3  gegenüberliegenden  Winkel  durch  A\jC\, 
L\^L\  und  die  beiden  Teilwinkel,  in  welche  der  Winkel 
J.'i  durch  den  Hauptkreisbogen  A^  }\  zerlegt  wird,  durch  A'\, 
10* 
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Ä"\.  Dann  können  die  Elemente  eines  Netzes  XXIII'  ent- 
weder direkt,  wie  diejenigen  des  Tollzähligen  Netzes  XV'  durch 
die  beiden  Veränderlichen  s'a,  &'a,  oder  auch  durch  eine  dieser 
beiden  Veränderlichen  und  die  Grösse  Eo,  deren  Wert  die 
Varietät  des  Symmetrienetzes  XXIII  bestimmt,  ausgedrückt 
werden.     Man  erhält  leicht  die  folgenden  Beziehungen: 

-     I     I       i-,/7r  ■      I  ;       cos e' a+ (cos ^'a-i- sin &'a)  sine 

SMJ i-a'^^ydsmer,    cos s'^  = >-— — ;=- ■ — '   ■  ■■■ 

'  "  '  1/3 

sin -y y\  =  sin  £'„ sin &'a ,    sinj}''^  =  sin £„ . cos ■&'„ , 

cotg  Ä"^  =  cos  i'a  tang  %-\ , 

^^  °)    cotg  A"\  =  cos  e'a  cotg  -ö^'^ , 

cotg  ^C  =yZcos  e'c , 

^  L',-L\  =  A"',^A",, 

und  ferner  (vergl.  55«)  bis  y)  ergiebt  sich  zwischen  s„  einer- 
seits und  e's  und  ^'„  andererseits  die  Relation; 

^K  ^  j  cos &■'„  — cotg i'a 

oöe)  lang  i^  =    .    „, — r-  • 

'  ^         sin%'a~cotgb\ 

Bezeichnet  man  den  Abstand  Ä^S^  durch  i'\,  ao  besteht 
zwischen  den  beiden  Grössen  £„  und  e"^  die  einfache  Be- 
ziehung (vergl.  ÖÖj'): 

55£)  tavtg  e^  +  tang  e",,  =  1 ; 

d.  h.  wenn  man  auch  auf  Ä^  A^  einen  Punkt  S^  i°i  Abstand 
-^iÖa  =  6n  annimmt,  so  sind  £g  und  S^  konjugierte  Punkte 
eines  involutorischen  Systems,  dessen  Doppelpunkte  ein- 
mal der  Punkt  So,  für  welchen 

55ij)  fanjfEn  — -£ 

(rergl,  öly'  und  21;')  ist,  d.  h.  der  Schnittpunkt  des  Hal- 
bierungskreises  des  Winkels  A^  C^  B^  mit  A^  A^  und  zweitens 
der  Punkt  A^  sind  (vergl.  §  45,  7,  Formel  mv). 
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6.  Das  gleicheckige  Polyeder,  welches  jedem  Netze  XXIII' 
eingesehrieben  werden  kann,  hat  24  gleiche  (zwölf  rechte 
und  zwölf  linke)  Tierfläehige  Ecken;  seine  Grenzflächen  sind 
sechs  Rechtecke  (Hexaederfiächen),  acht  reguläre  Dreiecke 
(Oktaederflächen)  und  zwölf  gleichschenklige  Paralleltrapeze 
(deren  Flächen  für  sich  ein  symmetrisches  Pentagondode- 
kaeder, die  im  §  45  noch  zu  betrachtende  Hemiedrie  des 
(6 -f  8) •  eckigen  6.4-Flachs,  eiosehliesseu). 

Das  Polyeder,  welches  hiernach  passend  als 
[XXIII']   gleicheckiges  (6  +  8  + 12)-flächiges  2.12-Eck 
bezeichnet  wird,  lässt  sich  (vergl.  4   am  Ende)  als   eine  be- 
stimmte Hemigonie  des  gleicheckigen  (6  +  8+  12)-flächigen 
2.24-Ecks  [XV]  (§  27,4)  erhalten. 

Das  gleichflächige  Polyeder,  welches  jedem  Netze  XXIII' 
in  dessen  Eckpunkten  umgeschrieben  werden  kann,  ist  das 
rXXIII]  gleichflächige  (6+ 8  + 12)-eckige  2.12-Flacli 
oder  Diakisdodekaeder,  welches  von  zwölf  rechten  und 
zwölf  linken  unsymmetrischen  Vierecken  begrenzt  ist  und 
sechs  vierfiächige  halbreguläre,  acht  dreiflächige  reguläre  und 
zwölf  symmetrisch -vi  er  flächige  Ecken  besitzt.  Die  Seheitel 
dieser  Ecken  entsprechen  bez.  den  Eckpunkten  eines  Okta- 
eders, eines  Hexaeders  und  der  unter  XXIX'  im  §  45  noch 
zu  betrachtenden  Hemigonie  eines  (6  +  8)-fläcliigen  6.4-Ecks; 
die  Projektionen  dieser  Eckpunkte  auf  die  Kugel  sind  die 
Eckpunkte  des  gleichflächigen  Netaes  XXIII. 

Das  Diakisdodekaeder,  welches  dem  eingeschriebenen 
gleicheckigen  Polyeder  polar  entspricht,  lässt  sich  ebenso 
als  eine  bestimmte  Hemiedrie  des  Hesakisoktaeders  durch 
Unterdrückung  von  24  Flächen,  welche  die  Bei-ührungs ebenen 
an  den  24  oben  angegebenen  Punkten  sind,  erhalten.  Man 
.bezeichnet  diese  Art  der  Hemiedrie  wohl  auch  als  parallel- 
flächige oder  dodekaedrisohe. 

Die  weiteren  Beziehungen  für  diese  Polyeder  ergehen 
sich  aus  den  für  das  sphärische  Netz  XXIII'  aufgestellten 
Formeln  ohne  Schwierigkeit. 
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%  39.  Hauptaxige  Deltoidiietze  XSIV  nebst  den 

zugeordneten  gleicheckigen  Ketzeu  XXIV'  und 

den  entsprechenden  Polyedern. 

1.  Wir  betrachten  zunächst  den  besondem,  aber  wichtigen 
Fall  der  in  §  37,  3  kurz  charaktenaierten  Netze,  in  welchem 
von  den  drei  Winkeln  A^,  Ä^,  Ä^  zwei  und  zwar  Ä^  und  .il^ 
einander  gleich  sind,  also  die  Beziehungen  gelten  (vei^i. 
54k)  bis  y): 

(    ,        3G0" 


56  a) 


-A,,  .4.  =  360'>~2A, 


I  )»  =  2  v^ ,  fi[  =  2 ,  fi'g  =-  2  v^. 

Aus  der  geforderten  Beschaffenheit  der  2  v, 
dreiflächigen  sphärischen  Ecien  ergiebt  sich,  dass  auch  im 
Falle  eines  geraden  v^  die  beiden  den  Winkel  A^  eiu- 
schliessenden  Kanten  gleich  sein  müssen  und  daher  auch, 
wegen  A^^A^,  die  beiden  den  Winkel  A^  einsehliessendeu 
Kanten  einander  gleich  sind:  die  Grenzfläche  ist  also  ein 
symmetrisches  Viereck  (Deltoid). 

Da  sich  die  Scheitel  der  beiden  regulären  iij-flächigen 
Ecken  als  Gegenpunkte  entsprechen  müssen,  so  kann  man 
ein  solches  Netz  aus  einem  regulären  Zweiecksnetze  II 
(§  10)  für  p  =  2vj  einfach  dadurch  erhalten,  dass  man  von 
dem  Scheitelpunkte  ^  und  dessen  Gegenpunkie  A'  (den  End- 
punkten der  Hauptaxen)  abwechselnd  auf  den  Halbkreisen 
einen  Bogen  =  s^  abschneidet  und  die  so  erhaltenen  auf- 
einander folgenden  Punkte  durch  Hauptkreisbogen  verbindet 
—  also  das  Skalenoedernetz  XVIII  (§  30,  i)  konstruiert. 
Durch  Vereinigung  je  zweier  längs  einer  (stumpfen)  Kante 
180"  — £ö  aneinander  stossenden  Dreiecke  dieses  Skalenoeder- 
netz es  resultiert  das  Netz  XXIV. 

Wenden  wir  dieselben  Bezeichnungen  wie  bei  dem  8ka- 
lenoedernetzeXVIII  (§  30,  a)  an  (s.  die  Fig.  22«  (1-1=3), 
22ß  (vi  =  4),  22^  (vi^ö),  so  sind  (für  v^^p,=p)x 
die  beiden  gleichen  Kanten  AD^-^ AD^  durch  äj^  —  f^ 
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der  Winkel  A,   mit  dem  Scheitel  A  durch  A  = , 

P 
die  Winkel  A^  und  Ä^  mit  den  Scheiteln  D^  unc!  öj  durch 

der  Winkel  ^3  mit  dem  Scheitel  J)^  durch  I>2  =  3IjO°-2 
zu  bezeichnen.    Die  "Winkel  A  und  -Dg  sind  hea.  das  Doppelte 
der    entsprechend  bezeichneten  Winkel  der  Grenzfläche   Ae^ 
Skaleuoedernetzes  SVIII. 

Für  die  Elemente  einer   Grenzfläche   bestehen   die  ein- 
fachen Beziehungen  (vergl.  §  30,  Formel  36  e)  ^i  Pi=p) 
90« 


56^) 


P 


tang 


90" 


A^B, 


_P_^ 

0        '  '""'^  cos  Eg 

^^B^-^D,     ^i)3=180»"2>, 

=  02-=  l80"-«„,  sin-^D^D^-^sm-^^ß^ 


cotg  C  -=  tang  f  a  sin  - 


wo  C  wiederum  den  Neigungswinkel  einer  Kante  a  gegen  den 
Äquator  a  von  A  bedeutet.  Die  Elemente  des  Netzes  XXIV 
hängen  bei  einem  fiir^  =  3,  4,...  angenommenen  Werte  von 
einer  veränderlichen  Grösse  ab,  als  welche  f„  passend  ge- 
wählt  wird.     Durchläuft   b„   die   Werte   von  0"  bis  90",  so 

90" 

nimmt   der  Winkel  B   die   Werte   zwischen  180" und 

P 
90"  an.     Den  Werten  ^„  =  90"  und   D^ÖO"  entspricht  das 
Doppelpyramidennetz  VIII. 

2.  Die  Kanten  ö,  welche  auf  den  Haupthalbkreisen  eines 
regulären  Zweieeksnetzes  II  liegen,  werden  passend  als  End- 
oder Scheitelkanten,  die  Halbmesser  OA  und  OA'  als 
Hauptasen  des  Netzes  bezeichnet.  Die  Gesamtheit  der 
Kanten   «   bildet   wie   beim   Skalenoedernetze   einen  sog. 
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Kronrand  (vergl.  §  30,2),  so   dass  jede  Bandkante  unter 
demselben  Winkel  C  gegen  den  Äquator  a  geneigt  ist. 

Die  p  Ebenen  der  Endkanten  sind  direkte  Symme- 
trieebenen des  Netzes,  während  die  Ebene  des  Äquators  a, 
deren  Hauptkreis  die  Randkanten  in  den  Punkten  C  halbiert, 
keine  solche  direkte  Symmetrieebene  ist. 

Die  Eckpunkte  -D^,  D,...  B^p^-,  und  -D^,  D^  ...  A,, 
sind  (vergl.  §  30,  a)  die  Hemigonie  eines  sphärischen 
(2  +  2p)-fläehigen  4_p-Ecks  VIII'  (§  16,7). 

Auch  hei  diesem  Netze  XXIV  sind  die  beiden  Haupt- 
axen  OA  und  OA'  ^-zählige  Axen,  die  nach  den  2^ 
Kanten  mittel  punkten  C^,  C^,...C'jj,  gerichteten  Halbmesser 
zweizählige  Axen. 

Das  hauptaxige  Deltoidnetz  XSIV   wird  mit  Rücksicht 
auf  die  angegebenen  Eigenschaften  auch  als 
kronrandiges  sphärisches  (2  +  2j))-eckiges   2j)-r!ach 
bezeichnet. 

3.  Einem  Netze  XSIV  kann  im  allgemeinen  kein  ent- 
sprechendes gleichflächiges  Polyeder  eingeschrieben  werden, 
da  dem  Deltoide  Aß^D^D^  sich  im  allgemeinen  kein  Kreis 
umschreiben  lässt.  Für  einen  angenommenen  Wert  von  p 
giebt  es  nur  eine,  einem  bestimmten  Werte  von  f«  ent- 
sprechende Varietät,  welcher  ein  Kreis  umgesehrieben  werden 
kann,  nUmlich  diejenige,  für  welche 

oo;')  tong'  ^fa  =  cos 

oder 

cos  f  a  =  tam'  — 

und  der  Radius  des  umgeschriebenen  Kreises 

56/)  .R  =  'äO''~-\E^ 

ist. 

Diese  Varietät  wird  z.  B.  einfach  dadui'ch  bestimmt, 
dasa  für  sie  die  Summe  zweier  gegenüberliegenden  Winkel 
des  Vierecks  der  Summe  der  beiden  anderen  gleich  sei.    Aus 
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P  1> 

56^)  sofort  die  angegebene  Beziehung  56j'). 

Die  Formel  56y)  entspricht  dem  in  §  30,  4  besprochenen 
Übergangsfall,  wie  denn  die  Formel  36  ji)  für  den  Über- 
gangsfall (=)  und  für  i);  ^$  genau  in  die  Formel  b^y) 
übergeht. 

Dem  besonderen  Netze  öey)  lässt  sich  daher  ein  ent- 
sprechendes gieichflächiges  Polyeder  ein-  und  ein  gleich- 
eckiges Polyeder  umschreiben  (vergl.  unter  7.). 

Dagegen  kann  jedem  sphärischen  Netze  SSIV  ein  Kreis 
eingesehrieben  ■werden,  dessen  Mittelpimkt  der  Schnittpunkt 
dea  Symmetriekreises  AD^  mit  dem  Halbierungskreiae  des 
Winkels  J)^  oder  D^  ist  und  dessen  Eadius  leicht  durch 
die  das  Viereck  bestimmenden  Grössen  ausgedrückt  werden 
kann. 

Zwei  besondere  Varietäten  der  Netze  SSIV  sind  noch 
bemerkenswert,  auf  welche  schon  früher  hingewiesen  wurde. 
Einmal  ist  dies  diejenige  Varietät,  bei  welcher  die  Deltoide 
in  Rhomben  übergehen;  diese  bereits  im  §31, s  als  {y^—f) 

SXIVci)     hanptaxige  sphärische  (2 -|-2j))-eckige 
ilhomben-2i5-Flache 

erwähnten  Netze  sind  durch  die  Bedingungen  und  Relationen 
(vergl.  Formel  43)  charakterisiert: 


56  ö) 


9Ö« 


2  cos 


Die  zweite  bemerkenswerte  Varietät  ist  diejenige,  für 
welche  D^^Dg  — 2)^=  120"  ist,  die  2jj  dreiflächigen  Ecken 
also  regulär  werden  und  die  beiden  Xanten  a  von  dem  ein- 
geschriebenen Kreise  in  deren  Mittelpunkten  G  berühi-t 
werden.     Diese  im  §  34,  4  unter  XXIVb)  bereits  aufgeführte 


y  Google 


154    Drittee  Kap.  BestimmuBg  d.  einf.  gleichfläcbig.  u,  A,  etc.  Netze. 

Arehiniedeisehe  Varietät  ist  durci,  die  Beziehungen  (vergL 
Formel  50) 


56  s) 


1  00*' 

j)       j)       j)       1200    ^^g  f,  =  ^  ianc,  — , 

.     ,  2      .    90" 

.Sil,       1     (■;   ^^    __.    gm  

1/3         P 


charakterisiert. 

Für  den  Wert  j)  =  3  fallen  diese  beiden  Varietäten  XXIVa) 
und  b)  und  die  durch  die  Werte  56;')  bestimiate  Varietät 
in  eine  zusammen,  indem  das  reguläre  Hexaedernetz  VI 
resultiert. 

4.  Wenn  man  zu  einem  beliebig  auf  der  Symmetrie- 
diagonale  AD^  angenommenen  Punkte  P,  die  homologen 
Punkte  sämtlicher  Vierecke  eines  Netzes  XXIV  konstruiert 
und  je  zwei  in  Beziehung  auf  eine  Kante  dieses  Netzes  be- 
nachbarten Punkte  durch  Hauptkreisbogen  verbindet,  so 
«rhält  man  ein  gleicheckiges  Netz,  welches  aber  im  allge- 
meinen dem  Netze  XXIV  unsymmetrisch  zugeordnet  ist. 
Denn  von  den  Hauptkreisen  dieses  gleich  eckigen  Netzes 
stehen  zwar  diejenigen,  welche  je  p  um  einen  der  Scheitel- 
punkte A  gruppierte  Punkte  succeasive  verbinden,  auf  den 
Hauptkreisen,  deren  Bogen  =fo  ist,  senkrecht.  Dagegen 
steht  derjenige  Hauptkreis,  welcher  zwei  auf  den  beiden 
Seiten  einer  Handkante  liegende  Punkte  P  verbindet,  wiewohl 
«r  immer  durch  den  IVlittelpunkt  derselben  hindurchgeht, 
doch  auf  dieser  Eandkante  im  allgemeinen  nicht  senkrecht. 
Dies  tritt  nur  dann  ein,  wenn  der  Punkt  P^  der  Mittelpunkt 
des  dem  Dreiecke  B^B^D^  umgeschriebenen  Kreises,  d.  h. 
der  Schnittpunkt  eines  im  Mittelpunkt  C  der  Eandkante 
senkrecht  zu  dieser  errichteten  Hanptkreisbogens  mit  der 
Symmetriediagonale  AD^  i^*- 

Ist  der  Punkt  P^  dieser  bezeichnete  Punkt,  so  ist  das 
gleicheckige  J^etz,  dessen  Eckpunkte  die  sämtlichen  zu  F^ 
homologen  Punkte  sind,  dem  Netze  XXIV  symmetrisch 
zugeordnet,  da  alsdann  alle  Punkte  P  zu  je  zweien  sym- 
metrisch zu  je  einer  Kante  des  Netzes  XXIV  liegen. 
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Einer  jeden  Varietät  der  Netze  XXIV,  welelie  für  einen 
angenommenen  Wert  des  p  einem  bestimmten  Werte  für  ^n 
entspricht,  ist  also  ein  gleielieckiges  Nete  XXIV  sjmme- 
triacli  zugeordnet.  Ein  solches  gleicheckiges  NebK  hat 
2p  kongruente  vierßächige  sphärische  Ecken;  seine  Grenz- 
flächen sind  einmal  zwei  reguläre  ß-Ecke,  deren  Mittel- 
punkte A  und  A'  sind  und  deren  Kanten  6'  auf  den  Kanten  d 
senkrecht  stehen,  sodann  2p  gleichschenklige  Dreiecke,  deren 
Basen  die  Kanten  S'  sind,  deren  Schenkel  a'  auf  den  Rand- 
kanten cc  des  Netzes  XXIV  in  deren  Mittelpunkten  senkrecht 
stehen  und  einen  ähnlichen  Kronrand  bilden,  wie  diese 
(s.  in  den  Fig.  22a,  22^,  22y  die  punktiert  gezeichneten 
Teile).  Man  kann  den  einen  Kronrand  dem  andern  kon- 
jugiert nennen,  da  die  Kanten  beider  sich  gegenseitig 
halbierend  aufeinander  senkrecht  stehen.  Man  kann  diese 
Netze  XXIV  daher  auch  als 

XXIV     sphärische  kronrandige  (2  +  2^)-flächige 
2jj-Eeke 
bezeichnen. 

Die  Eckpunkte  P  eines  gleicheckigen  Netzes  XXIV 
sind  also  ebenso  wie  die  Eckpunkte  I)  des  konjugierten 
Randes  die  Hemigonie  eines  sphärischen  (2  + 2^)- flächigen 
4ji-Eeks  Viri'  (§  16,  7,  vergl.  unter  2.  dieses  Paragraphen 
und  §  30,  a),  dessen  Seitenkanten  auf  den  Symmetriehaupt- 
kreisen der  Deltoide  des  Netzes  XXIV  liegen.  Durch  die 
euccessive  Verbindung  je  eines  Eckpunktes  des  obem  (untern) 
regulären  2p -Ecks  mit  dem  darauf  folgenden  des  untern 
(ohern)  wird  der  Kronrand  erhalten,  und  die  Verbindung 
der  so  bestimmten  p  oberen  und  p  unteren  Punkte  durch 
die  Diagonalen  der  Endflächen  liefert  die  Kanten  der  regu- 
lären Endflächen  des  Netzes  XXIV. 

Die  Elemente  dieser  Netze  hängen  von  einer  veränder- 
lichen Grösse  ab,  da  jeder  Varietät  der  Netze  XXIV  auch 
nur  eine  Varietät  der  Netze  XXIV  zugeordnet  ist.  Das  der 
durch  die  Werte  bßy)  bestimmten  Varietät  zugeordnete  Netz 
ist   das   einzige,    welches    seinem    Symmetrienetze    zugleich 
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konjugiert  ist  (vergl.  unter  5.  56(.),  während  das  der  Ärchi- 
raedeischen  Varietät  XXIVb)  (56a)  zugeordnete  Netz  die 
einzige  zugleich  gleichkantige,  also  die  Arehimedeische 
Varietät  der  Netze  XXIV  darstellt, 

5.  Bezeichnen  wir  den  Abstand  des  Punktes  P^  von  Ä  mit 
e'a,  die  Enifemung  desselben  von  den  drei  Punkten  i*,,  -Dg,  D^ 
mit  i'a,  die  von  den  Kanten  6'  und  a'  eingeschlossenen  und 
bez.  den  Winkeln  A,  D^^  D.^^D  und  -Ü^  des  Vierecks 
gegenüberliegenden  Winkel  durch  A\D\—D\  —  D'  und 
D'^,  so  bestehen  folgende  einfache  Beziehungen  zwischen 
den  Elementen  des  Netzes  XXIV  und  denjenigen  des  Sym- 
metrienetzes  XXIV: 


\  tt'  =  sin  e'ri .  sin  J) , 


669 


coig \ AI ^ cos ^ aian^ 1  coUi\I)\^~coSE\tangJ)~ 


tang =cfjs  e'a  cotg  - 


D',-I>', -S'-ISO 


imig  f«  tan^  t\  = ^  > 

66,)  ««'-„- 
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Aus  i^er  Formel 

tang  £„  tang  e'a  = -^ 

P 

folgt  wiederum  (vergl.  §  30  36x)  und  36A),  dass  zwei  auf 
derselben  Endkante  z.  B.  ÄD^  in  den  Abständen  *„  und  s'a 
(gleich  den  Poldistanzen  der  Endpunkte  der  beiden  konju- 
gierten Kronränder)  von  Ä  liegende  Punkte  konjugievte 
Punkte  eines  involutorisehen  Systems  sind.  Die  Doppel- 
punkte dieser  Involution  sind  die  Punkte,  in  welchen  die 
beiden  symmetrisch  gegen  den  Äquator  unter  45"  geneigten 
und  aufeinander  senkrechten  Bandkanten,  welche  fiir 

1 


P 

d.h.  ^a^s'a  erhalten  werden,  den  Haupthalbkreis  ÄDiA' 
schneiden. 

Für  die  durch  569')  bestimmte  Varietät  ist  also  der 
eine  Kronrand  dem  konjugierten  Kronrand  kongruent, 
da  «  =  «'  imd  C--6"  =  45*'  wird. 

Fiir  das  seinem  Symmetrienetze  konjugierte  gleich- 
eckige  Netz  ist  (vergi.  56  y) 

e',  =  e'^=:E,    also  £^  =  90"-^£., 
5601 


u.  8.  f.;  für  die  den  Varietäten  XXIV a)  und  XXIVb)  zu- 
geordneten Netze  werden  die  Relationen  einfach  durch  Sub 
stitution  der  Werte  aus  565)  und  56  e)  in  die  Formeln  56;;) 
bis  56  t)  erhalten. 

Bei  der  Ärchimedeisehen  VarietUt  XXIV'b)  wird  ins- 
besondere (vergl.  56e): 


y  Google 


158    Drittea  Kap,  Bestimmung  d.  einf.  gleichfläfhi^.  u.  d.  etc.  Netze. 

sin  -|  d '  -=  sin  J-  a'  =  sm  i*  ==  ^  1/3  sin  s'g , 

90"         — 
tmig  -g  «'  =  tatiff  P^2 sin  —  =  Y^ sin -^- a ; 

tang  t'^  = ■  , 

SiM —  1/  4cos' 1 


ü6x) 


4  sm  - 


90" 


1/." 


4  cos^  — -  —  1 
,P 


^Qizi/  f„  tan<)  i'd  =  4 , 

Für  j)  =  3  fallen  diese  drei  letzteren  Varietäten  in  die 
eine  des  regulären  Oktaedernefczes  IV,  welches  dem 
Hesaedemetze  VI  konjugiert  ist,  zusammen. 

6.  Es  verdient  bemerkt  zu  werden,  dass  für  p  =  3  bei 
jeder  Varietät  das  gleicheckige  Netz  durch  die  drei  voll- 
ständig ausgezogenen  Hauptkreise  eines  regulären 
Dreiecks  gebildet  wird  (s.  Fig.  22  cc).  Denn  jede  Kante  a 
des  Randes  bildet  in  diesem  Falle  die  Fortsetzung  der  Dia- 
gonale i?ji?g(=|3)  des  anstossenden  Vierecks,  oder  es  liegen 
Ton  den  sechs  Eckpunkten  des  Randes  je  zwei  aufeinander 
folgende  obere  (untere)  Punkte  mit  den  beiden  darauf 
folgenden  iinteren  (oberen)  als  deren  Gegenpunkten  auf  einem 
Hauptkreise.     Es  folgt  dies  z.  B.  einfach  aus  der  Formel 


56  A)       tangAt)^!)^- 


cotg- 


JangD, 


welche  für  j)  =  3 
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taHgAr)^B.^=^~tamjI>,  also  AB.D^^^IÜQ" ~B 
ergiebt. 

Diese  Eigenschaft  kommt  also  jedem  spliäriseheii  kron- 
randigen  (2  +  6)-fläcliigeii  Sechsecke  zu. 

Für  den  besondem  Wert  j?  =  2  reduKiert  sich  das  Del- 
toid  des  gl  eich  flächigen  Netzes  (vergl.  56(3)  wegen  A=^  180"j, 
^  =  2e„  auf  ein  gleichschenkliges  Dreieck;  das  Neta  geht 
in  das  im  %  24  behandelte  Netz  XIV  des  tetragonalen 
Sphenoids  über.  Das  zugeordnete  gl  eich  eckige  Ketz  wird 
alsdann  das  symmetrisch -zugeordnete  Netz  XlV  eines  tetra- 
gonalen Sphenoids  (§  24,  4),  indem  die  regulären  Endflüchen 
sich  auf  die  Gipfelkanten  ß'  —  2B'a  reduzieren. 

7.  Jedem  Netze  XXIV  kann  ein  gleicheckiges  Po- 
lyeder eingeschrieben  werden,  welches  von  zwei  regulären 
j)-Eeken  (den  Endflächen)  und  tou  2p  gleichschenkligen 
Dreiecken  (den  Rand-  oder  Seitenflächen)  begrenzt  ist  und 
2p  kongruente  vierfl'ächige  Ecken  mit  zwei  Paaren  von  unter 
sich  gleichen  Flächen  winkeln  besitzt.  Dies  Polyeder,  welches 
hiernach  als 

[XXIV'J     kronrandiges  gleicheckigos  (2  +  2jj)-flä- 
chiges  2j)-Eck 

zu  bezeichnen  ist,  kann  einfach  als  Hemigouie  eines  |)ris- 
matischen  (2 -|~ 2^)-flächigen  4p-Eeks  (%  16,9),  ebenso  wie 
das  Netz  XXIV  als  Hemigouie  eines  Netzes  VIII'  (4  dieses 
Paragraphen)  erhalten  werden.  Die  Diagonalen  der  recht- 
eckigen Seitenflächen  bilden  den  Kronraud,  die  Diagony.len 
der  Endflächen  die  Endkanten  des  abgeleiteten  Polyeders. 

Das  dem  Netze  XXIV  in  seineu  Eckpunkten  umge- 
schriebene gleichflächige  Polyeder  ist  ein 

[XXIV]  kronrandiges  gleichflächiges  (2-f  27))-eckiges 

2j)-.Flach 
oder  ein  hanptaxiges  Deltoid-2jj-Flach, 

Dasselbe  ist  von  2p  kongruenten  Deltoideu  begrenzt 
und  hat  zwei  regulär  p  -  flächige  Scheitelecken  und  2p  gleich- 
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scLenklig  -  dreiflächige  EaEdeeken.  Die  in  einem  Scheitel 
konvergierenden  Kanten  sind  unter  einander  gleich,  ebenso 
die  sämtlichen,  den  Kronrand  konstituierenden  Randkanten. 
Da  dies  gleichflächige  Polyeder  dem  gleickeckigen  polar 
entspricht,  so  kann  es  anch  als  Hemiedrie  der  geraden 
regulären  Doppelpyramiden  (§  16,  9)  erhalten  werden 
und  zwar  als  diejenige  Hemiedrie,  bei  welcher  von  den  Ap 
Flächen  der  Pyramiden  nur  die  abwechselnd  aufeinander 
folgenden  Flächen  beibehalten  werden.  Für  p  ■=-  3  resultiert 
die  sog.  rhomboedrisehe  Hemiedrie,  da  in  diesem  Falle 
das  abgeleitete  Polyeder  ein  Rhomboeder  wird.  Bei  diesem 
Polyeder  schneiden  sich  (vergl.  e.)  die  Berührungsebenen, 
welche  an  je  vier  auf  einem  Hauptkreise  des  gleieheckigen 
Netzes  liegende  Punkte  P  gelegt  werden,  in  parallelen  Durch- 
schnittslinien oder  bilden  eine  sog.  Zone. 

Die  Relationen  für  diese  gleicheckigen  und  gleicKflä- 
chigen  Polyeder,  sowie  für  deren  besondere  Varietäten  er- 
geben sieh  ohne  Schwierigkeit  aus  den  oben  aufgestellten 
Formeln.  Insbesondere  sind  die  demjenigen  Netze  XSIV, 
welches  seinem  Symmetrienetze  konjugiert  ist  (Ö6f),  ein- 
und  umgeschriebenen  Polyeder  bez.  den  beiden  Polyedern, 
welche  der  Varietät  56 y)  des  Netzes  XXIV  um-  und  ein- 
geschrieben sind,  konzentrisch  und  ähnlich.  Der  Ärehime- 
deischen  Varietät  des  Netzes  XXIV'  entsprechen  die  Archi- 
medeischen  Varietäten  des  ein-  und  umgeschriebeneu  Po- 
lyeders, für  welche  beim  gleicheckigen  Polyeder  die  gleich- 
schenkligen Dreiecke,  beim  gleichfläcbigen  Polyeder  die 
gleichschenklig-dreiflächigen  Ecken  regulär  werden. 


§  40.   Hauptaxige  Trapezoidnetze  XXV  nelist  den 

zugeordneten  gleicheckigen  Netzen  XXV'  imd  den 

entsprechenden  Polyedern. 

1.    Wir    gehen    nunmehr    zur    Betrachtung    des    allge- 
meinen Falles  der  in  §  37,  3  aufgestellten  Netze  über,  in- 
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dem  wir  die  besoudere,  im  vorigen  Paragraphen  gemachte 
Voransaetzuag,  dass  unter  den  drei  Winkeln  A^,A^^A.^  zwei 
und  zwar  A^  und  A^  einander  gleich  seien,  aufgeben.  Für 
diese  Netze  gelten  (vergl.  54cf  bis  y)  die  Beziehungen: 


57«) 

=  2,    (x',  =  2i' 

Auch  hier  erfordert  die  Beschaffenheit  der  2  v^  gleichen 
dreiflächigen  sphärischen  Ecken,  in  deren  jeder  die  drei 
Winkel  A^,Ä^,A^  zusammenatossen,  dass  die  beiden  den 
Winkel  A^  einschlieesenden  Kanten  —  auch  im  Falle  eines 
geraden  v^  —  gleich  sein  müssen,  während  die  beiden  den 
Winkel  .i4g  einschlies senden  Kanten  im  allgemeinen  von 
einander  verschieden  sein  werden. 

Wir  wollen  —  entsprechend,  wie  bei  dem  Netze  XXIV 
und  dem  Skalenoedemetze  XVTII  (§  30,  a)  —  für  die  Ele- 
mente der  Grenzfläche  dieses  Netzes  XXV,  welciie  ein  un- 
symmetrisches Viereck  (Trapezoid)  darstellt,  folgende  Be- 
zeichnungen anwenden; 

Es  werden: 
die  beiden  gleichen  Kanten  AI)^=^  AD„^  durch  6  = 
„    Kante  D^D^  durch  a^,   die  Kante  D^D^  durch  a^, 

der  Winkel  A,  mit  dem  Scheitel  Ä  durch  A  = ;  (v,  =  p). 

die         „        A^  und  A^  mit  den  Scheiteln  D,  und  D^  durch 

der        „        -4^  mit  dem  Scheitel  D^  durch R,  =  360" -  (Z),  +  D^) 
bezeichnet. 

Da  die  Scheitel  der  beiden  regulär-p- flächigen  Ecken 
sich  als  Gegenpunkte  entsprechen  müssen,  so  ergiebt  sich  fol- 
gende einfache  Konstruktion  einer  Grenzfläche  und  damit  des 
Netzes  XXV  (s,  Fig.  23«).    Auf  den  Haupthalhkreisen  eines 

Hess,  Kugelte ilnDg,  H 
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seil  neide 

man  von  dem  einen  Scheitelpunkt  A  einen  Bogen  AD^  = 
AD^  =  Ea  (wobei  0<Ea<90'')  ab,  ziehe  sodann  einen  Haupt- 
halbkreis durch  Ä  A\  welcher  gegen  denjenigen  AD^  A'  unter 

einem  Winkel    x (0<«<1)    seneiat    sei:     auf    diesem 

Haupthalb  kreise  schneide  mau  vou  A'  aus  den  Bogen  A'  D^^  =  £„ 
ab  und  verbinde  die  Punkte  D^,T)^,I)^  successive  durch 
Hauptkreisbogen.  Das  Netz  XXV  resultiert,  wenn  die  an- 
gegebene Konstruktion  in  allen  Zweiecken  des  regulären 
Zweiecksnetzes  ausgeführt  wird  {a.  den  ausgezogenen  Teil 
der  Fig.  23/S  (für  j)  =  4)  und  Fig.  2Zy  (für  ^  =  5).  Die  so 
erhaltene  Grenzfläehe  AD^D^D^  besitzt  alle  geforderten 
Eigenschaften;  die  Diagonale  ^Dg^lSO^  —  Ea  zerlegt  das 
Viereck  in  zwei  Dreiecke,  von  denen  jedes  das  Nebendreieck 
eines  gleichschenkligen  Dreieckes  ist;  die  Teilwinkel  bei  A 
sind  bezüglich: 


die  Teilwinkel  von  D^  sind: 

^"^"''^  l^i>aX»i,  =  D3W  =  180"~U3, 

die  Mittelpunkte  C^  und  G^  von  D^B^^a^  und  D^D.^  =  a^ 
liegen  auf  dem  Äquator  a  von  A,  so  dass  die  Bogen  AC„ 
ÄC^,  welche  die  Teilwinltel  ^'''  und  ^i'^)  halbieren,  Qua- 
dranten sind.  Die  von  einander  verschiedenen  Neigungs- 
winkel der  Kanten  Dj  D^  =  Cy  und  D^  D.j  =  a^  gegen  den 
Äquator  a  werden  mit  C\  und  C^  und  endlich  die  Diagonale 
B^Dg  durch  ß  bezeichnet. 

Dann  erhält  man  folgende  ßelationen  für  die  Ele- 
mente einer  Grenzfläche,  bei  welchen  die  beiden  Grössen 
£a  und  Ji  die  Rolle  der  beiden  unabhängigen  Veränderlichen 
spielen: 
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180"  ,  .  „        ^1B 

COS  ö  Ci  =  sm  Sa  cos  ■A )    cos  -\a,=  sin  s„  cosli~x)  — 

„,„n  tangK fanQ{\- 

A^ 1    ',anrii),  = -^ — i    tanq  1\  = — - 

p  '■  cos  Sa  CO; 


cotg  C\  =-  tcmff  e^  s-in  k 

180« 

_,         tang  x 

tang  V^  P 

^      tangi\-%)  — 

Far  x  =  -^  resultieren  die  Formeln  56/3)  und  die  Grenz- 
fläche  gellt  in  das  Deltoid  dea  Netzes  XXIV  über. 

Man  könnte  auch  die  beiden  Winkel  Z)^  und  Dg  als  un- 
abhängige Veränderliche  wählen;  dieselben  müssen  alsdann 
immer  der  Bedingung  B^  +  B^^IB^"  genügen. 

2.  Auch  hier  bezeichnen  wir  die  auf  den  Hauptkreisen 
eines  regulären  Zweiecksnetzes  II  liegenden  Kanten  als 
Eiid-  oder  Scheitelkanten,  die  Halbmesser  OA  und  OA! 
als  die  Hauptaxen  des  Netzes. 

Die  Gesamtheit  der  Kanten  a^  und  «g  bildet  bei  verti- 
kaler Stellung  des  Durchmessers  AA!  eine  auf-  und  ab- 
steigende Zickzacklinie,  die  man  nach  HesaeP)  als  einen 
Sägerand  bezeichnen  kann.  Die  Eckpunkte  dieses  ßandea, 
nämlich  die  2j)  Punkte  D  bilden  die  Hemigonie  eines  sphä- 
rischen (2-|-j?-Pp)-flächigen  2^i)-Ecks  VIII"  (§  18) 
oder  eines  gleicheckigen  (2-|-j)-|-p)-fläehigen  prisma- 
tischen 2.2j5-Ecks  (§  18,3),  und  zwar  diejenige  Hemi- 
gonie, bei  welcher  nur  die  %p  Eckpunkte  der  rechten  oder 
der  linken  Ecken  beibehalten  werden.     Die  Gesamtheit  der- 


1)  Hosgel,  Gleiclieckjge  Polyeder  etc.  pag.  f 
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jenigen  Diagonalen  der  (2  +  2)-kaiit!gen  SeitenflächeH,  welche 
successive  je  einen  Eckpunkt  des  oberen  (unteren)  lialbre- 
guiären  S.jJ-Ecks  mit  dem  darauf  folgenden  des  unteren 
(oberen)  verbinden,  konstituieren  den  Sägerand  mit  den 
Kanten  a^  und  a^. 

Die  beiden  Hauptasen  OÄ  und  OA'  sind  ji-zählige- 
Äsen;  die  nach  den  Mittelpunkten  C  der  Bandkanten  ge- 
henden Durchmesser  bilden  zwei  Gruppen  von  je  ]}  gleichen 
zweizähügen  Queraxen  (vergl.  §  18,  2). 

Dagegen  hat  das  Netz  XXV  keine  direkten  Symme- 
trieebenen, ist  also  ein  unsymmetrisches  Netz. 

Zufolge  der  angegebenen  Eigenscbaften  wird  das  Net^ 
XXV  passend  als 

XXV     sägerandiges  sphärisches   (2-|-2j>)-eekiges 

2|j-Flach 

oder  kurz  als   hanptaxiges   Trapezoidnetz  bezeichnet. 

3.  Der  Grenzfläche  dieses  Netzes  l'asst  sich  nur  in  dem 
Falle,  dass  dieselbe  in  ein  Deltoid  übergeht,  ein  Kreis  ein- 
besehreiben ;  denn  die  Summe  zweier  gegenüberliegender 
Kanten  (ß  +  «0  wird  der  Summe  der  beiden  anderen  (tf  +  «2) 
nur  gleich  für  a^  =  cc^.  Dagegen  giebt  es  eine  einfach-  un- 
endliche Vielheit  (bei  einem  fest  angenommenen  Werte  für 
p)  Tou  solchen  Netzen,  deren  Grenzflächen  ein  Kreis  um- 
geschrieben werden  kann.  Denn  die  Bedingung,  daaa  die 
Summe  zweier  gegenüberliegender  Winkel  der  Grenzfläche  der 
Summe  der  beiden  anderen  gleich   sei,  giebt  die   Beziehung; 

57^)   D,  +  A^1^0"- 

oder 

1? 

57  «')  cos  i„  =  iang  k  — 

oder 
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mid  der  Radius  R  des  umgeschriebenen  Kreises  bestimmt 
sicli  aisdaon  aus: 

COS cos löO" 

l)  p 

Allen  denjenigen  Netzen  SSY,  für  welche  die  Bedingung 
Öl  e)  oder  57 1')  einfüllt  ist,  lässt  sieh  daher  ein  entsprechendes 
gleichflächigea  Polyeder  ein-  und  ein  gleiehecldges  Polyeder 
iimschreiben   (vergl.  57k)  und  unter  7  am  Ende). 

4.  Nimmt  man  beliebig  im  Innern  des  Trapezoids 
AD^D^D^  einen  Punkt  Pj  an  und  konstruiert  die  homo- 
logen Punkte  P  sämtlicher  Vierecke  des  Netzes,  so  entsteht 
zwar  ein  gleieheckiges  Netz,  wenn  je  zwei  in  Beziehung  auf 
eine  Kante  des  Netzes  SXV  benachbarte  Punkte  durch  Haupt- 
kreiabogen  verbunden  werden,  aber  dies  gleicheckige  Netz  ist 
dem  gl  ei  eh  flächigen  im  allgemeinen  vollständig  unsymme- 
trisch zugeordnet.  Denn  es  liegen  weder  zwei  homologe 
Punkte  zweier  längs  einer  End-  (oder  Scheitel-)  Kante  an- 
einander stossenden  Grenzflächen  des  Netzes  symmetrisch  zu 
dieser  Endkante,  noch  auch  steht  der  Hanptkreisbogen, 
welcher  zwei  homologe  Punkte  zweier  längs  einer  Randkante 
aneinander  stossenden  Vierecke  verbindet,  senkrecht  auf  dieser 
Randkante,  wiewohl  er  durch  den  Mittelpunkt  (C)  derselben 
hindurch  geht.     Wird  dagegen  der  Punkt   P^   auf  dem  Hal- 

bierungskreii 

diejenigen  Hauptkreise  des  Netzes,  welche  je  j)  um  einen 
der  beiden  Scheitelpunkte  Ä  und  Ä'  gruppierte  Punkte  ver- 
binden, auf  den  Hauptkreisen  ADi-^ÄD^  =  ...  senkrecht; 
die  durch  die  Mittelpunkte  der  Randkanten  des  Nelzes  XXV 
gehenden  Hauptkreisbogen  stehen  aber  auf  diesen  nur  dann 
senkrecht,  wenn  der  Punkt  F^  der  Mittelpunkt  des  dem 
Dreiecke  D^JD^D^  umgeschriebenen  Kreises  ist.  Dieser 
Mittelpunkt  liegt  aber  auf  dem  Halbiemngskreise  des  Winkels 

Ä= !    da    der    in   der   Mitte    der   Diagonale  D^I)^=ß 

normal  errichtete  Hauptkreis  den  Winkel  A  halbiert. 
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Hieraus  folgt,  dass  einer  bestimnateii  "Varietät  der 
Netze  SXV,  welche  bei  fest  gewähltem  Werte  von  p  einem 
angenommenen  Wertaystem  für  £„  luid  k  (oder  D^  und  D^) 
entspricht,  nur  ein  bestimmtes  gleicheckigea  Netz  XSV 
symmetrisch  zugeordnet  ist,  dasjenige  nämlich,  dessen 
Eckpunkte  die  2p  auf  dem  Halbierungskreise  des  Winkels  A 
liegenden  Punkte  sämtlicher  Vierecke  sind,  welche  von  den 
Punkten  Dj,  D^,  Dg  gleichen  Abstand  haben  (s.  die  punlrtiert 
gezeichneten  Teile  der  Fig.  23ß  und  23j'), 

Wenn  den  Vierecken  des  gleiehflächigen  Netzes  ein. 
Kreis  umgeschrieben  werden  kann,  also  die  Bedingungs- 
gleichung  57  f)  oder  57  f')  erfüllt  ist,  dann  sind  die  Mittel- 
punkte dieser  Kreise  die  Eckpunkte  des  zugeordneten  gleich- 
eckigen Netzes,  Beide  Netze  sind  alsdann  konjugiert,  in- 
dem wechselseitig  die  Kanten  des  einen  Netzes  auf  denen 
des  andern  in  deren  Mittelpunkten  senkrecht  stehen. 

Jedes  solche  einem  hauptaxigen  Trapezoidnetze  zuge- 
ordnete gleicheckige  Netz  hat  2p  kongruente  vierflächige 
sphärische  Ecken.  Die  Grenzüächen  desselben  siud  einmal 
zwei  reguläre  j3-Ecke  mit  den  Mittelpunkten  A  und  Ä'  und 
den  auf  den  Endkanten  S  senkrecht  stehenden  Kauten  ä\ 
und  sodann  2^  ungleichschenklige  Dreiecke  mit  den  Kanten 
ö',ß'j,a'j,  wobei  die  Kanten  "^'ijO^'a  ^^'^-  ^^^  den  Randkanten 
«1,  Kg  des  Netzes  XXV  in  deren  Mittelpunkten  senkrecht 
stehen.  Diese  Randkanten  u'^yCi'^  (s.  Fig.  23(3  und  237) 
bilden  einen  ähnliehen  zickzackförmigen  Sägerand,  den 
man  dem  Sägerand  des  gleiehflächigen  Netzes  wiederum 
konjugiert  nennen  kann,  da  die  Kanten  beider  sich  wechsel- 
seitig halbierend  aufeinander  senkrecht  stehen.  Wir  nennen 
die  Netze  XXV'  daher  auch 

XXV     sägerandige   sphärische  (2  +  2jj)-flächige 
2i)-Ecke. 

Die  Eclipunkte  P  eines  gleicheckigen  Netzes  können 
daher,  ebenso  wie  die  Eckpunkte  D  des  konjugierten  Randes, 
als  die  Hemigonie  eines  sphärischen  (2 -l-jj+p) -flä- 
chigen 2.2iJ-Ecks  VIII"  (§  18)   oder  eines  gleieheckigen 


y  Google 


§  40.    Hauptasige  Trapezoidnetze  SSV  etc. 


167 


(2+jJ+i')-flächigeii  prismatiaclien  2.2ji-Ecks  (§  18,  a) 
erhalten  wertien  (vergl.  2,  dieses  Paragraphen).  Die  succes- 
sive  Verbindung  je  eines  Eckpunktes  des  oberen  (unteren) 
halbregulären  2.25-Ecks  mit  dem  darauf  folgenden  des  un- 
teren (oberen)  liefert  den  Sägerand  und  die  Verbindung  der 
eo  erhaltenen  p  oberen  und  jp  unteren  Punkte  unter  sich  die 
Kanten  der  regulären  EndHächen. 

Aus  dieser  Art  der  Entstehung  der  Netze  SXV  folgt 
ebenso,  wie  aus  der  oben  angegebenen,  dass  die  Elemente  dieser 
Netze   ebenfalls  von  zwei  veränderlichen  Grössen  abhängen. 

5.  Wird  wiederum  der  Abstand  des  Punktes  P^  von  A 
mit  £'„,  die  Entfernung  desselben  von  den  drei  Punkten 
DjjDgjDg  mit  f'(i  bezeichnet  und  sind  Ä\B\,J)'^,J)'^  die- 
jenigen von  den  Kanten  S',K\,a\  eingeschlossenen  Winkel, 
welche  bez.  den  Winkeln  A,I)^,I)^,D^  des  Vierecks  gegen- 
überliegen, D"^,D"\  die  beiden  Teilwinkel,  in  welche 
der  Winkel  D'^  durch  den  Halbierungskreis  des  Winkels  A 
zerlegt  wird,  so  bestehen  die  Beziehungen: 


679 


sin\S'  =  s. 


180« 


>\it\-m{^- — 5l80»)si 


cotg^A!  =  cos  *'„  fang 1 

coig  T>'\  =  cos  s'~  cotij 180", 

r,otgI>"\  =  cj>s  s'a  cotg —  180", 

-D',  -  D",  +  B'", ,  Z>',  _  180"  -  i^  -  D", , 
-D',-180»--'i--D"',; 
UQil  ferner  (vergl.  67d}: 
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1-JC, 


57;)) 


cotg  C  '^  =  tang  C^  -■=  tang  b 
cotg  C  '2  =  tang  C^  =  fang  s 


-180» 
-180"; 


daher 

57  $■)    tang  Sa  icing  f '„  =  - 


57.) 


d  =  COS  -|-  ff^  cos  -|  «'^  =  cos  -|-  «2  cos  -^  ft'ä 

=  cos— 180'' cos- — —  ISO^sJMf^sme'a 
p  p 

X  1  — M 

=  COS  Sa  COS  s'u  cotci  —  180"  cotq  180" 

■"  P  ^     P 

=  —  cotg  Dl  cotg  D"^  ~  —  cotg  Dg  cotg  D"\ 


Für  diejenigen  gleicheckigea  Netze  XSV,  welelie  ihren 
Bymmetrienetzeii  konjugiert  siml  (vergl.  57t'),  wird: 


67«) 


-ß,  tangi:' 


180" 

5 ■ 

P 


-180" 


6.  Wenn  bei  einem  bestimmten  Werte  für  k  die  Variabele 
Sa  die  Werte  von  0"  bis  90"  durchläuft,  so  beschreiben  die 
Eckpunkte  .Dj,  D^,  -Dg...  des  Randes  auf  den  Scheitel  kanten 
Quadranten  von  A  (bez.  A'")  bis  zu  dem  Äquator  a,  während 
die  Mittelpunkte  C^,  C^...  der  Randkanten  fest  bleiben. 
Durchläuft  aber  gleichzeitig  k  die  Werte  von  0  bis  \  (oder 
von  -j  bis  1),  so  ändert  sich  der  Winkel,  welchen  die  oberen 
mit  den  unteren  Scbeitelkanten  bilden,  und  welcher  für  je 
eine  benachbarte  obere  und  untere  Scheitelkante —  300"  oder 


1  - 


-360»  beträgt  (s.  Fig.  23«). 
Diese  zweite  Änderung  kann  entweder  dadurch  bewirkt 
ärden,  dass  man  (vevgl.  unter  X.)  das  eine,  z.  B.  das  obere 
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System    der    Scheitelkaniea  festhält,    und    dein    unteren    um 

AA'    als  Axe   eine   Drehung  von— 360'  erteilt,   wobei   die 

Mittelpunkte   C^,  C^--.  der   Randkanten  sieh  um  — 180"  auf 

dem  Äquator  a  verschieben,  Oder  man  kann  auch  diese 
Mittelpunkte  Cj,  G.j.,,  festhalten  und  sowohl  das  obere, 
wie    das    untere    System    der    Scheitel  kanten  je    um    einen 

Winkel  von  —180",  aber  das  eine  in  entgegengesetzter  Kich- 

tung  wie  das  andere  um  ÄA'  als  Axe  drehen.  Ändert  sieh 
hierbei,  während  x  von  0  bis  -|-  (oder  von  -^  bis  1)  wächst, 
gleichzeitig  £„  von  0"  bis  90",  so  wird  ein  Punkt  S)j  (siehe 
Fig.  25Ö),  zu  welchem  die  Punkte  D^,  D^,  B^  bez.  in  Be- 
ziehung auf  die  Hauptkreise  AG^,  G^C^,  AC^  symmetrisch 
liegen,  das  zweirechtwinklige  Dreieck  AC^G^,  dessen  dritter 

Winkel  und  Kante  C,C,= ist,  beschreiben. 

'P 

Wir  erhalten  dann  wiederum  eine  höchst  einfache  Be- 
ziehung zwischen  je  einem  Punkte  Sü^,  welcher  eine  Varietät 
der  Netze  XXV  bestimmt  und  je  einem  Punkte  P^,  welchem 
die  zugeordnete  Varietät  des  gleicheckigen  Netzes  XXV ' 
entspricht. 

Je  zwei  solcher  Punkte  ©j  und  i*-,  sind  wiederum  (vergl. 
§  29 ,  s)  konjugierte  Pole  zweier  (aphärischeu)  Punktsysteme, 
welche  in  einer  Steinerschen  Verwandtschaft  stehen.  Die 
Eckpunkte  A,G^^^G^  des  zweirechtwinkligen  Dreiecks  AG^C.^ 
sind  die  sog.  Hauptpunkte  der  Verwandfcsehaft.  Aus  der  oben 
angegebenen  Konstruktion,  sowie  aus  den  Werten  für  die  Win- 
kel der  Hauptkreise  folgt,  dass  die  drei  sphärischen  Strahlen 
^®i,  C^®!,  Cj,©!  bez.  symmetrisch  zu  den  Strahlen  AF^, 
*^i^i)  '^s^i  i^  Beziehung  auf  die  Halbierungsstrahlen  der 
Dreieckswinkel  liegen,  (Die  Beziehungen  zwischen  den 
entsprechenden  Grössen  Eo,  *'„;  -ja^,  -jw'i;  "a-^si  i-ß's  siehe 
in  den  Formeln  575')  und  bli).  Die  Verwandtschaft  ist  eine 
involutorische;  die  Halbierungskreise  der  Innen-  und 
Aussenwinkel  des  Dreiecks  AG,C„  sind  bez.  sich  selbst  ent- 
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sprechend;  ebenso  entspreclieti  die  vier  Mittelpunkte  der  das 
Dreieck  berührenden  Kreise  sich  selbst.  Dem  Mittelpioiibt 
des  das  Dreieck  von  innen  terflhrenden  Kreises  entspricht 
die  Varietät  56Ö-)  der  Netze  XXIY,  bei  welcher  der  eine 
Krön  ran  d  dem  kunjii  gierten  kongruent  ist. 

Fär  den  speziellen  Wert  ji  =  2  mrd  das  früher  in  §  29 
behandelte  Netz  XVII  eines  rhombischen  Sphenoids  er- 
halten, indem  sich  wegen  (vergl.  57  k)  und  ö)  ^  =  180'*, 
^  =  2  £„  das  Trapezoid  auf  ein  nngleichkantiges  Dreieck  re- 
duziert. Das  zugeordnete  gleicbeckige  Netz  wird  das  sym- 
metriach-konjugierte  Netz  5VII'  (vergl.  §  29,  4  bis  ö), 
indem  die  regulären  Endflächen  in  die  beiden  Gipfelkanten 
(^'=2*'n)  übergehen.  Die  Übereinstimmung  der  früher  auf- 
gestellten Formeln  35)  mit  den  aus  57)  für  j)=-2  resul- 
tierenden lässt  sich  leicht  nachweisen. 

7.  Das  gleicheckige  Polyeder,  welches  jedem 
Netxe  XSV  eingeschrieben  werden  kann,  ist  von  zwei  re- 
gulären j)-Ecken  (den  EndBächeu)  und  von  2]}  ungleich- 
kantigen Dreiecken  (den  Rand-  oder  Seitenflächen)  begrenzt 
und  hat  2  p  kongniente  vierflächige  Ecken.  Man  kann  dieses 
Polyeder,  welches  als 
[XXV]   sägerandiges  gleicheckiges  (2-|-2ji)-flächiges 

2i:»-Eck 
bezeichnet  werden  kann,  einfach  als  Hemigonie  eines  pris- 
matischen (2+ß-Fß)-flächigen  2.2ß-Ecks  (§  18,3)  [vergl. 
4.  dieses  Paragraphen]  erhalten;  die  Diagonalen  der  beiden 
Gruppen  von  rechteckigen  Seitenflächen  bilden  den  Sägerand, 
die  Diagonalen  der  Endflächen  die  Bndkanten  des  abgelei- 
teten Polyeders. 

Die  Berübrungsefaenen,  welche  in  den  Eckpunkten  eines 
Netzes  SXV  an  die  Kugel  gelegt  werden,  hüllen  als  inneren 
Kern  ein  gleichflächiges  Polyeder  ein,  welches  als 
[XXV]    sägerandiges  gleichflächiges  (2-|-2j))-eckiges 

2j)-Flach 
oder    als   bauptaxiges    Trapezoid- 2p-Flaeh   bezeichnet 
werden   kann.      Die    2j3-Grenzfläehen    sind    unsymmetrische. 
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einander  kongruente  Vierecke  (Trapezoide) ,  welche  zwei 
regulär  ß-flächige  Scheitelecken  und  2p  unregelmässig- drei- 
flächige ßandeckeii  bilden.  Die  in  den  beiden  Scheitel- 
punkten konvergierenden  Kanten  sind  einander  gleick;  da- 
gegen sind  zwei  aufeinander  folgende  Raiidkanteu  von  jenen 
und  untereinander  an  Länge  verschieden.  Dieselben  bilden 
(bei  vertikaler  Stellang  der  Hauptaxen)  den  zickzackförmigen 
Rand,  welcher  aicli  mit  den  Zähnen  einer  Säge  vergleichen 
las  st. 

Diese  gleichflächigen  Polyeder  können,  da  sie  den  gleich- 
eckigen polar  entsprechen,  auch  alsHemiedrieen  der  geraden 
Doppel  Pyramiden  mit  halbregulären  Scheitelecken  oder 
der  (vergl.  §  18,3)  gleichflächigen  {2 +p+p)' eckigen, 
ebeurandigen  2,2p-iFlache  erhalten  werden.  Es  sind 
alsdann  von  den  2, 2 j)  Flächen  nur  die  abwechselnd  aufein- 
ander folgenden,  d.  h.  entweder  die  2p  rechten  oder  linken 
Flächen  beizubehalten.  Für  jj  =  4  und  p  =  6  resultieren  die 
sog.  tetragonalen  und  hesagonalen  Trapezoeder. 

Mit  Hilfe  der  oben  aufgestellten  Formeln  kann  man 
leicht  die  wesentlichen  Keiationen  für  diese  gleicheckigen  und 
gleichflächigen  Polyeder,  sowie  für  deren  besondere  Varietäten 
aufstellen.  Den  gleichflächigen  Netzen  XXV,  deren  Grenz- 
flächen em  Kreis  umgeschrieben  werden  kann  (57  f),  iäsat 
sieh  ein  gleiehflächiges  Polyeder  ein-  und  ein  gleieheckiges 
Polyeder  umschreiben;  dieselben  sind  bez.  konzentrisch  und 
ähnlieh  denjenigen  Polyedern,  welche  den  besonderen  gleich- 
eckigen  Netzen  XXV'  (57«),  die  ihren  Symmetrienetzen  kon- 
jugiert sind,  um-  und  eingesehrieben  werden  können. 

8.  Es  sei  schliesslich  noch  darauf  hingewiesen,  dass  die 
Eckpunkte  der  hauptaxigen  Deltoid-  und  Trapezoidnetze  XSIY 
und  XXV  Kombinationen  der  beiden  Eckpunkte  A  und  A-' 
eines  festen  Zweiecksnetzes  und  der  2p  beweglichen  Pimkte  Z> 
des  Randes  darstellen,  welche  letztere  selbst  die  Eckpunkte 
eines  dem  gleichflächigen  Netze  entsprechenden  gleich- 
eckigen  Netzes  XXIV  oder  XXV'  sind. 

Nach  Erledigung  der  sämtlichen  für  Vierecksnetze 
möglichen  Fälle  wollen  wir  nunmehr  im^iächsten  Abschnitte 
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die  gleichflächigen ,  durch  aphäriache  Fünfecke  gebildeten, 
sowie  die  diesen  zugeordneten  gleicheckigen  Netze  herleiten. 


Dritte  Abteilung. 

GlelcMächige  FünfecksnetKe  nebst  den  iugeorduetBn  gleich- 
t  Netzen. 


§  41.   Aiifsleihmg  der  möglichen  Fülle. 
1.  Wenn  ein  aua  m  gleichen  und  ähnlichen  sphärischen 
Fünfecken   zusammengeaetztes   Netz  die  Kugelfläche   einmal 
bedecken  soll,  so  muas  einmal  die  Bedingungagleichung: 

58)  A,  +  Ä,  +  J,  +  A^  H- X,  ^  (3  +  ^)  180» 

erfüllt  aein,  wo  A^,A.^...A,^  die  Winkel  des  Fünfecks  be- 
zeichnen. 

Wird  sodajin  als  erster  Hauptfall  wiederum  der- 
jenige ins  Äuge  gefasat,  in  welchem  in  jedem  Eckpunkte  des 
Netzes  je  Vi  gleiche  Winkel  Ai  zusammenstossen,  alao 

59)  A—'-™-.    .--1,2,3,4,5 
imd 

60)  .U;  =  '- 

ist,  wo  ^;  die  Zahl  der  durch  je  Vi  gleiche  .Winkel  A-, 
gebildeten  Ecken  bedeutet,  ao  ergiebt  sich  aus  58)  und  59) 
die  weitere  Relation: 

61)  2^i_3+i, 
oder 

A 

6U) 


■.(i  +  i+l  +  i71)_3' 
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Die  dieser  Relation  entspreclsenden  Werte  für  ]•,  iincl  m 
bestimmen  die  m Öglichen  festen  und  symmetrischen 
Füiifecksnetze. 

2.  Die  Annahme  i'i  =  Vg=j'g  =  i'j=i'ft  =  3  ergieLt  «;  =  12 
imtl  als  entsprechendes  Netz  das  reguläre  Pentag on- 
dodekaedernetz  VII  (§  8)  ais  einzigen  Fall  eines  durch 
reguläre   Fünfecke  gebildeten  Netzes. 

3.  Werden  sämtliche  Werte  für  die  Zahlen  v;  (v;  i>  3) 
von  einander  verschieden  angenommen,  ao  ergiebt  sich 
ein  negativer  Wert  für  m;  ebenso  aiieh,  wenn  zwei  oder 
drei  Werte  für  die  Vi  einander  gleich,  die  übiigen  davon  ver- 
schieden — -  und  zwar  entweder  von  einander  verschieden 
oder  zum  Teil  einander  gleich  --  angenommen  werden. 

Nur  der  Annahme,  dasa  vier  der  Zahlen  V;  einander 
gleich,  die  fünfte  davon  verschieden  sei,  entsprechen  zwei 
zulässige  Lösungen,  nämlich 

XXVIc)  v,^4,  v^^v,^v^-=v.,  =  1i,  ni  =  24,  f<j  =  6,  4^^==  32 

und 
XXVITe)  ^1  =  5,  v^=v,^v,^v,^3,  m=60,  ;',=12,  4;(,  =  80. 

Beide  Netze  werden  sich  als  besondere  (nämlich  die 
Arcbimedeischen)  Varietäten  der  bez.  in  §  42  und  §  43 
zu  betrachtenden  veränderlichen  Netze  XXVI  und  XXVII 
ergeben. 

Damit  ist  die  Zahl  der  möglichen  Fälle  für  die  festen 
und  symmetrischen  Funfecksnetze  erschöpft. 

4.  Als  zweiter  Hauptfall  für  die  Anordnung  und  Be- 
schaffenheit der  Winliel  und  Ecken  eines  gleichfläehigen 
Fünfecksnetzes  bietet  sich  wiederum  (vergl.  §  37,  i)  der- 
jenige dar,  dass  zwei  Hauptgruppen  von  Ecken  vorhanden 
sind.  Die  erste  Hauptgruppe  ist  von  der  im  ersten  Haupt- 
falle angenommenen  Beschaffenheit,  indem  einige  der  Winkel  j4,- 
aliquote  Teile  von  360"  betragen  und  Ecken  bilden,  in 
welchen  je  Vi  gleiche  Winkel  Ai  zusammenstosaen.  Die 
zweite  Hauptgruppe  entsteht  dadurch,  dass  die  übrigen  — 
einander  gleichen  oder  von  einander  verschiedenen  —  Winkel, 
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welche   keinen   aliquoten  Teil   von    360"  betragen,  eich  auf 
gleiche  Weise  zu  je  einer  Ecke  zusammenschliessen. 

Der  Fall,  dass  nur  Ecken  der  zweiten  Haupbgruppe 
auftreten,  dass  also  — -  analog  wie  bei  den  Netzen  eines 
rhombischen  Sphenoji^s  XVII  (§  29)  —  die  Winkel,  von  denen 
keiner  einen  aliquoten  Teil  von  360"  beträgt,  in  gleicher 
Weise  an  allen  Ecken  des  Netzes  auftreten ,  d.  h,  dass  das 
Netz  zugleich  gleicheckig  sei,  ergiebt  sich  sofort  als 
unmöglich.  Denn  da  die  fünf  Winkel  des  Fünfecks  an  jeder 
solchen  Ecke  mindestens  einmal  auftreten  müssten,  ao  würde 
ihre  Summe  höchstens  360°  betragen,  was  unmöglich  ist, 
da  die  Winkelsnmme  grösser  als  040°  ist. 

5.  Ebenso  stellen  sich  die  Fälle  als  unmöglich  heraus, 
dass  nur  ein  Winkel  oder  dasa  drei  Winkel  des  Fünfecks 
je  einen  aliquoten  Teil  von  360"  betragen.  Denn  im  ersten 
Falle  müsste  die  Summe  der  vier  übrigen  Winkel  höchstens 
360",  im  zweiten  Falle  diejenige  der  beiden  übrigen  Winkel 
höchstens  180"  betragen;  beiden  Forderungen  las at  eich  aber, 
da  die  Wiiikelsumme  grösser  als  540"  ist,  nicht  genügen. 

6.  Es  bleibt  also  nur  noch  der  Fall  zu  berücksichtigen, 
dass  zwei  der  Winkel  des  Fünfecks  je  einen  aliquoten  Teil 
Tou  360"  beti'agen  und  zwei  der  ersten  Hauptgruppe  ange- 
hörige  Gruppen  von  Ecken  bilden,  während  die  übrigen 
drei  Winkel  eine  zweite  Hauptgruppe  von  Ecken  konsti- 
tuieren, an  deren  jeder  diese  drei  Winkel  in  gleicher  Weise 
auftreten. 

Es   seien    A^   und  A^  jene   beiden  (nicht  benachbarten) 

Winkel,  so  folgt  aus 

-^  ,                        ,       360"        .       360" 
62a)  A^  = ,    Ä^  = 

und 

62/3)  7i;  (Jj  +  Ä^  +  Ä^)  -  360" 

in  Verbindimg  mit  58)  die  Relation: 
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Da  aber  v^  und  v^  mindestens  gleich  3  sein  müssen, 
so  folgt  für  h  der  allein  zulässige  Wert  /ü  =  1 ;  d.  h.  die 
Ecken  der  zweiten  Hauptgruppe  sind  dreiflächig,  utid  die 
Relation  62y)  geht  über  in: 

62d)  2(i  +  i)^l^i. 

Bei  von  einander  verschiedenen  Werten  für  v^  und 
v^  ergeben  sich  nun  folgende  beiden  Lösungen: 

63)     x',  =  4,  1-3  =  3,  m=^24,  fii-6,  ji3  =  8,  ,«'^  =  24 
und 

04)     i,,  =  5,  v.,^Z,  m=60,  fi,  =  12,  f<3-20,  ^3-60, 

wo    [i\=^-=^m  wiederam   die  Zahl   der  Ecken   der  zweiten 
Hauptgruppe  bedeutet. 

Das  durch  die  "Werte  63)  charakterisierte,  zweifach- 
veränderliche 

XXVI  Pen  tagonikoaitetraeder  netz, 
welches  das  unter  3.  SXVIe)  aufgeführte  Netz  als  beson- 
deren Fall  enthält  {^g  —  ^^^^^^  120")  soll  nebst  den  zu- 
geordneten gleicheckigen  Netzen  im  folgenden  §  42,  das 
durch  die  Werte  64)  charakterisierte  zweifach  veräiider- 
liehe 

XSVII    Pentagonhexekontaedernetz, 
welches   das  unter  3.  XXVIIc)  als  hesondern  B'all  {Ä,^^A^ 
.==  jl^^lSO")    enthält,    soll   nebst  den  zugeordneten   gleich- 
eckigen Netzen  im  §  43  genauer  betrachtet  werden. 

Wenn  dagegen  die  beiden  Werte  v.^  imd  v^  einander 
gleich  angenommen  werden,  so  dass  die  Formel  62d) 
übergeht  in: 

62.)  i-l^i, 

so  ergiebt  sich  hier  nur  die  einzige  Lösung: 
65)  i-i-S,  ™  =  12,  ^==^3==4,  fi'2=12. 

Durch   diese  Werte  ist   das   zweifach-veränderliche 
XXVIII    Tetraedrische   Pentagondodekaederneiz 
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bestimmt,   von   welcbeai   für   Ä^  =  A^   das    einfach  vei-üii' 
derliehe 

SXIX    symmetri seile   Pentagondodekaedernetz 
einen  besondem  Fall  darstellt,  während  für  J  ^  —  .^J^  =  ^j;  =- 120 " 
das  reguläre  Pentagondodekaedernetz  VII  resultiert. 

Diese  Netze  SXVIII  und  XXIX  aollen  nebst  den  zu- 
geordneten gleicheckigen  Netzen  bez.  in  den  §§  44  und  45 
einer  genaiien  Betrachtung  unterworfen  werden. 

7.  Die  Annahme,  dass  die  beiden  Winkel,  welche  je 
eiaen  aliquoten  Teil  von  360"  betragen,  benachbarte  seien, 
z.  B.  .^1  und  A^,  erweist  sich  fUr  die  beiden  Fälle  63)  und 
64)  sofort  als  unzcl aasig.  Denn  die  Beschaffenheit  eines 
solchen  Netzes  würde  erfordern,  dass  die  drei  von  einem 
Winkelpunkte,  in  welchem  sich  je  drei  Winkel  J^j  — 120" 
vereinigen,  ausgehenden  Kanten  gleich  lang  und  gleichwertig 
seien,  dass  also  an  jedem  andern  Endpunkte  derselben  je 
ein  Winkel  Ä^  (=90"  oder  72")  ausser  den  veränderlichen 
Winkeln  aufträte  —  was  der  Voraussetzung  widerstreitet. 
Im  Falle  65)  würde  die  Annahme,  dass  die  beiden  regulär- 
dreiflächigen  Ecken  benachbarte  seien,  erfordern,  dass 
auch  jeder  der  drei  übrigen  Winkel  120°  betrüge,  also  sich 
das  reg\iläre  Pentagondodekaedernetz  VII  ergeben. 

Durch  die  Wertsysteme  63),  64),  65)  sind  also  die 
allein  möglichen  Fälle  der  veränderlichen  gleichflächigen 
Fünfecksnetze  dargestellt. 


§  4:2.  Pentagoiiikositetraedenietz  XXVI  uebst  den 

zugeordneten  gleicliechigen  Netzen  XXVI'  und  den 

entsprechenden  Polyedei-n. 

1.  Die  in  §  41  unter  63)  aufgestellten  Werte 
1^1  =  90",  ^==120%  A^  + A^  + A.,  =  ?jm°, 
'    \  »1  =  24,  fii  =  6,  ,i3  =  8,,a'ä  =  24 
bestimmen  ein  zweifach  veränderliches,  aus  24  gleichen 
und  ähnliehen,  unsymmetrischen  Fünfecken  zusammengeaetz- 
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tes  Netz.  Die  Beschaffenheit  deg  Netzes  erfordert,  dass 
nicht  nur  die  beiden  den  Winkel  A^  —  120°  einschlies senden 
Kanten  gleich  sind,  sondern  auch  dass  die  beiden  den 
Winliel  A^  =  90"  einschliessenden  Kanten  einander  gleich 
sein  müssen,  da  an  jedem  Eckpunkte  der  vier  von  A^  aus- 
gebenden und  sich  rechtwinklig  schneidenden  Kanten  jeder 
der  beiden  Winkel  A^  und  A^  nebst  A^  einmal  auftreten 
mues. 

Das   Netz    besitzt    hiernach    sechs    regulär- vi  erflächige 
und  acht  regulär-dreiflächige  sphärische  Ecken,  währeud  in 
jeder  der  24  veränd  er  liehen  Ecken  der  zweiten  Hanptgruppe 
sich  je  drei  Winkel  A^^  A^,  A^  vereinigen.     Die  Scheitel  der 
sechs  regulär -vierflächigen  Ecken  müssen  nun  mit  den  Eck- 
punkten A  eines   Oktaedernetzes,  die   Scheitel  der  acht  re- 
gulär-dreiflächigen Ecken  mit   den  Eckpunkten  G  des  kon- 
jugierten Hexaedernetzes  zusammenfallen,  so  daas  die  Diago- 
nale A^A^^ri  (Forme!  7  m  §  9)  ist. 
Denn  bezeichnen  wir  (s.  Fig.  24«) 
j  den  Winkel^li(=90'')mit  dem  Scheitel  A^  durch   A, 
„  „      ^3(=120")„       „  „        0,      „        C, 

83/3)      ,,  „      A,,  „       „  „        P,       „      T.i, 

SO  dass  Pa-i-P^  +  Py  =  360''  ist,  und  werden  alsdann  in  den 
Yier  um  j4j  gruppierten  Fünfecken  die  von  Ä^  ausgehenden 
Diagonalen  A^C^,A^C^jAj^C^,A^C\  gezogen,  welche  auf  zwei 
sich  normal  achneidenden  Hauptkreisen  liegen,  und  werden 
endlich  die  Punkte  Cj^,  G^,  C^,  C^  suceessive  durch  Hauptkreis- 
hogen  verbunden,  wobei  der  Schnittpunkt  von  C^C^  mit  PgPn 
durch  B^  bezeichnet  werde,  so  folgt  aus  der  Kongruenz  der 
Dreiecke  A^P^C^^A^F^C^  und  B^P^G,^B,P^G^,  dass  das 
gleichschenklig -rechtwinklige  Dreieck  J-^C^C^  dem  Fünfeck 
Ä^P^C^PßPg  an  Inhalt  gleich  ist  und  daher,  da  es  den  24*^" 
Teil  der  Kugelfläche  beträgt,  das  Dreieck  des  Tetrakis- 
hexaedernetzes  X  (§  20)  sein  muss.  Zugleich  folgt,  dass 
der   Punkt   B^,   der  Mittelpunkt   der   Basis   CiO^,  auch  der 
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Mittelpunkt  der  Kante  F^P^  des  Fünfecks  ist  und  dasa  die  drei 
Eckpunkte  T^,  P^,  P^  symmetrisch  zu  einem  innerhalb  des- 
Hexakisoktaederdreiecks  Äj^Cj^li^  m  Beziehung  auf  J.,C^,  Jj-B, 
und  -BjCi  liegenden  Punkte  P^  gruppiert  sind. 

Hieraus  ist  ersichtlich,  dass  die  24  Eckpunkte  Pg,  P4, 
Pg,  Pgj  Pg...  diejenige  Hemigonie  der  2.24  Eckpunkte  eines 
gleicheckigen  Netzes  XV  (§  27,  s)  darstellen,  bei  welcher 
nur  die  24  rechten  oder  die  24  linken  Ecken  beibehalten 
werden,  nämlich  diejenigen,  deren  Scheitel  in  den  Dreiecken 
des  H  ex  akis  Oktaeder  netz  es  liegen,  welche  dem  den  Punkt  P^ 
enthaltenden  Dreiecke  A^Cj^B^  symmetrisch  gleich  sind. 

Damit  ergiebt  sich  auch  folgende  einfache  Konstraktioit 
eines  Netzes  XSVI,  welches  als 

XSVI     sphärisches  (6  +  8  +  24)-eckiges  24-Flach, 
oder    kurz    als    Peutagonikositetraedernetz    bezeichnet 
wird: 

Man  verbinde  je  drei  Eckpunkte  A,C,B  eines  Hexa- 
kia Oktaederdreieckes  durch  Hauptkreisbogen  mit  den  drei 
Punkten  P  eines  Netzes  XV,  welche  zu  dem  im  Innern  des 
Dreiecks  liegenden  Punkte  dieses  Netzes  symmetrisch  liegen. 
Dann  bilden  die  beiden  von  A  ausgehenden  gleichen  Bogen, 
einen  Winkel  von  90",  die  beiden  von  C  ausgehenden  gleichea 
Bogen  einen  Winkel  von  120",  während  die  beiden  von  S 
ausgehenden  gleichen  Bogen  einen  Winkel  von  180"  bilden, 
also  in  einen  Hauptkreis  fallen  (verg).  Fig.  24«  und  Fig.  24ß, 
in  welchen  das  ganze  Netz  stark  gezeichnet  dargestellt, 
ist). 

2.  In  Übereinstimmung  mit  den  früher  gebrauchten 
Bezeichnungen  (§  27,  5)  wollen  wir  die  Abstände  eines 
Punktes  P^  von  den  drei  Eckpunkten  A^,  Cj,  Pj  des  Drei- 
eckes A^Ci^i  mit  fa,  £c,  E(,  die  Winkel,  welche  diese  Haupt- 
kreisbogen A,P,,  C,F^,  B,P,  bez.  mit  ^iPj,  C,^i,  P,Ci 
bilden,  durch  #■„,  9-^,  &!,  bezeichnen.  Dann  hat  man  fUr  die 
Kanten  und  Winkel  eines  Fünfecks  folgende  Werte  (verghSSß): 

63^)     ^,P,  =  ^jP,  =  f„;    C(P^"CiP,  =  f,;   P^Pj,  =  2£,, 
und 
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1/ CDS  ei,  cos  fo 


68  ä) 


i/l 

1/   -ö-  —  COS  f c  CÖS  f„ 


sin  f  c  siw  f  a 

cos  ?a  cos  f  6 


s«n  ffl  sm  Ej 

in  welchen  S/,  und  6;  mit  Hilfe  der  Formeln  33«)  durch  f„ 
und''9'a  als  die  beiden  unabhängigen  Veränderliehen  ansge- 
drüekt  werden  können, 

3.  Die  sämtlichen  möglichen  Varietäten  der  Netze  XXVI 
resultieren,  wenn  der  Punkt  P^  alle  möglichen  Lagen  inner- 
halb des  Hexakisoktaederdreieeks  Ä^^C^S,^  annimmt,  also  die 
Variabele  t^  alle  Werte  zwischen  0"  und  t;  und  gleichzeitig 
die  Variabele  ^a  alle  Werte  zwischen  0"  und  45"  durchläuft. 

Von  besonderen  Varietäten  der  Netze  XXVI  sind  folgende 
bemerkenswert: 

a)  Wenn  der  Punkt  P,  der  Mittelpunkt  des  dem  Drei- 
ecke A^Cj^J^i  umgeschriebenen  Kreises  ist,  so  wird  (vergl. 
33^)  und  330: 

•  .=(,  =  ü ,    tang  i?  =  4  sin  7-| " , 


B,    F^P,,  =  2Ii, 


XXVIa)  ■!  J?  =  27034'9",  4, 

P„=    81M5'36",  0, 

i^,  =  166''41'13",  1, 

p^=:UlfliJ3'10",  9. 

b)  Wenn  der  Punkt  Pj  der  Mittelpunkt  des  dem  Drei- 
ecke Äj^C^B^  eingeschriebenen  Kreises  ist,  die  sämtlichen 
mit  P^  homologen  Punkte    also    die  Eckpunkte   der  Archi- 
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•»'"s-aai" 

änP 

'"'       si»  22-1« 

' 

1.-34"  18' 67' 

0 

«,-26"  33' 41' 

2 

t,-17"46'61' 

4 

12" 

27' 32 

',  1 

sin 

IIP       .     , 
-305,  •«"> 

sinP 
sm46" 

P. 

-108 

63' 

12' 

3, 

'Pf 

-133 

36' 

3' 

5, 

Pr 

-117 

30' 44' 
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med  eis  dien  Varietät  des  Netzes  XV'  sind  (vergl.  SSjc),  so 
gelten,  wenn  P  den  Radius  jenes  Kreises  bedeutet, 
cotg  30° 


XXVIb) 


Bei  diesem  Fünfecke  halbieren  die  Bogen  AiF^  und 
C^Pi  bez.  die  Winkel  bei  Ä^  und  Oi,  während  der  Bogen  -F^Pi 
in  5^  auf  der  Kante  P^P^  normal  steht.  Der  Punkt  Pj  ist 
also  zugleich  der  Mittelpunkt  des  dem  Dreiecke  P^P^Pa 
umgeschriebenen  Kreises,  dessen  Radius  E'  sich  aus 
cosB'  =  cos^£b,  E'  =  24*"  55' 3",  8  bestimmt. 

c)  Wenn  der  Punkt  P^  eine  solche  Lage  hat,  dass  die 
drei  Bogen  P^J^,  Pj-Bi  und  P^C^  unter  gleichen  Winkeln 
von  120°  gegeneinander  geneigt  sind,  so  werden  die  Winkel 

636)  P„  =  P,;  =  Pj,=  120° 

und  die  dreiflächigen  Ecken  mit  den  Scheiteln  P  zu  regu- 
lären Ecken.  Die  so  entstehende  Varietät  des  Netzes  SXVI 
ist  die  bereits  in  §  41,  3  erwähnte  Ärchiraedeisehe 
Varietät  XXVIc). 

Dem  Fünfecke  des  Netzes  XXVIc)  kann  ein  Kreis  ein- 
geschrieben werden;  der  Radius  P,  dieses  Kreises,  welcher 
die  Kante  PgP^  in  ihrem  Mittelpunkte  S^  und  ebenso  die 
Kanten  PgC\  und  C^P.^  m  ihren  Mittelpunkten  berührt,  be- 
stimmt sich  aus 

630    tangP^  =  yWsinEi  =  sin{£a-^i,),  Pj  =  21*'50'43",2, 
während 

^^'^^  1  £„  =  37°   0'59",  3 

ist,  wobei  sich  der  Wert  für  Si,  aus  der  kubischen  Gleichung: 
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63  d-)  cos^  es  —  g-  COS  £j  —  -H- 1/  g-  =  0 

ergiebt. 

Die  drei  Kanten  P^P^,  P^C^,  G^P^,  welche  in  ihren 
Mittelpunkten  berührt  werden,  sind  gleich  lang,  während  die 
in  A^  zusammenstossenden  gleichen  Kanten  durch  den  Be- 
rührungspunkt in  die  Abschnitte  f^  imd  la  ~  £&  geteilt  werden. 

Der  Mittelpunkt  Q^  des  dem  Fünfeck  eingeschriebenen 
Kreises  ist  zugleich  der  Mittelpunkt  des  dem  Dreiecke  P^PgPg 
umgeschriebenen  Kreises,  dessen  Radius  Pi,'  sieh  ein- 
fach aus 

63;.)       cosP'=cosP,cosfi,  P'  =  25»26'47",  0 

bestimmt.     Für  die  Abstände   s'a,  t's,  t';,    dieses   Punktes   ^i 
TOn  den  Eckpunkten  des  Dreieckes  A^  C^  Pj  erhält  ma,n 

,  f  cos 6'„  =  cos Pi cos (f„  —  sj) ,    £'„  =  31*'45'4",  5, 

d)  Eine  vierte  bemerkenswerte  Varietät  des  Fünfecks 
ist  endlich  noch  diejenige,  welcher  ein  Kreis  umgeschrieben 
werden  kann  und  deren  Sehnenpolygon  hiernach  ein  ebenes 
Fünfeck  ist. 

Da  der  Mittelpunkt  dieses  Kreises  der  Schnittpunkt  der 
die  Winkel  bei  i,  (=90°)  und  O^  (==120")  halbierenden 
Hauptkreisbogen  sein  muss,  so  folgt 

f  P^  =  45o+60»  =  105°, 
63i)  Pj-75"  +  4ö"=120", 

\p^  =  Q0''  +  1b''  =  ldb'>. 
Wird  der  Radius  dieses  Kreises  mit  Pj  bezeichnet,  so  ist 

tang  M^  —  y2tang  -^^  e„  =  — --^o  tmg  ij  =  2  tmg  -^  b^  , 


sin  Ih" 


63fi)   {         woraus 


^  =  2siml5''  =  l/2-l/3 
folgt.    Mit  Benutzung  der  Formeln  63  d)  erhält  man 
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{£„  =  40<'43'12",  0, 
£„==29ö24'24",  7, 
£j=    7«44'    7",  1, 
J?i  =  27»41'28",  7^). 
Die  Entferaungea  s'a,  ^c,  «'s  des  Mittelpunktes  des   um- 
gescliriebeiien  Kreises   you    den    Eckpunkten   des   Dreieckes 
Ä^CiB-^  sind: 

f  e'„  =  £',  =  i?i  =  27Ml'28",  7, 

'  \mssi  =  - i;    6'i  =  26°35'33",  0. 

\  COSBb 

Nur  dieser  Varietät  SXVId)  kann  daher  ein  entspre- 
cliendes  gleichfiäciiiges  Polyeder  ein-  nnd  ein  gleicheckiges 
Polyeder  umgeschrieben  werden. 

e)  Wenn  der  Punkt  Pj  speziell  auf  die  Kante  A^  iJ^ 
fällt,  d.  h.  ^a^O"  wird,  so  ergeben  sich  die  im  §  38  be- 
handelten Diakisdodekaedernetze  XXIII,  während  für 
die  Fälle,  dass  der  Punkt  P^  auf  Ä^C^  oder  S^C^  liegt, 
keine  gleichflächigen,  die  Kugelfläche  einmal  bedeckenden 
Netze  resultieren. 

4.  Ein  jedes  Neta  XXVI  hat  dieselben  Äsen,  wie  ein 
Hexakisoktaedernetz  XV  (vergh  §  27,  2),  nämlich  drei 
Paare  vierzähliger  nach  den  Punkten  A,  vier  Paare  drei- 
zähliger  nach  den  Punkten  C  und  sechs  Paare  zweizäh- 
liger  nach  den  Punkten  li  gerichteter  Äsen.  Dagegen  hat 
ein  Netz  XXVI  keine  direkt-symmetrischen  Mittelebeneu, 
ist  also  ein  vollständig  unsymmetrisches  Netz. 

5.  Wenn  die  zu  einem  beliebig  im  Innern  einer  Grenz- 
fläche angenommenen  Punkte  ^^  homologen  Punkte  sämt- 
licher 24  Grenzflächen  konstruiert  und  je  zwei  in  Beziehung 
auf  eine  Kante  benachbarte  Punkte  ^  durch  Hauptkreis- 
bogen  verbunden  werden,  so  wird  ein  gleicheckiges  Netz 
erhalten,  welches  aber  im  allgemeinen  dem  Netze  XXVI 
unsymmetrisch-zugeordnet  ist  (vergl.  §  30,  4  und  §  38,  4). 

I)  Dieser  Wert  für  J?,  differiert  nur  um  7',  3  von  dem  Werte 
für  B  in  XXVIa). 
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ibt  es  zu  jeder  bestimmten  Varietät  eines 
Metzes  XXVI  nur  ein.  symmetrisch-zugeordnetes  Netz, 
4easen  Eckpunkte  durch  diejenigen  homologeu  Punkte  ^ 
aller  Fünfecke  gebildet  werden,  welclie  in  Beziehuug  auf 
die  Kanten  derselben  symmetrisch  liegen.  Jeder  solcher 
Punkt  ^,  z.  B,  ^j,  ist  der  Schnittpunkt  der  beiden  die 
Winkel  bei  Ä^  und  C-^  halbierenden  Hauptkreiae,  oder  der 
Mittelpunkt  dea  dem  Dreiecke  P^P^Pg  umgeschriebenen 
Kreises;  derselbe  liegt  alao  insbesondere  auch  auf  dem  in  iS^ 
auf  Pg  Pg  normal  errichteten  Hauptkreise.  Der  Punkt  ^^  fällt 
nur  bei  der  Varietät  XXVIb)  (s.  unter  3)  mit  dem  Punkte  Pj 
zusammen,  da  nur  bei  dieaer  Varietät  die  die  Winkel  bei  Ä^ 
und  Cj  dea  Fünfecks  halbierenden  Hauptkreise  zugleich  die 
Winkel  bei^j  (=45")  und  d  (-60«)  des  Dreieckes  ^jCiß^ 
lialbieren  (vergl.  Fig.  24j'), 

Jedes  derartige  gleicheckige  Netz  XXVI',  welches  einem 
Netze  XXVI  symmetriach  zugeordnet  iat  (a.  in  Fig.  24/?  den 
punktiert  gezeichneten  Teil),  besteht  aus  sechs  regulären 
■sphärischen  Vierecken  mit  den  Mittelpunkten  Ä,  aus  acht 
regulären  Dreieelcen  mit  den  Mittelpunkten  G  und  aus  24 
ungleichkantigen  Dreiecken,  deren  eine  auf  PgPg  senkrechte 
Kante  im  Punkte  -B^  halbiert  wird  und  für  welche  die  24 
Punkte  Ps,Ps,Pi,...  des  Symmetrien etzea  XXVI  die  Mittel- 
punkte der  umgeschriebenen  Kreise  sind.  Die  24  sphärischen 
einander  kongruenten  Ecken  dea  Netzes  sind  fünfflächig,  in- 
dem in  jedem  Eckpunkte  je  ein  reguläres  Viereck,  je  ein 
reguläres  Dreieck  und  je  drei  der  ungleichkantigen  Dreiecke 


Da  die  24  Scheitelpunkte  ^  dieser  Ecken  auch  homo- 
loge Punkte  der  24  von  den  Fünfecken  des  Symmetrienetzea 
XXVI  eingeachlossenen  Dreiecke  AGB  sind,  so  folgt,  dass 
•diese  Punkte  die  Hemigonie  einea  gleicheckigen  Netzea  XV 
sind  und  dass  ein  Netz  XXVI'  hiernach  einfach  dadurch  er- 
halten werden  kann,  dass  man  von  den  2,24  Eckpunkten 
Iß  einea  Netzes  XV'  nur  die  abwechselnd  auf  einander  fol- 
genden (d.  h.  entweder  die  Scheitelpunkte  der  24  rechten 
i)der  die  der  24  linken  Ecken)   beibehält  und  von  diesen  je 
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vier  um  einen  der  sechs  Punkte  A,  je  drei  um  einen  der 
acht  Punkte  C  unii  je  zwei  um  einen  der  zwölf  Punkte  B 
gruppierten  Punkte  ^  durch  Hanptkreisbogen  verbindet^). 

Die  Netze  XXVI'  bezeichnen  wir  als 
XXVI'     sphärische  (6  + 8 +  24)-flächig6  24-Ecke. 

Bei  dem  der  Varietät  XXVI  b)  symmetrisch  ziageordneten 
IS'etze  XXVIb ')  fallen,  wie  bereits  erwähnt,  die  Punkte  ^^,  ^^ . . . 
mit  den  Punkten  P^,Pg...  zusammen. 

Die  der  Varietät  XXVI  c)  zugeordnete  Varietät  XXVIc') 
ist  dadurch  ausgezeichnet,  dass  die  Punkte  $1...  mit  den 
Mittelpunkten  ^^ . . .  der  den  Fünfecken  ein  geschriebenen  Kreise 
zusammenfallen,  daas  also  die  sämtlichen  Kanten  des  gleich- 
eckigen Netzes  gleich  werden,  die  24  Dreiecke  also  zu  re- 
gulären werden.  Dies  zugleich  gleichkantige  gleich- 
eckige Netz  stellt  die  Arehimedeisehe  Varietät  XXVIc') 
der  Netze  XXVI'  dar. 

Das  Netz,  welches  der  Varietät  XXVId)  symmetrisch 
zugeordnet  ist,  hat  die  Eigentümlichkeit,  dass  seine  Eck- 
punkte ^  mit  den  Mittelpunkten  der  den  Fünfecken  des 
Symraetrienetzes  um  gesehriebeneu  Kreise  zusammenfallen. 
Die  Kanten  dieses  gleicheckigen  Netzes  halbieren  also  auch 
ihrerseits  diejenigen  des  gieichfläehigen  Netzes;  d.  h.  beide 
Netze  XXVId)  und  XXVId')  sind  symmetrisch  konju- 
giert. 

6.  Bezeichnen  wir  die  Abstände  des  Punktes  *ßj  von 
den  Eckpunkten  -^i,Ci,B^  mit  *'„,  f'c,  f'i,,  ebenso  durch 
^'b,  ^'c,  ■&'*,  die  Winkel,  welche  die  Hauptkreis  bogen  -4^Sp^, 
Gi%>  -^1^1  bez.  mit  Ä^B^,  C^A,,  B,C^  bilden,  femer 
durch  fi'  den  Radius  des  einem  Dreiecke  P^P^B^  um- 
geschriebenen Kreises,  durch  «'  und  A'  Kante  imd  Winkel 
eines  regulären  Vierecks,  durch  ;■'  und  C  Kante  und  Winkel 
eines  regulären  Dreiecks  und  endlich  durch  ß'  die  in  B, 
halbierte  Kante,  so  bestehen  folgende  Relationen: 


1)  Sohncke  bezeichnet  (s.  dessen  ErjstaUgti'uktiir  p.  166) 
das  durch  die  24  Punkte  iß  bestiimiite  Punktsystem  als  üktaedrischeii. 
a4-Punktner. 
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'  1/2  '  a^        3>- 

co^  Y  ^^'  =^  "'^^  ^'"  j   '^"'^ö'  ^  C'  ■=  1/3  cos  £^  , 


sin  Es  stji  s'c 


63?) 

=  COS  £c  COS  e'  ^+  ^^^^^^  n ' 

„„  .     J  taug  Ba  tany  ^a iV^  ~  cos  0„  cos  ö^'J  —  tang  Sa  cos öti 
I  —  tang  t'a  cos  &'a—  1  =  0, 

Die  Winkel  5p'a,  ^'^,  5ß'^  eines  uügleiehkantigen  Drei- 
eckes (z.  B.  ^1  Sßie  ^ij,  s.  Fig.  24j3)  bestimmen  sieh  leicht 
aus  den  Formeln: 

I^'n  =  /3"  +  y",  cosa"  ^  coig  Ü'  tang  ^  a', 
^':i  =  y"  +  ß'V  cosß"  •=  cotgR'tang-jß', 
mr  n    .     ^d  f/  ^     tjIj  1      I 

>45\=-o:    +ß  ,     cosy    -^  cotg  n' taitg ^ y  , 

Statt  der  Variabein  £„,£5,  s*  oder  ffl,d'„  und  entsprechend 
statt  s'a,  e'c,  e'b  oder  s'a,&'a  können  in  obige  Formeln  auch 
[vergl.  die  Formeln  33)  in  §27]  die  Variabein  £ai,  £ns,Eas 
und    entsprechend    e'nn  t'aa,  ^'03    eingeführt   werden,    wobei 

COS^  £ai-\- t^OS^  Sas-i- COS^  £a^-=^COS^s'si-'rCOS^  s'ai  -j-COS^  f'as  =  1  i^t. 

Die  Einführung  dieser  Variabeln  wird  sich  später  (vergl. 
das  fünfte  Kapitel)  bei  Benutzung  der  rechtwinkligen 
Koordinaten  der  Punkte  Sß  als  vorteilhaft  erweisen. 

Für  die  Varietät  XXVIb)  und  die  zugeordnete  Varietät 
SXVIb')  wird  (s.  Formel  33k) 

63g,)     &.^&\.^22r,   tang.^^tang.'.^^^^^^^, 

welche  Wertsysteme  auch  die  Gleichung  63t)  befriedigen. 

Die  Punktsysteme  P^...  und  5pi...  stehen,  wie  aus  den 
angegebenen  Konstruktionen  unmittelbar  folgt  und  auch  airs 
der  Formel  63ö)  hervorgeht,  wiederum  in  einer  Steiner- 
sehen involutorischen  Verwandtschaft  (vergl.  §  29,5  und 
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%  40,  6).  {S.  Fig.  24;-.)  Der  einem  Punkte  P^  konjugierte 
Pol  ^1  ist  der  Sclinittpmikt  der  drei  StraHen  Ä,  ^^ ,0,^,,  Il,%, 
welche  bez.  sjinmetriscli  in  Beziehimg  auf  die  Halbierungs- 
strahlen  der  Winkel  des  Dreiecks  Ä^  C^  B^  zu  den  Strahlen 
^iPi,  Cj-Pi,  APi  liegen.  Die  Punkte  A^,  C„  B^  sind 
die  Hauptpunkte  der  Verwandtschaft,  während  die  vier 
Mittelpunkte  der  das  Dreieck  Aj^C^B^  berührenden  Kreise 
die  Doppelpunkte  darstellen.  Insbesondere  ist  der  Mittel- 
punkt des  das  Dreieck  von  Innen  berührenden  Kreises  der 
durch  die  Foniiel  63^)  bestimmte  Punkt,  dessen  2 .  24  homo- 
loge Punkte  die  Eckpunkte  der  Arcbimed  ei  sehen  Varietät  des 
Netzes  SV  bilden,  während  die  Hemigonie  derselben  die 
Eckpunkte  der  Varietät  XXVIb')  darstellt. 

Die  Werte  für  die  Archimedeische  Varietät  XXVIc') 
sowie  für  diejenige  XSVId')  ergeben  sich  ohne  Schwierigkeit 
aus  den  Formeln  63^)  und  63g). 

7.  Das  gleicheckige  Polyeder,  welches  jedem  Netze  SXVI' 
eingeschrieben  werden  kann,  ist  von  sechs  Quadraten  (Hexa- 
ederflächen) ,  acht  ]-egulären  Dreiecken  (Oktaeder flächen)  und 
Ton  24  unregelmässigen  Dreiecken  begrenzt  und  hat  24 
kongruente  fünfflächige  Ecken.  Wir  bezeichnen  dasselbe  als 
[XXVI']  gleicheckiges  (6  + 8-f24)-flächiges  ■24-Eek. 
Ihm  entspricht  polar  das  demselben  Netze  in  dessen  Eck- 
punkten umgeschriebene  gleichflächige  Polyeder,  nämlich  das 
[XXVIj  gleiehflächige  (6  +  8 +24)-eckige  24-Flach 
oder  Pentagonikositetraeder,  welches  von  24  kongruenten 
unsymmetrischen  Fünfecken  begrenzt  ist  und  sechs  regulär- 
vierflächige  Ecken  (deren  Scheitel  Oktaedereckpunkte  sind), 
acht  regulär-dreiflächige  Ecken  (deren  Scheitel  Hexaedereck- 
punkte sind)  und   24  unregelmässig- dreiflächige  Ecken  bat. 

Die  24  unregelmässigen  Dreiecke  des  gleicheckigen  Po- 
lyeders [XXVI ']  sind  die  Grenzflächen  einer  bestimmten 
Varietät  des  gleichflächigen  Polyeders  [XXVIJ,  und  ebenso 
sind  die  24  Scheitel  der  unregelmässig -dreiflächigen  Ecken 
des  Polyeders  [XXVI]  die  Eckpunkte  einer  bestimmten  Varie- 
tät  des    gleicheckigen  Polyeders    [XXVI'].     Denn   die   oben 
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dui-ch  P  bezeichneten  Punkte  der  Kugel  sind  bei  dem  ein- 
geschriebenen gleieheckigea  Polyeder  die  Scbnittpunkte  der 
vom  Mittelpmikte  der  Kugel  auf  die  Ebenen  dieser  Dreiecke 
gefällten  Normalen,  bei  dem  umgeschriebenen  gleichfliicliigen 
Polyeder  die  Schnittpunkte  der  vom  Mittelpunkte  der  Kugel 
nach  den  Scheiteln  der  unregelmässig  -  dreiflächigen  Ecken 
gezogenen  Eckradien. 

Die  nähere  Beschaffenheit  der  Ecken,  Flächen,  Axen, 
Flächenwinkel  u.  s.  w.  der  beiden  Polyeder  ergiebt  sich  ein- 
fach mit  Benutzung  der  Beziehungen  18a)  bis  d)  aus  den 
für  das  gleicheckige  sphärische  Netz  aufgestellten  Formeln. 
Auch  wird  man  die  besonderen  Varietäten,  welche  den  spe- 
ziellen Netzen  XSYIa')  bis  d')  entsprechen,  ohne  Schwierig- 
keit herleiten  und  die  besonderen  Eigenschaften  derselben 
feststellen. 

Das  dem  gleicheekigen  Netze  XXVIb')  eingeschriebene 
gleicheekige  Polyeder  [XXVIb')]  hat  die  Eigenschaft,  dass 
die  24  unregelmässig -dreieckigen  Grenzflächen  erweitert  ein 
gleichflächiges  Pentagonikositetraeder  einschliessen,  welches 
dem  demselben  Netze  umgeschriebenen  Polyeder  [SXVlb)J 
geometrisch  ähnlieh  ist;  umgekehrt  sind  die  24  Scheitel  der 
unregelmässig-dreiflächigen  Ecken  dieses  letzteren  Polyeders 
die  Eckpunkte  eines  gleicheekigen,  welches  dem  einge- 
schriebenen geometrisch  ähnlich  ist. 

Dem  gleicheekigen  Netze  XXVIc')  entsprechen  als  ein- 
nnd  umgeschriebene  Polyeder  die  bezüglichen  Archimedei- 
schen  Varietäten  der  gleicheekigen  und  gleichflächigen  Po- 
lyeder, bei  welchen  bez.  die  24  unregelmässig -dreieckigen 
Grenzflächen  und  die  24  unregelmässig-dreiflächigen  Ecken 
regulär  werden. 

Das  dem  gleicheckigen  Netze  XXVld')  eingeschriebene 
Polyeder  berührt  zugleich  eine  konzentrische  Kugel;  dasselbe 
ist  dem  gleicheckigen  Polyeder,  welches  dem  konjugierten 
Netze  XSVld)  umgeschrieben  ist,  konzentrisch  und  ähnlich. 
Ebenso  ist  das  dem  Netze  XXVId')  umgeschriebene  gleich- 
flächige Polyeder  zugleich  einer  konzentrischen  Kugel  ein- 
geschrieben und  demjenigen  Polyeder  konzentrisch  und  ahn- 
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lieh,  welches  dem  konjugierten  Netze  SXVId)  eingeschneheii 
werden  kann. 

Endlich  folgt  aus  der  zwischen  den  beiden  sieh  polar 
entsprechenden  Polyedern  [SXVI]  und  [XXVI']  bestehenden 
Beziehung,  dass  so  wie  das  letztere  eine  bestimmte  Hemi- 
gonie  eines  (6  +  8  +  24)-fläcHgen  2.24-Eeks  [XV]  ist,  so 
auch  das  gleiehfiächige  Polyeder  [XXY]  diejenige  bestimmte 
Hemiedrie^)  eines  (6  + 8+ 12)-flächigen  2.24-Flachs 
[XVj  (eines  Hexakisoktaeders)  darstellt,  welche  durch  Er- 
weiterung der  abwechselnd  aufeinander  folgenden  Grenzfläehen, 
d,  h,  der  24  rechten  oder  der  24  linken,  ans  jenem  erhalten 
werden  kann. 

§  43.  PeiitagonhexekontaeäerHctz  SXTII  uebst  den 

zugeordneten  gleicheekigen  Netzen  XXYII'  und  den 

entsprechenden  Polyedern. 

1.  Das  durch  die  unter  64)  §  41  aufgestellten  Werte 
1^1-72°,  ^3  =  1200,  Ä.  +  Ä^  +  Ä^^^m'', 
{       m^GO,  ft,  =  12,  «3  =  20,  fi's,  =  60 


64  k) 


bestimmte,  zweifach  veränderliche  Netz  setzt  sich  aus  sech- 
zig gleichen  und  ähnlichen,  unsymmetrischen  Fünfecken 
zusammen.  Da  zufolge  der  Beschaffenheit  dieses  Netzes 
sowohl  die  beiden  den  Winkel  ^^  =  72*",  als  auch  die  beiden 
den  Winkel  ^^3=120"  einschliessenden  Kanten  bez.  einander 
gleich  sein  müssen,  so  besitzt  das  Netz  zwölf  regulär-fünf- 
flächige, zwanzig  regulär  -  dreiflächige  sphärische  Ecken, 
während  in  jeder  der  sechzig  Yeränderlichen  Ecken  der 
zweiten  Hauptgruppe  sich  je  drei  Winkel  A2,  A^,  A^  ver- 
einigen. 

Die  Seheitel  der  zwölf  regulär  -  fünfflächigen  Ecken 
müssen  mit  den  Eckpunkten  G  eines  Ikosaedemetzes  V,  die 
Scheitel  der  regulär-dreiflächigen  Ecken  mit  den  Eckpunkten 

1)  Man  bezeichnet  dioso  Art  der  Hemiedrie  {welche  an  Krystall- 
formen  bisher  noch  meht  beobachtet  wurde)  als  plagiedriselie  oder 
gjroidisehe   Hemiedrie;    vergl.  Sohncke,    KryatallBtruktur    S.  188. 
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des  konjugierten  Pentagondodekaeclernetzea  VII  zusammen- 
fallen, so  dass  die  Diagonale  A^A^  =  %  (Formel  8  in  §  9)  ist. 
Denn  wenn  man  (s.  Fig.  25ö;) 

[den  Winkel  A^  (=  90°)  mit  <lem  Scheitel  G^  durch  G, 

„       „     ^(^120'»)  „     „       „     c;    „    C, 

64,5}  l  „  „       A^  „       „  „        Pa      „     P^, 

\   „  n        A  »       J'  "        -Pu     1-      ^o 

bezeichnet,  wobei  Pa4-  P/;  +  Py  =  360"  ist,  aladaiin  in  den  fünf 
um  <?i  gruppierten  Fünfecken  des  Netzes  die  Diagonalen 
öiCi,  GiCg,  (?,(7„  G.Os,  G'.Cg  zieht,  welche  unter  72"  gegen- 
einander geneigt  sind,  und  die  fünf  Punkte  Cj,  C^,  (7,,  Cj,  C^ 
durch  Hauptkreisbogen  succesaive  verbindet,  wobei  der  Schnitt- 
punkt von  C^Cy  mit  P,tj.Pn  durch  P,  bezeichnet  werde,  so 
ergiebt  sich  aus  der  Kongruenz  der  Dreiecke 

G,P^G,^G,P,^C^  und  B,F,,C,^Ji,P,oC^, 
dass  das  gleichschenklige  Dreieck  G^C^^C^,  dessen  Winkel 
an  der  Spitze  72^  beträgt,  dem  Fünfeck  (?,PaCiP„P,o  an 
Inhalt  (gleich  dem  60''"  Teile  der  Kugelfläche)  gleich  ist 
und  also  das  Dreieck  des  Pentakisdodekaedernetzes  XI  (§  21) 
sein  muss.  Weiter  folgt,  dass  der  Mittelpunkt  P,  der  Basis 
CiQ  auch  der  Mittelpunkt  der  Kante  P,o-Pii  ^es  Fünfeckes 
ist  und  dass  die  Eckpunkte  P^,  P,u,  P^,  symmetrisch  au  einem 
innerhalb  des  Dreieckes  G^C^B^  eines  Diakishexekon- 
taedernetzea  XVI  in  Beziehung  auf  G^C^,  G,B,  und  B^G, 
liegenden  Punkte  Pj  gruppiert  sind. 

Die  sechzig  Eckpunkte  P^,  P^,  P,,  P^,  P,^,  P,,...  ent- 
sprechen also  derjenigen  Hemigonie  der  2 .  60  Eckpunkte 
eines  gleicheckigen  Netzes  XVI'  (§  28,3),  bei  welcher  nur 
die  sechzig  rechten  oder  die  sechzig  linken  Ecken  beibe- 
halten werden,  mmlich  diejenigen,  deren  Scheitel  in  den 
Dreiecken  des  Netzes  XVI  liegen,  welche  dem  den  Punkt  P, 
enthaltenden  Dreiecke  GiG^P,  symmetrisch  gleich  sind. 

Daraus  folgt,  dass  das  Netz  XXVII,  welches  als 
XXVII     sphärisches   (12  +  20 -|-60)-eckiges  60-Plach 
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oder  kurz  als   Pentagonkexekontaedernetz    bezeichnet 
werden  soll,  auf  folgende  Art  konstruiert  werden  kann: 

Man  verbinde  je  drei  Punkte  G,  C,  B  des  Dreieckes 
eines  Netzes  XVI  durch  Hauptkreiabogen  mit  den  drei 
Punkten  eines  Netzes  XVI',  welche  zu  dem  im  Innern  des 
Dreieckes  liegenden  Punkte  dieses  Netzes  symmetrisch  liegen. 
Die  beiden  von  G  ausgehenden  gleichen  Bogen  bilden  als- 
dann einen  Winkel  von  72",  die  beiden  von  C  ausgehenden 
gleichen  Bogen  einen  Winkel  von  120",  während  die  beiden 
von  B  ausgehenden  gleichen  Bogen  in  einen  Hauptkreis 
fallen  (einen  Winkel  von  180"  bilden)  (vergl.  Fig.  2öc  und 
Pig.  25/5,  deren  ausgezogener  Teil  das  vollständige  Netz 
darstellt). 

2.  Wir  bezeichnen,  wie  in  §  28,  5,  die  Abstände  eines 
Punktes  P^  von  den  drei  Eckpunkten  G^,  C^,  B^^  des  Drei- 
eckes GiC^ßi  durch  Ej,  £5,  jj,  die  Winkel,  welche  diese 
Hauptkreisbogen  G^P^,  C^P^,  B^F^  bez.  mit  G^B„  C^G^, 
B^C^  bilden,  durch  ■9'^,  ö'^,  O*.  Dann  erhalten  wir  für  die 
Kanten  und  Winkel  des  Fünfecks  folgende  Werte  [vergl. 
34a)  in  §  28]: 

64y)    G^F,  =  G,F,a^s^,  0,F^^C,F^,^i„   F,„F,,^'2e, 
und 

_  cos  f  —  cos  es  cos  Ec  j,         ^03%  —  cos  £^  cos  Sg 


\cosFa -. '■; )    COSF^' 


64  ö) 


„         COSm  —  cos  Ea  cos  Eb 

cos  F.,  =  — -^ 7^ > 

'  sm  fip  sm  Bb 


in  welchen  e^  und  e^  mit  Hilfe  der  Formeln  34a)  durch  ib 
und  ö"6  als  die  unabhängigen  Variabein  ausgedruckt  werden 
können. 

3.  Wenn  die  Variable  fj  alle  Werte  zwischen  0  und  (p 
und  gleichzeitig  die  Variable  %-b  alle  Werte  zwischen  0"  und 
90"  durchläuft,  also  der  Punkt  Pj  alle  möglichen  Lagen 
innerhalb  des  Dreieckes  G^  C,  B^  annimmt,  so  werden  die 
sämtlichen  möglichen  Varietäten  der  Netze  XXVII  erhalten. 

Von  diesen  Varietäten  sind,  analog  wie  bei  dem  Netze 
XXVI  (§  42,  3),  folgende  bemerkenswert: 
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a)  Wenn  der  Punkt  P^  der  Mittelpunkt  des  dem  Drei- 
ecke GiCi-B^  umgeschriebenen  Kreises  ist,  so  wird  fvergl. 
%  28  Formel  U»)  \mä  34i)l: 

^  cc~  fi,  =  R,    tavig  E  =  i cotg q> . sin 3", 


XSVIIa) 


XXV  IIb) 


mJP        .  sinP 


/.'=1S<'42'45",  2,  P„=  68°52'22",  6, 
P^  =  174«19'  0",  4, 
P^  =  116»48'37",  0. 

b)  Ist  der  Punkt  F^  der  Mittelpunkt  des  dem  Dreiecke 
GiCi-B^  eingeschriebenen  Kreises,  sodass  die  sämtlicben  mit 
P^  homologen  Piiakte  die  Eckpunkte  der  Archimedeischen 
Varietät  des  Netzes  XVI'  darstellen  (34m),  so  bestehen, 
wenn  P  den  Radius  dieses  Kreises  bedeutet,  die  Beziehungen: 

coi^ P=  1/6 coft?  18»,    P~7»33'21",  8, 

sinF 

jf,  =  2öm'   3",  3,    P„  =  106023'   6",  2, 
f,=  lij"14'51",  7,     P,i=134029'45",  5, 

lf4  =  10"43'  2",  4,  Fy^n9°  7'  8",  3. 
Die  eharakteristiselie  Eigenschaft  dieses  Fünfecks  be- 
steht darin,  dass  die  Bogen  G^  P^  und  C^  P^  bez.  die  Winkel 
bei  Gl  und  C^  halbieren,  während  der  Bogen  P^P^  in  B^ 
auf  der  Kante  P^oPn  normal  steht,  so  dass  der  Punkt  P^ 
zugleich  der  Mittelpunkt  des  dem  Dreiecke  Pj  P,,,  P^,  um- 
geschriebenen Kreises  ist,  dessen  Radius  P'  sieh  aus 
cosli'  =  cos^Bf,,  P'  =  15''6'44",  0  bestimmt. 

c)  Für  diejenige  Lage  des  Punktes  Pj,  bei  welcher  die 
drei  Bogen  Pi(?i,  Pi  Pi  und  Pj^C^  unter  gleichen  "Winkeln 
von  120"  gegeneinander  geneigt  sind,  d.  h. 

64£)  P^  =  p,,  =  p.,  =  l20'' 

ist  und  die  dreiflächigen  Ecken  mit  den  Scheiteln  F^.., 
regulär  werden,  resultiert  die  bereits  in  §  41,  3  erwähnte 
Archimedeische  Varietät  SXVIIc). 
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lyi  diesem  Falle  lässt  sich  dem  Fünfecke  ein  Kreis  ein- 
schreiben, welcher  die  Kante  Pi^I'n  in  ihrem  Mittelpunkte 
B^  und  ebenso  die  Kanten  P^  C^  und  O^P^  in  ihren  Mittel- 
punkten berührt.  Der  Eadius  Pj  dieses  Kreiaes  bestimmt 
sich  aus 

64 1)       I  ^^"^  "^1  ^  V^sin  Si  —  fang  BG" .  sin  (e^  -  £/,) , 

während 

I  £^  =  27°   4' 11",  9 

ist,  wobei  der  Wert  für  £;,  sich  aus  der  kubischen  Gleichung: 
649')  cos^  Bb  —  -|  cos  f^  —  -|  Cösi/f  =  0 


Die  drei  Kanten  PioPm  Pu  C^i  und  C\F^^  welche  in 
ihren  Mittelpunkten  berührt  werden,  sind  gleichlang,  während 
die  beiden  andern,  in  G■^^  zusammens  tos  senden  gleichen  Kan- 
ten durch  den  Berührungspunkt  in  die  Abschnitte  Sg  und 
Sg  —  Eb  geteilt  werden. 

Der  Mittelpunkt  Q^  des  dem  Fünfeck  eingeschriebenen 
Kreises  ist  zugleich  der  Mittelpunkt  des  dem  Dreiecke 
P^PjgPjj   umgeschriebenen  Kreises,   dessen  Radius  B,'   sich 

640        cosÜ'=cosP^.cos£s,    ii'  =  15ö32'l",  7 
bestimmt. .   Für  die  Entfernungen  t'^,  «'c,  ^^  des  Punktes  Q-^ 
von  Ctj  ,  Cj ,  B^  erhält  man 

\cosB'„^cosP,.eos(E„-H),    e^-^S*"  14' 23",  0, 

d)  Als  eine  vierte  bemerkenswerte  Varietät  SXVIId) 
ist  endlich  noch  diejenige  zu  erwähnen,  bei  welcher  dem 
Fünfecke  ein  Kreis  umgeschrieben  werden  kann,  das  Sehnen- 
polygon also  ein  ebenes  Fünfeck  ist. 

Für  die  Winkel  P„,  P^,  Pj,  folgt,  da  der  Mittelpunkt 
dieses  Kreises  der  Durchschnittspunkt  der  die  Winkel  bei 
G^   (=72")  und  C^   (=120")   halbierenden  Hauptkreisbogen 


yGoosle 


§  43.  Pentagonlexekontaedernetz  XXVII  etc,  193 

I  p^^seo+eo"-^  96», 

64A)  P^  =  84«  +  36"=120'', 

i  P„  =  60»  +  84''=144'*. 
Beaeichnet   man   den   Radius   dieses   Kreises   durch  Hj, 
so  erhält  man: 


tang  E^ 


64^) 


cos  36"" 
woraus 


folgt.    Mit  Benutzung  der  Formeln  (64tf)  wird  erhalten: 
I«,- 30°  39' 33",  6, 
641.)      s,_19"13'62",  9,    -K,-18«43'G",  1'). 
\h-    2"    1'42",  6. 
Die  Abstände   e'^,  e'c,  a'j    des   Mittelpunktes    des   umge- 
scliriebenen  Kreises  von  den  Punkten  G-^^  C^,  H^  sind: 
I  t'.-e'.-üi-lSUS'    6",  1, 

ß*»  L„s.'._«-2ii,     .'._18"36'43".  3. 

l  COS  es 

Die  Varietät  SXVIId)  ist  die  einzige,  welcher  ein  ent- 
sprechendes gleichflüchiges  Polyeder  ein-  und  ein  gleich- 
eckiges Polyeder  umgeschrieben  werden  kann. 

4.  Die  Axen  eines  Netzes  XXVII  sind  dieselben  und 
von  gleicher  Zähligkeit,  wie  diejenigen  eines  Diakiahexekon- 
taedemetzes  XVI  (vergl.  §  28,  2).  Es  sind  also  sechs  Paare 
fünfzähliger  nach  den  Punkten  G,  zehn  Paare  drei- 
zähliger,  nach  den  Punkten  C  und  15  Paare  zwei- 
zähliger  nach  den  Punkten  B  gerichteter  Axen  vorhanden. 
Dagegen  besitzt  ein  Netz  XXVII  keine  direkt-symmetrischen 
Mittelebeneu,  ist  also  ein  Tollständig  unsymmetrisches 
Netz. 

1)  Dieäei-  "Wert  für  ü,  cUfferiert  nav  um  2l"  ton  dem  Werts 
für  Ä  in  XXVHa), 
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5.  Die  zu  eiuem  beliebig  im  Innern  einer  Grenzfläcbe 
angenommenen  Punkte  ^^  homologen  Punkte  sämtlielier 
Grenzfliichen  ergeben,  wenn  je  zwei  in  Beziehung  auf  eine 
Kante  benachbarte  Punkte  ^  durch  Hauptkreisbogen  ver- 
bunden werden,  ein  gleicheckiges  Netz,  welches  dem  Netze 
XXVII  im  allgemeinen  unsymmetrisch -zugeordnet  ist 
.  (vergl.  §  3Ü,  4,  §  38,  4,  §  42,  s).  Jeder  bestimmten  Varietät 
eines  Netzes  XXVII  ist  dagegen  nur  ein  gleicheckiges  Netz 
symmetrisch-zugeordnet.  Die  Eckpunkte  dieses  Netzes 
sind  diejenigen  homologen  Punkte  ^  aller  Fünfecke,  welche 
in  Beziehui^  auf  die  Kanten  derselben  symmetrisch  liegen. 

Jeder  solche  Punkt  ^^  z.  B.  ^j,  ist  der  Schnittpunkt 
der  beiden  Hauptkreise,  welche  die  Winkel  hei  Gj  und  C^ 
halbieren,  also  auch  der  Mittelpunkt  des  dem  Dreiecke 
PjPjgP,^  umgeschiiehenen  Kreises,  welcher  auch  auf 
dem  in  B^  auf  P^g  P^  normal  errichteten  Hauptkreisbogen 
Hegt.  Der  Punkt  ^^  fällt  nur  bei  der  Varietät  XXVIIb) 
mit  dem  Punkte  P^  zusammen. 

Ein  derartiges  gleicheckiges  Netz  XXVII',  welches  einem 
Netze  5XVII  symmetrisch  zugeordnet  ist  (s.  in  Fig.  25  ß 
den  punktiert  gezeichneten  Teil) ,  besteht  aus  zwölf  re- 
gulären sphärischen  Fünfecken  mit  den  Mittelpunkten  6r, 
aus  20  regulären  Dreiecken  mit  den  Mittelpunkten  G  und 
aus  60  imgleichkantigen  Dreiecken,  deren  auf  P^^  P^j  nor- 
male Kante  im  Punkte  Pj  halbiert  wird  und  für  welche  die 
60  Punkte  P, . . .,  P,,,,  P,i . . .  des  Symmetrienetzes  XXVII  die 
Mittelpunkte  der  umgeschriebenen  Kreise  sind.  In  jeder 
der  60  einander  kongruenten  fünfflächigen  sphärischen  Ecken 
stossen  je  ein  reguläres  Fünfeck,  je  ein  reguläres  Dreieck 
und  je  drei  der  ungleichkantigen  Dreiecke  zusammen. 

Die  60  Scheitelpunkte  5ß  dieser  Ecken  stellen,  da  sie 
auch  homologe  Punkte  der  60  von  den  Fünfecken  des  Sym- 
metrienetzes  XSVII  eingeschlossenen  Dreiecke  G^  C4  -^i  sind,, 
die  Hemigonie  eines  gleicheekigen  Netzes  XVI'  (§  28,  s)  dar. 
Man  kann  hiernach  ein  Netz  XXVII'  einfach  dadurch  er- 
halten, dass  man  von  den  2 .  60  Eckpunkten  9ß  eines 
(12-|-20-|-30)-flächigen  2.60-Ecks  XVI'  nur  die  ahwechsehid. 
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aufeinander  folgenden  (d.  h.  entweder  die  Sekeitelpunkte  der 
60  rechten  oder  die  der  60  linken  Ecken)  beibehält  und  von 
diesen  je  fünf  um  einen  der  zwölf  Punkte  (?,  je  drei  um 
einen  der  20  Punkte  0  und  je  zwei  um  einen  der  30  Punkte 
-B  gruppierte  Punkte  ^  durch  Hauptkreisbogen  verbindet^). 

Die  Netze  XXVII'  bezeichnen  wir  als 
XXVir     sphärische   (12  +  20 +  60).flächige   60-Ecke. 

Bei  der  der  Varietät  XXVIIc)  symmetrisch  zugeordneten 
Varietät  XXVIIc')  fallen  die  Punkte  %...  mit  den  Mittel- 
punkten ft...  der  den  Fünfecken  eingeschriebenen  Kreise 
zusammen.  Da  sämtliche  Kanten  des  gleicheckigen  Netzes 
alsdann  gleich,  die  60  Dreiecke  also  zu  regulären  werden, 
so  stellt  dies  zugleich  gleichkantige  gleicheckige  Netz 
XXVIIc')  die  Archimedeiache  Varietiit  der  Netze  XXVII' 
dar. 

Das  der  Varietät  XXVII  d)  symmetrisch  zugeordnete 
Netz  XXVIId')  ist  dadurch  ausgezeichnet,  dass  seine  Eck- 
punkte ?ß  mit  den  Mittelpunkten  der  den  Fünfecken  des 
Symmetrienetzes  u  m  geschriebenen  Kreise  zusammenfallen. 
Die  Netze  XXVIId)  und  XXVIId')  sind  symmetrisch  kon- 
jugiert, da  die  Kanten  des  gl  eich  flächigen  Netzes  auch 
durch  diejenigen  des   gleicheokigen  Netzes  halbiert  werden. 

6.  Werden  die  Entfernungen  des  Punktes  ^ß^  von  den 
Eckpunkten  Gi,C\,B^  mit  s'^,  e'c,  s'i,,  die  Winkel,  welche 
die  Hauptkreisbogen  G,%,  C,%,  B^Sß,  bez.  mit  G^Ji^, 
C^  Gj,  -ß^  (7j  bilden,  durch  ^'g,  -^'s,  O't,,  ferner  der  Radius  des 
einem  Dreiecke  P^  Pj^  P^  umgeschriebenen  Kreises  durch 
B',  Kante  und  Winkel  eines  regulären  Fünfeckes  durch  «' 
und  Ä',  Kante  und  Winkel  eines  regulären  Dreieckes  durch 
y'  und  C,  die  Winkel  eines  ungleichkantigen  Dreieckes  (z.  B. 
^i^ao^ai)  durch  9|J'a,^',*,^'y  und  die  in  S^  halbierte  Kante 
durch  ß'  bezeichnet,  so  bestehen  die  Beziehungen: 

1)  Man  könnte  (analog  wie  in  §  42,  5)  das  durcli  die  60  Punkte 
$  bestimmte  Punktsystem  als  ikosaedrisclien  60-Piiaktner  be- 
zeichnen. 
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\      cotg  -jA'  =  tang  36" .  cos^'g,  cotg  ^C  =  Y^cos  s'c , 


cosR'  =cos£!,  cos b' I, '^ cos Bg  cos i' g -j- sin Sg  sine' 


cotgfp 


64p) 


2 
,    ,  sine. sin s's 

cos  Et:  COS  £  t  H K ' 


64r) 


64ff)  0„  +  0'j-36",  *„  +  *',  =  60",  &,,  +  &', ,^90", 
tang e g tang b'g\  —^ — ^sin^tpcosd'gcos&'i,  \—tangB^.sinq)COS(p.cos9 

—  tang  t'g  .sinqscosrp.  cos  &'g  +  sin^  y  =  0. 

Die  Winkel  ^'a,  5ß',i,  ^'y  bestimmen  sieh  aus  den  For- 
meln 63ii)  (§  42,  5),  wenn  die  Teilwinkel,  sowie  die  Kanten 
a\  §',  y'  und  der  Radius  B,'  die  dem  Netze  XSVII'  ent- 
sprechende Bedeutung  erhalten. 

Man  kann  auch  statt  der  Variabein  %,  Qg  oder  Eg,  «„,  e^ 
und  entsprechend  statt  e',j,  &'g  oäer  e'^,  e'^,  ^1,  diejenigen 
El,,  ■&(,  und  e\,  &'b  oder  auch  [vergl.  die  Formeln  34)  in  §  28] 
die  Variabein  e^,  e",,,  s"'t,  und  e'/,,  e'-"\  e^"\  einführen  (vergl, 
das  fünfte  Kapitel). 

Bei  der  Varietät  XXVIIb)  und  der  zugeordneten  Varie- 
tät XXVIIb')  wird  (s.  Formel  34ji) 

649))  ^.  =  *',-18";  tang b,  =  tang s',  =  '""^^^f/g7 - 
=^2sinip  tang  (45  "  —  ii), 
welche  Werisysteme  die  obige  Gleichung  (64t)  befriedigen. 
Die  Formeln  (646)  lassen  sofort  wiederum  erkennen, 
daas  die  beiden  Punktsysteme  P^ . , .  und  9ßi . . .  in  einer  in- 
volutoriachen  Steinerschen  Verwandtschaft  stehen  (vergl. 
§42,6)  (s.  Fig.  257).  Zwei  konjugierte  Pole  P^  und  % 
stehen  in  der  Beziehung,  dass  die  Strahlen  G^  ?ßj  und  G^  P^, 
Cj^p,  und  CiPi,  B^^^  und  B^F^  bez.  symmetrisch  zu  den 
Halbierungastrahlen  der  Winkel  G^,  C^,  B^  des  Dreieckes 
G^C^ß^  liegen.  Die  Eckpunkte  dieses  Dreieckes  sind  die 
Haiiptpunkte  der  Verwandtschaft,  die  vier  Mittelpunkte 
der  das   Dreieck   G^C\B^  berührenden  Kreise   die   Doppel- 
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punkte  derselben.  Der  Mittelpunkt  des  das  Dreieck  von 
Innen  berührenden  Kreises  ist  der  durch  die  Formel  64^1) 
bestimmte  Punkt;  dieser  und  die  zu  ilim  homologen 
Punkte  stellen  die  Eckpunkte  der  Varietät  SSVIIb')  dar. 

Für  die  Archimedeisehe  Varietät  XXVIIc'),  sowie 
für  diejenige  XXVII  d')  sind  die  besonderen  Werte  für  die 
Gfrössen  s'g,  s'ö,  t^'b  aus  &Qa  Formeln  &4^x)  und  64|)  zu  ent- 
nehmen. 

7.  Jedem  Netze  XXVII'  lässt  sich  ein  gleicheckiges 
Polyeder  einschreiben,  welches  von  zwölf  regulären  Fünf- 
ecken (Pentagondodekaederflächen),  [von  zwanzig  regulären 
Dreiecken  (Ikosaederflächen)  und  sechzig  unregelmässigen 
Dreiecken  begrenzt  ist  und  sechzig  kongruente  fünfflächige 
Ecken  hat.     Dies  Polyeder  wird  als 

[XXVII']     gleicheckiges  (12  + 20  +  60)-flächiges 
60- Eck 
bezeichnet. 

Das  diesem  polar  entsprechende,  demselben  Netze  in 
dessen  Eckpunkten  umgeschriebene  gleichflächige  Polyeder, 
nämlich  das 

[XXVII]  gleichflächige  (12-f- 20-|-60)-eckige 
60-Flach 
oder  Pentagonhexekontaeder  ist  von  sechzig  kon- 
gruenten unsymmetrischen  Fünfecken  begrenzt  und  hat  zwölf 
regulär -fünfflächige  Ecken  (deren  Scheitel  Ikosaedereckpunkte 
sind),  zwanzig  regulär  -  dreiflächige  Ecken  (deren  Scheitel 
Pentagon dodekaed er Gckpunkte  sind)  und  sechzig  unregel- 
mässig-dreiflächige  Ecken. 

Die  sechzig  unregeimässigen  Dreiecke  des  Netzes  [XXVII'J 
sind  die  Grenzflächen  einer  bestimmten  Varietät  des  gleich- 
flächigen Polyeders  [XXVII].  Ebenso  sind  die  sechzig  Scheitel 
der  unregelmässig-dreiflächigen  Ecken  des  Polyeders  [XXVII] 
die  Eckpunkte  einer  bestimmten  Varietät  des  gleieheckigen 
Polyeders  [XXVII'].  Denn  die  Punkte  P  der  Kugel  sind  die 
Schnittpunkte  der  vom  Mittelpunkte  der  Kugel  auf  die  Ebenen 
jener  Dreiecke  gefällten  Normalen,  welche  verlängert  durch 
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die  Scheitel  der  unregelmässig- dreiflächigen  Ecken  des  der 
Kugel  umgesehriebenen  gleichflächigen  Polyeders  hindurch- 
gehen. 

Weitere  Eigenschaften  dieser  unsymmetriscliea  Polyeder, 
die  nähere  Beschaffenheit  der  Ecken,  Flächen,  Axen,  Flächen- 
winkel n.  8.  w.  ergeben  sich  mit  Leichtigkeit  aus  den  für  das 
gleicheckige  Netz  aufgestellten  Beziehungen  mit  Benutzung 
von  18a)  bis  18d).  Von  besonderen  Varietäten  seien  noch 
die  folgenden  erwähnt. 

Das  dem  gleicheckigen  Netze  XXVlIb')  eingeschriebene 
gleicheckige  Polyeder  [XXVIIb')]  hat  die  Eigenschaft,  dass 
die  sechzig  unregelmässig -drei  eckigen  Grenzflächen  erweitert 
ein  Pentagonhexekontaeder  einschliessen,  welches  dem  dem- 
selben Netze  umgeschriebenen  Polyeder  [XXVIIb)]  geome- 
trisch ähnlich  ist.  Umgekehrt  sind  die  sechzig  Scheitel  der 
unregelmässig -dreiflächigen  Ecken  dieses  letzteren  Polyeders 
die  Eckpunkte  eines  gleicheekigen,  welches  dem  einge- 
schriebenen geometrisch  ähnlich  ist. 

Dem  Netze  XXVllc')  entsprechen  als  ein-  und  um- 
geschriebene Polyeder  die  bezüglichen  Archimedeischen 
Varietäten  der  Polyeder  [XXVII']  und  [XXVII],  bei  welchen 
bez.  die  sechzig  unregelmässig-dreieekigen  Grenzflächen  und 
die  sechzig  unregelmässig-dreiflächigen  Ecken  zu  regulären 
werden. 

Das  gleicheckige  Polyeder  [XXVIId')J,  welches  dem 
Netze  XXVIId')  eingeschrieben  ist,  ist  zugleich  einer  kon- 
zentrischen Kugel  umgeschrieben  und  zwar  ist  dasselbe  kon- 
zentrisch und  ähnlich  demjenigen  gleieheckigen  Polyeder, 
welches  dem  konjugierten  Netze  XXVIId)  umgeschrieben 
werden  kann.  Ebenso  ist  das  dem  Netze  XXVIId')  um- 
geschriebene, gleichflächige  Polyeder  [XXVIId]  zugleich 
einer  konzentrischen  Kugel  eingesehrieben  und  ist  dem- 
jenigen Polyeder  konzentrisch  und  ähnlich,  welches  dem 
konjugierten  Netze  XXVIId)  eingeschrieben  werden  kann, 

Aus  der  zwischen  den  beiden  polar  sich  entsprechenden 
Polyedern   [XXVII]    und    [XXVII']    bestehenden   Beziehung 
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folgt  endlich  auch,  dass,  da  das  letztere  eine 
Hemigonie  eines  (12  +  20  +  30)-fläc!iigen  2.60-Ecks  [XVI'] 
ist,  aijcli  das  gleiehflächige  Polyeder  [XXVII]  diejenige  (gy- 
roidisehe)  Hemiedrie  eines  (12 +  20 +  30) -eckigen  2.60 
PJacbs  [XVIJ  (eines  Diakishexekontaeders)  darstellt,  welche 
durch  Erweiterung  der  sechzig  rechten  oder  der  sechzig 
linken  Grenzflächen  ans  jenem  erhalten  werden  kann, 


§  4'!.  Tetraedrisclies  Peiitagondodekaedernetz  XXYIII 

netost  den  zugeordneten  gleichecbigen  Netzen  XXVIII' 

und  den  entsprechenden  Polyedern. 

1.  Das  dritte  noch  mögliche,  zweifach  veränderliche  gleich- 
:fläcliige  Fünfecksnefcz  ist  durch  die  Werte  [vergl,  65)  ia  §  41]: 
1  =  ^=120",  ^3 +  ^,  +  ^5  =  360", 
)w  =  12 ,    «i  =-  u„  =  4 ,    a'«  =  12 


66  k) 


hestimmt.  Zufolge  der  Beschaffenheit  dieses  Netzes  müssen 
sowohl  die  beiden  den  Winkel  Aj  =  120",  als  auch  die  beiden 
den  Winkel  Ä.^  -=  120"  einschliesaenden  Kanten  bez.  einander 
gleich  sein,  so  dass  das  aus  zwölf  einander  kongruenten, 
unsymmetrischen  Fünfecken  zusammengesetzte  Netz  zwei 
Oruppen  von  je  vier  einander  kongruenten  regulär-drei- 
flächigen Ecken  besitzt,  während  in  jeder  der  zwölf  veränder- 
lichen Ecken  der  zweiten  Hauptgruppe  sich  je  drei  Winkel 
Ä^,  -d.^,  A^  vereinigen. 

Die  Scheitel  der  beiden  Gruppen  von  je  vier  regulär- 
dreiflächigen Ecken  müssen  nun  mit  den  Eckpunkten  C 
zweier  konjugierten  regulären  Tetraedernetze  III  zusammen- 
fallen.    Denn  wenn  man  (s.  Fig.  26k) 

iden  Winkel  A,  (=  120°)  mit  dem  Scheitel  C\  durch  Cd, , 
„         „       ^3  (-120")     „      „  „       6\      „      C(2), 

„  .       A  .       „  „        -P7      n     -Pyli). 

bezeichnet,   wobei    P„  +  P^(i]  + P^(s)  =  360"    ist,   alsdann    in 
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den  drei  um  C,  gruppierten  Fünfecken  des  Netzes  die 
Diagonalen  C^C^,  O^C^,  C^C\  zieht,  welche  unter  ISO» 
gegeneinander  geneigt  sind  und  die  drei  Punkte  0^,  0^,  C\ 
Buccessive  durch  Hauptkreisbogen  verbindet,  wobei  der  Schnitt- 
punkt von  CgOg  mit  P^Pg  durch  A^  bezeichnet  werde,  so 
folgt  aus  der  Xongruenz  der  Dreiecke  Q  C^  Pi^  ^^  G^  G^  Pg  und 
G^A^Fi^G^Ai^P^,  dass  das  gleichschenklige  Dreieck  C^G^C^, 
dessen  Winkel  an  der  Spitze  120**  beträgt,  dem  Fünfecke 
G^P^.C^P^Pg  an  Inhalt  (gleich  dem  12'™  Teile  der  Kugel- 
fläche) gleich  ist  und  also  das  Dreieck  des  Triakiste- 
traedernetzes  IX  (§  19)  sein  muss.  Der  Mittelpunkt  A^ 
der  Basis  C^C^  ist  auch  der  Mittelpunkt  der  Kante  PjPg 
des  Fünfecks  und  die  Eckpunkte  Pg,  P^,  Pjg  sind  symmetrisch 
zu  einem  innerhalb  des  Dreieckes  A^Gj^C^  eines  Hexakis- 
tetraedernetzes  X«)  (§  20,7)  in  Beziehung  auf  ^^Cj,  J-iC^, 
C^Cg  liegenden  Punkte  P^  gruppiert. 

Die  zwölf  Eckpunkte  P^,Pt,  P^^,  Pt«,  P^g,  Pag...  stellen 
diejenige  Hemigonie  der  2 .  12  Eckpunkte  eines  gleich- 
eckigen (6 +4+4)-flUchigen  2.12-Ecks  X"  (§20,6)  dar, 
bei  welcher  nur  die  zwölf  rechten  oder  die  zwölf  linken 
Ecken  beibehalten  werden.  Da  die  Netze  X"  selbst  eine 
bestimmte  Hemigonie  der  Netze  XV'  (vergl  §  27, 3)  repräsen- 
tieren, so  können  die  zwölf  Eckpunkte  Pg,  Pj...  auch  als 
Tetartogonie  der  Netze  XV  bezeichnet  werden.  (Die 
zwölf  Punkte  P^,Pi..-  sind  die  Hälfte  der  2.12  Punkte, 
welche  in  dem  Netze  X",  das  in  Fig.  8(S  dargestellt  ist, 
weggelassen  sind.) 

Man  kann  hiernach  das  Netz  XXVHI,  welches  als 
XXVIII     sphärisches  (4+7+ 12)-eckiges   Zwöifflach 
oder  als   tetraedrisches   Pentagondodekaedernetz  be- 
zeichnet werden  soll,  auf  folgende  Art  konstruieren: 

Man  verbinde  je  drei  Eckpunkte  des  Dreiecks  eines 
Hexakistetraedernetzes  Xk)  z.  B.  C\,  G^,  A^  mit  den  drei 
Punkten  P^,  Pj,  P-^^  eines  Netzes  X",  welche  zu  dem  im 
Innern  dieses  Dreiecks  liegenden  Punkte  Pj,  symmetrisch 
liegen.    Je  zwei  von  C,  und  Ca  ausgehende  und  bez.  einander 
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gleiche  Bogen  schliesseu  einen  Winkel  von  120"  ein,  die 
von  Ai  ausgehenden  fallen  in  einen  Hauptkreie.  [Vergl. 
Fig.  26«)  und  in  Fig.  26/3)]  den  ausgezogenen  Teil.  Die 
erste  Figur  ist  die  stereographiscbe  Projektion  für  den  Pro- 
jektionspunkt C\,  die  ?,-weit6  für  den  Projektionspunkt  A\.] 
2,  Die  Abstände  eines  Punktes,  z.  B.  Pg,  von  den  Eck- 
punkten A^,  Ci,  O2  bezeichnen  wir  (wie  in  §  20,  9)  durch 
Efl,  *oi,  ^^a,  die  Winkel,  welche  diese  Hauptkreisbogen  A-yF^, 
C^Pg,  CgPg  bez.  mit  dem  Halbierungskreise  dea  rechten 
Winkels  bei  A^,  mit  C^-A,,  mit  C^A^  bilden,  durch  *„,*„, *,2. 
Dann  erbalten  die  Kanten  und  Winkel  des  Fünfecks  folgende 
Werte: 

65y)    CiPj^CiP„  =  f.,,  C,P,  =  C,Pjg  =  £,,,  P^P,^2ia 

uud 

(  1 

cos  Pa  = 


65  ö) 


sme^,  sm  tj. 


VI- 


sin  lei  ^W  £0 


v\ 


cos  P^(ä 

in  welchen  ^e,  und  ^03  durch  b^  und  9'„  ausgedrückt  werden 
können  (vergl.  Formel  22)  in  §  20). 

3.  Die  sUmtlichen  möglichen  Varietäten  der  Netze  SXVIII 
resultieren,  wenn  die  Variabele  la  alle  Werte  zwischen  0 
und  tj  und  gleichzeitig  die  "Variabele  &„  alle  Werte  zwischen 
O'*  und  45"  oder  zwischen  0"  und  —45"  durchläuft.  Der 
Punkt  Pg  nimmt  hierbei  alle  Lagen  in  dem  einen  der  recht- 
winkligen Dreiecke  an,  in  welche  der  Symmetriekreisbogen 
j4(  Pi    das    gleichschenklig  -  rechtwinklige    Dreieck    Ä^  C^  C^ 


Liegt   der   Punkt   Pg   auf  diesem   Symmetriekreisbogen 
selbst,  so  wird 
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das  Fünfeck  wird  zu  einem  symmetrischen  mit  vier  unter- 
einander gleichen  Kanten.  Das  entsprechende  Netz,  auf 
welches  bereits  im  §  38 ,  i  am  Ende  hingewiesen  wurde,  soll  als 

XXIX     symmetrisches   Pentagondodekaedernetz 
Hebst  einigen  seiner  besonderen  Varietäten  im  nächsten  Para- 
graphen betrachtet  werden. 

Für  diejenigen  Fünfecke  und  zugehörigen  Netze  XXVIII, 
bei  welchen  der  Punkt  Pg  nicht  auf  dem  Symmetriehaupt- 
kreise des  gleichschenkligen  Dreiecks  Ä^Cj^C^  üegti  existieren 
keine  besonderen,  vor  den  übrigen  aiisgezeichnete  Varietäten. 

Insbesondere  lässt  sich  den  Fünfecken  eines  tetrae- 
drisclien  Pentagondodekaedernetzes  XXVIII  weder  ein  Kreis 
ein-  noch  umschreiben,  also  kann  auch  einen  Netze  XXVIII 
weder  ein  gleichöächiges  Polyeder  ein-,  noch  ein  gleieheckiges 
Polyeder  umgeschrieben  werden. 

4.  Einem  Netze  XXVIII  kommen  dieselben  Axen  zu, 
wie  einem  Hexakistetraeder netze  Xa)  oder  einem 
Netze  X"  (vergl.  §  20,  t),  nämlich  zwei  Gruppen  von  je  vier 
gleichen  dreizähligen  Axen,  welche  nach  den  Punkten  C, 
und  drei  Paare  gleicher  zweizähliger  Axen,  welche  nach 
den  Punkten  A  gerichtet  sind.  Dagegen  sind  in  einem 
Netze  XXVIII  keine  direkt  symmetrischen  Mittelebenen 
vorhanden;  das  Netz  ist  also  ein  vollständig  unsymme- 
trisches Netz. 

5.  Analoge  Betrachtungen  zu  denjenigen,  welche  in  den 
beiden  vorhergehenden  Paragraphen  unter  5.  angestellt  wurden, 
■ergeben  leicht,  daas  jeder  bestimmten  Varietät  eines  Netzes 
XXVIII  nur  ein  gleicheckiges  Netz  XXVIII'  symmetrisch 
zugeordnet  ist,  dessen  Eckpunkte  5ß  die  Mittelpunkte 
der  den  Dreiecken  P^FiP,^. .,  umgeschriebenen  Kreise 
sind.  Ein  solcher  Punkt  ^i  ist  also  der  Schnittpunkt  der 
beiden  Hauptkreisbogen,  welche  die  Winkel  bei  Cj  und  Cj 
halbieren,  und  des  in  A^  auf  FgP^  normal  eriichteten  Haupt- 


Ein    solches    gleicheckiges    Netz    XXVIII'    (siehe    den 
punktiert   gezeicbueten    Teil    der   Fig.  26/5)   hat    zu    Grenz- 
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flächen  zwei  Gruppen  Ton  je  vier  regulären  Dreiecken  mit 
den  Kanten  y\  und  f'^  und  den  Mittelpunkten  C  (welche 
den  Eckpunkten  zweier  konjugierten  Tetraeder  entsprechen), 
und  zwölf  ungleichkantige  Dreiecke,  für  welche  die  zwölf 
Punkte  Ps,P....  des  Symmetrienetzea  XXVIII  die  Mittel- 
punkte der  umgeschriebenen  Kreise  sind.  In  jeder  der  zwölf 
einander  kongruenten  fünfflächigen  sphärischen  Ecken  stossen 
je  ein  reguläres  Dreieck  der  ersten  und  der  zweiten  Gruppe 
und  je  drei  der  ungleichkantigen  Dreiecke  zusammen. 

Die  zwölf  Scheitelpunkte  S^„  ^^,  Sß,^,  ^i„  ^,,,  %i... 
sind  als  homologe  Punkte  der  zwölf  von  den  Fünfecken  des 
Symmetrienetzes  XXVllI  eingeschlossenen  Dreiecke  A,C^C^, 
die  oben  unter  i.  besprochene  Hemigonie  eines  gleicheekigen 
Netzes  X",  Ein  Netz  XXVIII'  resultiert  also  einfach,  wenn  von 
den  2.12  Eckpunkten  emes  (6  +  4  +  4)-fiächigen  2.12-Ecks 
X"  (§  20,  g),  vergl.  Fig.  8/3)  nur  die  Scheitelpunkte  der  zwölf 
rechten  (oder  der  zwölf  linken)  Ecken  beibehalten  und  von 
diesen  je  drei  um  einen  der  Punkte  C  und  je  zwei  um 
einen  Punkt  A  gruppierte  Punkte  ^  durch  Hauptkreiahogen 
verbunden  werden^). 

Die  zwölf  Punkte  *p  sind  auch  (vergl.  1.)  die  Tetartogo- 
nie  eines  Netzes  XV'.  Die  Netze  XXVIII'  bezeichnen  wir  als 
XXVIII'  sphärische  (4+T+ 12)-f]ächige  Zwölfecke. 

Die  besonderen  Varietäten,  bei  welchen  die  Punkte  ^i . .  ■ 
mit  den  Punkten  Pg...  zusammenfallen,  oder  die  Piinkte  ^  mit 
den  Mittelpunkten  der  den  Fünfecken  des  Symmetrienetzes 
ein-  oder  umgeschriebenen  Kreise  zusammenfallen,  können 
nur  dann  resultieren,  wenn  die  Punkte  Pg  . . . ,  wie  die 
Punkte  ^1 . . .  auf  die  Symmetriekreisbogen  der  gleichschenk- 
ligen Dreiecke  Ä^C^C'^...  fallen.  Wir  werden  diese  Varie- 
täten also  bei  den  syip metrischen  Netzen  XXIX'  (§  45) 
als  besondere  Fälle  erhalten. 

6.  Wenn  die  Abstände  des  Punktes  ^^  von  den  Eck- 
punkten  A,,  Cj,  Oj   mit    t'ay  e'ci,  fi'cä,    die  Winkel,    weiche 

1)  Sotncke  nennt  (Kry  stall  struktur  p.  156)  das  duroli  die  zwölf 
Punkte  ¥  bestimmte  Punktsystem  einea  ZwÖlfpunktner. 
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die  Hauptkreisbogen  J.i9ßi,Cj^i,  C^Sß^  bez.  mit  dem  Halbie- 
rungskreise des  reelifcen  Winkels  bei  A^,  mii  CjJ.,,  mit  C2Ä2 
bilden  durch  S-'a,  ^'tn  ^'^s!  'iß'^  Radius  des  einem  Dreiecke 
P^PjPij  umgeschriebenen  Kreises  durch  R',  die  Kanten  und 
Winkel  der  beiden  Gruppen  Yon  regulären  Dreiecken  durch 
y'n  f^'i  ^^^  y'si  ^\  ^^^  endlich  die  Winkel  eines  ungleich- 
kantigen Dreieckes  ^i^'so^n  durch  ^'„,  ^Vn  ^'rsi  sowie 
die  in  A^  halbierte  Kante  durch  «'  bezeichnet  werden,  so 
gelten  die  Beziehungen: 

1  cö^ -|6"i  =  1/3  cos  f'sj,  co^|C"3  =  y3cos£',2, 

{        -ni                      1                         >      ,  sin  Sc,  sins'c, 
cos  W  =  cos  f„  cos  E  „  =  cos  £ci  cos  f'cj  -I ^^— ^ 

65  ij) 


65  i) 


(/£„li(t«Jfs'tj[3-4cö5^5lC0SÖ^,j]-2y2taKÖ'£ciC0S.&q 

-  2 1/2  (««5-  i'ci  cos  «-'oi  +  4  =  0, 

i^'a    =>'"i+y"ii,    C0S>'"i  =  CO^  JJ'i«K^-|-J''^, 
^'yä^«"  +y"i,  cosk"  =  cof0 R' fang ^ a' . 
In  diese  Formeln  können  statt  der  Variabein  tci,^i:i,^s2j^<Hi 
und  entsprechend  f'^^,  &'s^,  s'c^,  S-'c^  (vergl.  Formel  22)  des 
§  20)  die  beiden  Variaheln  £«,  S-a  und   entsprechend   f'^j^'a 
eingeführt  werden. 

Die  Punktsysteme  Pg  - . .  und  ^^ . . .  stehen  wiederum  in 
einer  Steinerseben  Yerwandtachaft  [9.  Formeln  Q5&)  und 
65()].  (Vergl.  |  42,  6  und  §  43,6).  Denn  die  Strahlen, 
welche  je  zwei  konjugierte  Pole  Pg  und  ^^  mit  den  Eck- 
punkten A^,  C^,  Ca  verbinden,  liegen  bez.  symmetrisch  zu  den 
Halbierungsatrahleu  der  Winkel  des  Dreiecks  A^  C^  ü^,  dessen 
Eckpunkte  die  Hauptpunkte  der  Verwandtschaft  sind.  (S. 
Fig.  26  y).  Die  Doppelpunkte  sind  wiederum  die  Mittei- 
punkte  der  vier  das  Dreieck  A^C^C^  berührenden  Kreise, 
nämlich  die  Punkte  ^2,  B^,  B^  und  der  Mittelpunkt  Sf,  des 
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das  Dreieck  von  innen  berührenden  Kreises.  S.  Fig.  265). 
Vergl.  §  38,  6  und  §  45,  2  nnber  XXIXId)  und  6.  Der  Mittel- 
punkt S(p  des  das  Dreieck  von  Innen  berührenden  Kreiseä 
und  die  zu  ihm  homologen  Punkte  bilden  die  Eckpunkte 
einer  besonderen  Varietät  der  symmetrischen  Netze  XXIX' 
(vergl.  §  45,  s).  Insbesondere  ist  ersichtlich,  dass  zwei  kon- 
jugierte Pole  Pg  und  ^^  immer  zu  beiden  Seiten  dieses 
Halbierungskreisbogens  ^i-Ö^  liegen.^) 

7.  Das  gleicheckige  Polyeder,  welches  jedem 
Netze  XXVIII'  eingeschrieben  werden  kann,  ist  von  zwei 
Gruppen  von  je  vier  regulären  Dreiecken  (Tetraederfläehen) 
und  von  zwölf  ungleichkantigen  Dreiecken  begrenzt;  es  hat 
zwoK  kongruente  fünfflächige  Ecken.  "Wir  bezeichnen  das- 
selbe als 
[XXVIII']  gleicheckiges  (4+I+12)-flächigesZwolfeck. 

Das  ihm  polar  entsprechende,  demselben  Netze  umge- 
schriebene gleichflächige  Polyeder,  nämlich  das 
[XXVIII]  gleiehfläehige  (4  +  4-1- 12)-eokige  Zwölfflach 
oder  das  tetraedrische  Pentagondodekaeder  ist  von 
zwölf  kongruenten,  unsymmetrischen  Fünfecken  begrenzt  und 
hat  zwei  Gruppen  von  je  vier  regulär -dreiflächigen  Ecken 
(deren  Scheitel  Tetraedereckpunkte  sind)  und  zwölf  unregel- 
mässig-dreiflächige  Ecken. 

Die  12  imregelmässigen  Dreiecke  eines  Netzes  [XXVIII'] 
sind  die  Gfrenzflächen  einer  bestimmten  Varietät  des  gleich- 
flächigen Polyeders  [XXVIII].  Ebenso  sind  die  zwölf  Schei- 
tel der  unregelmässig -dreiflächigen  Ecken  eines  Polyeders 
[XXVIII]  die  Eckpunkte  einer  bestimmten  Varietät  des 
gleicheckigen  Polyeders  [XXVIII 'J  (vergl.  §  42,  7  und  §  43,  7). 

Die  nähere  Beschaffenheit  der  Ecken,  Flächen,  Axen, 
Fläch euwirdcel  etc.  dieser  unsymmetrischen  Polyeder  folgt 
aus  den  für  das  gleicheckige  Netz   aufgestellten  Relationen. 

1)  Auf  weitere  Beziehungeo ,  die  sich  info!g-e  der  zwischen  den 
Püiiktsy steinen  P  und  3J  beatehenden  Steineraclien  Verwandtscliaft 
bei  den  Netzen  XXV  bis  XXVIII  und  XVII  ergeben,  wird  im  fünften 
Kapitel  eingegangen  werden. 
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Entilich  ergiebt  sich  aus  der  zwischen  je  zwei  sich  polar 
entsprechenden  Polyedern  [XXVIII]  und  [XXVIII'J  bestehen- 
den Beziehung,  daes,  sowie  das  letztere  eine  bestimmte 
Hemigonie  eines  (6  +  4  +  4)  -  flächigen  2.12-Ecks  [X"] 
oder  eine  Tetartogonie  eines  (6 -f  8  + 12)-flächigen  2.24- 
Ecks  [XV]  ist,  so  auch  das  gleichflilchige  Polyeder  [SXVIII] 
als  eine  bestimmte  Hemiedrie  eines  (6  +  4 -f- 4) -eckigen  2. 12- 
riaehs  [Xß]  oder  als  eine  Tetartoedrie  eines  (6  +  8-1-12)- 
eckigen  2.24-Flachs  [XV]  (eines  Hexakisoktaeders)' erhalten 
werden  kann. 


§  45.    Symmetrisches  Peiitagoiidodckaedernetz  XXIX 

nebst  den  zugeordneten  Netzen  XXIX'  und  den  ent- 

spreciienden  Polyedern. 

1,  Das  symmetrische  Pentagondodekaedernetz  XXIX 
stellt  den  besonderen  Fall  des  tetraedriachen  XXVIII  dar, 
in  welchem  der  Punkt  P^  auf  dem  Symmetriekreisbogen  des 
gleichschenkligen  Dreieckes  A^  C^  C^  Hegt.  Das  Fünfeck  wird 
ein  symmetrisches  mit  vier  gleichen  Kanten  (vergl.  §  44, 
Formel  65f),  da 

66«)  *a  =  0,  s,^  =  a,^=^E„  ^,^=*,^  =  S-„  -P^(i)  =  P^(3)  =  P;. 
wird.  Die  beiden  Gruppen  von  je  vier  einander  kongruenten 
regulär-dreiflächigen  Ecken  bilden  eine  Gruppe  von  acht 
kongruenten  regulär  -  dreiflächigen  Ecken,  die  zwölf  verän- 
derlichen dreiflächigen  Ecken  werden  gleichschenklig.  Das 
Netz,  welches  wir  als 

XXIX     sphärisches  (8  + 12)-eckiges   Zwölfflach 
oder  als  symmetrisches  Pentagondodekaedernetz  be- 
zeichnen, ist,  da  die   veränderlichen  Winkel  P„,  P^  nur  der 
Bedingung 

66/3)  P„  +  2P,  =  360*> 

zu  genügen  haben,  ein  einfach  veränderliches  Netz. 

Die  zwölf  Scheitel  der  veränderlichen  Ecken  Z-^,  L.^.., 
(a.  Fig.  27)  sind  die  Hemigonie  der  24  Eckpunkte  eines 
Netzes   S'   eines   gleicheckigen   (6  +  8)  -  flächigen    6.4-Eck9 
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(§  20,  a),  und  zwar  dieselbe  Hemigonie,  welche  (vergl.  §  38,  i) 
bereits  beim  Diakisdodekaedemetze  XXIII  aufgetreten 
ist.  Damit  ergiebt  sich  auch  die  .einfache  Eonstriiktioa  eines 
solchen  Netzes  XXIX  durch  Zusammenfassen  je  zweier  längs 
eines  Hauptkreisbogens  -dj  iJ[,  Ä^L^.,.  (vergl.  Fig.  21/3) 
zusammenstossenden  Vierecke  eines  Diakisdodekaeder- 
netzes  XXIII. 

2.  Besondere  bemerkenswerte  Varietäten  dieses  Netzes 
XXIX,  welche  auch  als  ganz  spezielle  Varietäten  der  Netze 
XX.Vni  angesehen  werden  können,  sind  folgende: 

a)  M'^enii  der  Punkt  L^  der  Mittelpunkt  des  <Iem  Drei- 
ecke A^C-iC^  umgeschriebenen  Kreises  ist,  die  sämtlichen 
24  Punkte  L  also  die  Eckpunkte  des  dem  Netze  X  kon- 
jugierten gleicheckigen  Netzes  X'  [vergl.  §  20,  3  und 
Formel  21/5]  darstellen,  so  ist,  wenn  R  den  Radius  jenes 
Kreises  bezeichnet: 

-B,   tangll^V^-'i,    i?-36n2'21",  2, 

ys-i 

21/3 

P„  =  155''36'0",  0, 
Py=102n2'0",  0, 

b)  Ist  der  Punkt  L^  der  Mittelpunkt  des  dem  Dreieckfr 
ylgCjCg  eingeschriebenen  Kreises,  so  dass  die  24  Punkte 
L  die  Eckpunkte  der  Ärchimedeischen  Varietät  eines 
Netzes  X'  (vergh  §  20,  3  und  Formel  2ly)  darstellen,  so 
erhält  man,  wenn  P  den  Radius  jenes  Kreises  bedeutet 

SrP=|,  -P=18''26'5",  8, 

9*«=Ti  f<.=45'>-P-26«33'54",  2  =  900-29:, 


XXIXa) 


:-|-  Pa  =  sijil5''si«IJ  = 


XXISb) 


9E„  =  4-)    fc  =  22n2'2T",  5, 

,  -r,  T>        1        -P„=131H8'37",  1, 

1  P       _.  cos  P  ■=  ^ ,       "  '    ' 

]/6       P^  =  114"   5'41",  5. 


yGoosle 


208   Drittes  Kap,  Bestimmung  d.  einf.  gleiehfläcliig,  u.  d.  etc.  Ketse. 

Der  im  Dreiecke  A^  C^  C^  liegende  Punkt  i^  ist  zu- 
gleich der  Mittelpunkt  des  dem  Dreiecke  L^  L^  L^  umge- 
schriebenen Kreises,  dessen  Radius  R'  sich  aus 

66;-)      cosB'-^m^i^^^-,    JR' =  36''52' 11",  7 
bestimmt. 

e)  Die  beiden  besonderen  Varietäten  des  Fünfecks, 
denen  ein  Kreis  ein-  und  ein  Kreis  umgeschrieben  werden 
kann,  fallen  hier  in  die  eine  desjenigen  regulären  Fünfecks 
zusammen,  dessen  Kante  sieb,  aus  der  Bedingung 

(vergl.  §  9,  Formel  8),  d,  b.  gleich  der  Kante  des  Fünfecks 
ergiebt,  welche  die  Gfrenzfläche  des  regulären  Pentagondode- 
kaedernetzes VII  (§  8)  bildet.  Der  Radius  R^  des  diesem 
Fünfecke  um-  und  der  Radius  Pj  des  demselben  eingeschrie- 
benen Kreises  ist  nach  früherem  (g  9,  Tabelle  9) 

der  Mittelpunkt  S^  des  Fünfecks,  für  welchen 

ist,  steht  also  von  dem  Punkte  L^,  für  welchen 

ist,  um  den  Bogen  gj  — 1^=  10''48'44",  3  ab. 

4.  Jedem  Netze  XXIX  kommen  dieselben  Axen  zu, 
wie  einem  Hesakistetraedernetze  X«)  (§  20,  t),  oder 
einem  Diakisdodekaedernetze  XVIII  (§  38,  3),  da  auch 
hier  die  acht  regulär -dreiflächigen  Ecken  als  Teile  des 
Netzes  betrachtet  in  zwei  Gruppen  von  je  vier  zusammen- 
zufassen sind.  Die  Ebenen  der  drei  Hauptkreise  a  sind,  wie 
bei  den  Diakisdodekaedernetzen  XXIII,  direkt- symme- 
trische Mittelebenen  der  Netze  XXIX. 

Dass  die  Netze  XXIX,  wiewohl  zu  jeder  Grenzfläche 
die  Gegenfläche  und  zu  jeder  Ecke  die  Gegenecke  im  Netze 
vorhanden  ist,  dennoch  nicht  als  vollzählige  zu  hetrachten 
sind,  folgt  aus  den  über  die  Netze  XXIII  und  XXIII'  (vergl. 
§  38,  3  und  4.  bis  s.)  gemachten  Bemerkungen. 


y  Google 


g  45.    Sjrmmeti'isolxes  Pentagondodekaedernet^  XXIX  etc.      209 

5.  Jeiiem  gleichflächigen  Netze  XXIX  ist  (vergl.  §44,5) 
ein  gieielieeliigea  Netz  XXIX'  symmetriscli-konjugiert, 
dessen  Eckpunkte  S^jS^...  als  Mittelpunkte  der  den  gleiek- 
seheukligen  Dreiecken  L^L^L^...  umgeschriebenen  Kreise 
auf  den  Hauptkreisen  o  liegend,  die  Hemigonie  eines  (6  +  8)- 
fläehigen  6.4-Ecks  X'  darstellen  (s.  in  Fig.  27  den  punktiert 
gezeichneten  Teil),  Die '  Grenzflächen  eines  solchen  Netzes 
XXIX'  sind  einmal  acht  reguläre  Dreiecke,  deren  Mittelpunkte 
die  Punkte  C  sind,  welche  aber  —  als  Teile  des  Netzes  be- 
trachtet —  zwei  Gruppen  von  je  yier  Dreiecken  bilden,  und 
ferner  zwölf  gleichschenklige  Dreiecke,  für  welche  die  Punkte 
ij  j^a . . .  die  Mittelpunkte  der  umgeschriebenen  Kreise  sind. 
Das  Netz  hat  zwölf  kongruente  fünfflächige  sphärische  Ecken. 

Ein  derartiges  Neta,  welches  wir  als 
XXIX'  sphärisches  (8  + 12)-flächiges  Zwölfeck 
bezeichnen,  wird  also  einfach  erbalten,  wenn  die  zwölf  Punkte 
£i,S2---i  welche  die  Hemigonie  eines  Netzes  X'  bilden,  pas- 
send durch  Hauptkreisbogen  mit  einander  verbunden  werden. 
Bei  dem  der  Varietät  XXIXb)  zugeordneten  Netze  XXIXb') 
fallen  die  Punkte  £^ . . .  mit  den  Punkten  I/q  . . .  bez.  zu- 
sammen, während  für  das  der  Vanetät  XXIX  c)  zugeord- 
nete Netz  XXIXc')  die  Eckpunkte  mit  den  Mittelpunkten 
der  regulären  Fünfecke  zusammenfallen  und  das  dem  regu- 
lären Pentagondodekaedemetze  VII  konjugierte  reguläre 
Ikosaedernetz  V  resultiert. 

6.  Die  Formeln  (6ö£— 65)t)  des  vorigen  §  44,  0  ver- 
einfachen sich  wesentlich,  da 

m^)  ^'-  =  ^^.-^^-  /!  =  /.  =  /-  c\^<^\-c', 

wird.    Man  erhalt: 

66S-)  ■!-«'  =  £'„,  sm\f'  =  \y%smE'„  cotg^C  ^^y^Gos  t'c-^ 
oa  \         -Dl  I  .j    ,  sinscsine'c 

mt)    COH  R'  ^  roS  eaCOS  B\'=  cos  BcCOS  S  a  + ^ 5 

66x)  ^■,  +  ^',  =  60", 

wobei 


y  Google 


210   Drittes  Eap.  BestimmuBgcl.einf.gleiohfläeMg.ii.d.etc,  Netze. 

„, ,-                   eos  s^,  +  sin £a         ,  1  -\-V^cotq^c 

mx)     cosi,^ i^i "-,  cotgea-         % 

ist. 

Für  d^  =  &'-  =  3Q°  wird  der  unter  XXIXb)  bestimmte' 
Punkt  Lf,  erhalten,  für  welchen  fang  f^  =  ^^^9 ^' a  =~  ^ ,   iang  b^ 

,        ,     1 
=  '"«i'^<77^  ist   (vergl.  Formel  65 1).     Dieser  Punkt  wurde 

bereits  früher  mit  Äy  (§  38 ,  ß)  bezeichnet  (vergl.  auch  §  44,  e). 

Dieser  Punkt  S^  (vergl.  auch  Fig.  26  ä)  ist  der  eine  Doppel- 
punkt des  auf  dem  Hauptkreise  A^A^  liegenden  projekti- 
visch -involutorischen  Punktsystems,  in  welchem  je  zwei 
Punkte  L^  und  S^  konjugierte  Pole  sind  und  dessen  an- 
derer Doppelpunkt  der  Punkt  A^  ist. 

Der  Mittelpunkt  dieses  Systems  oder  der  Halbierungs- 
punkt  J  des  Bogens  S^^Ä-^  steht  von  den  Doppelpunkten  um 
<p  ab,  so  dass  der  zu  J"  in  Beziehung  auf  C^C^  symmetrisch 
liegende  Punkt  des  Dreieckes  A-^C^C^  der  Mittelpunkt  des  re- 
gulären Fünfecks  XXIXc)  oder  ein  Eckpunkt  des  regulären 
Ikosaedernetzes  ist.  Für  die  Abstände  j;  und  e'^  zweier  kon- 
jugierter Pole  Li  und  Sj  von  dem  Punkte  J  erhält  man  einfach 

66  fi)  tang  st .  tang  c'i  =  tang^  <p  =  — ^ — 

und  aus  f;  =  90"  —  qa  —  £o  folgt  die  einfache  Beziehung: 
66  v)  tang  s^-j- tang  h't,  =  l. 

Es  ist  dies  dieselbe  Beziehung,  welche  im  §  38,5  bei, 
den  dem  Diakisdodekaedernetze  5XIII  zugeordneten  Netzen 
erhalten  wurde,     [Formel  55g)  und  51j')]. 

Für  Ea^il)  ergiebt  sich  s'^^ip  [vergl.  die  Formeln  66 e) 
und  669  fiir  die  Varietät  SXIXc)]. 

In  den  Netzen  XXIX'  bietet  sich  daher  in  einfacher 
Weise  eine  Beziehung  zwischen  den  oktaedrisch-hesaedrischen. 
und  den  ikosaedrisch-dodekaedrischen  Netzen  und  ein  Über- 
gang aus  den  einen  in  die  anderen  dar. 

7.  Die  Eigenschaften  der  gleicheckigeii  und  der  gleich- 
flächigen  Polyeder,  welche  den  Netzen  XXIX'  bez.  ein-  und 
umge schrieben  werden  können,  ergeben  sich  ohne  Schwierig- 
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keit.    (Vergl,  §  44, 7.)    Das  eingeschriebene  gleieheckige  Po- 
lyeder, welches  wir  als 

[XXIX']  gleicheckiges  (8  +  12)-flächiges  Zwölfeck 
bezeichnen,  ist  von  acht  regulären  Dreiecken  (Oktaederflächen, 
weiche  aber  als  zwei  Gruppen  von  je  yier  Tetraederflächen 
aufzufassen  sind)  und  von  zwölf  gleichschenkligen  Dreiecken 
begrenzt;  es  hat  zwölf  kongruente  symmetrisch -fünfflächige 
Ecken. 

Das  diesem  polar  entsprechende,  demselben  Netze  SXIX' 
in  dessen  Eckpunkten  umgeschriebene,  gleichflächige  Polyeder, 
nämlich  das 

[XXIX]  gleichflächige  (8  +  12)"eckige  Zwölfflaeh 
oder  das  symmetrische  Pentagondodekaeder  (Eisen- 
kiesdodekaeder) ist  von  zwölf  kongruenten  symmetrischen 
Fünfecken  begrenzt;  die  Scheitel  der  acht  regulär-drei- 
flächigen Ecken  entsprechen  den  Eckpunkten  zweier  konju- 
gierten Tetraeder,  die  zwölf  anderen  Ecken  sind  gleich- 
schenklig- dreiflächig. 

Ebenso  wie  die  zwölf  gleichschenkligen  Dreiecke  des 
Polyeders  [XXIX']  die  Grenzflächen  einer  bestimmten  Varie- 
tät des  Polyeders  [XXI5]  sind,  so  sind  auch  die  zwölf 
Scheitel  der  gleichschenklig  -  dreiflächigen  Ecken  des  Po- 
lyeders [XXIX]  die  Eckpunkte  einer  bestimmten  Varietät 
des  Polyeders  [XXIX'J  [vergl,  die  Nummer  7.)  der  §§  42, 
43,  44]. 

Die  Beziehungen  für  die  den  besonderen  Netzen  XXIX  a'), 
b')  c')  ein-  und  umgeschriebenen  Polyeder  folgen  ohne  wei- 
teres; insbesondere  erhält  man  bei  XXIXc')  das  reguläre 
Ikosaeder  [V]  und  das  reguläre  Pentagondodeka- 
eder [VI!J. 

Endlich  ergiebt  sich  auch  das  Polyeder  [XXIX]  als  eine 
bestimmte  (parallelflächige)  Heniiedrie  eines  gleichflä- 
chigen Polyeders  [X]  (eines  Pyramidenwürfels),  da  das  polare 
gleicheckige  Polyeder  [XXIX']  als  eine  bestimmte  Hemi- 
gonie  eines  gleicheckigen  Polyeders  [X']  erhalten  werden 
kann. 
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§  46.   Schlusslbemerkung. 

Durch  die  in  den  drei  Abteilungen  dieses  Kapitels  durch- 
geführten Betrachtungen  sind  sämtliche  mögliche  gleich- 
flächige Netze,  -welche  die  Kugeltläche  einmal  bedecken,  nebat 
den  ihnen  zugeordneten  (bez.  konjugierten)  gleicheckigen 
Netzen  und  den  entsprechenden  gleicheckigen  und  gleich- 
flächigen Polyedern  hergeleitet  worden. 

Einfache  gleichflächige  Netze,  deren  Grenzflächen  sphä- 
rische Sechsecke  (oder  Polygone  von  höherer  Eckenzahl) 
wären,  kann  ea  nicht  geben.  Denn  aus  dem  Werte  ftir  den 
Exzeas  eines  sphärischen  Sechsecks  ergiebt  sich 

67)      Ä^  +  Ä,+  Ä,  +  A,  +  A,  +  A,-120<'(l  +  ^- 

Hieraus  folgt,  dass  —  abgesehen  von  dem  Grenzfall  der 
regulären  Kreisteilungsnetze  I  (vergl.  auch  §  18,5  am 
Ende)  —  ein  aus  m  gleichen  und  ähnlichen  Sechsecken  zu- 
sammengesetzes,  die  Kugelfläche  einmal  bedeckendes  Netz 
unmöglich  ist,  da  die  Polygone  sich  weder  zu  nur  regel- 
mässigen, noch  zu  teilweise  regelmässigen  und  unregel- 
mässigen, noch  endlich  zu  nur  unregelmässigen  sphärischen 
Ecken  zusammensehliessen  können. 

In  dem  folgenden  Kapitel  sollen  nun  die  bisher  er- 
haltenen Resultate  nochmals  übersichtlich  zusammengefasst, 
die  gefundenen  Netze  in  bestimmte  Hauptgmppen  zusammen- 
gestellt und  weitere  Eigenschaften  derselben,  sowie  der 
ihnen  zugehörigen  Polyeder  hergeleitet  werden. 
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ZusammenfassTiiig  der  gleickflächigen  und  der  gleich- 
eckigen  Netae,  sowie  der  entsprechenden  Polyeder 
in  bestimmte  Hauptklasseu  nnd  Gnippen,  Herleitnng 
von  Lagebezielinngeu. 


§  +7.  Aufstellung  und  Unterscheidung  dei"  Hauptklasseu 
uud  Gi'uppeii.    Defluition  der  Polarnetze. 

1.  Man  kann  die  in  den  vorigen  Kapiteln  abgeleiteten 
gleichfläcliigen  Netze  (einschliesslich  der  regulären),  ebenso 
wie  die  ihnen  zugeordneten  gleicheckigen  Netze  von  ver- 
schiedenen Gesichtspunkten  ausgehend  gruppieren.  Ausser 
lier  bei  den  Entwicklungen  des  vorigen  Kapitels  befolgten 
Einteilung  der  gleichflächigen  Netze  in  Dreiecks-,  Vier- 
ecks- imd  Fünfecksnetze  ist  daselbst  der  wichtige  Unter- 
schied der  festen  und  der  veränderlichen  (oder  beweg- 
lichen) Netze  hervorgetreten.  Femer  kann  man  sämtliche 
gleichflächige  Netze  in  die  folgenden  zwei  Hauptklassen 
anordnen. 

Die  erste  Hauptklasse  ist  die  der  gleickflächigen  Netze 
mit  einem  Hauptdurchmesser  oder  mit  zwei  entgegen- 
gesetzt gerichteten  gleichen  Hauptaxen.  Die  sämtlichen 
in  diese  Hauptklasse  gehörigen  Netze  ergeben  sich  aus 
dem  regulären  Kreisteilungsnetze  I  und  aus  dem  regulären 
Zweiecksuetze  II  (§  8  und  §  9). 

Die  zweite  Hauptklasse  ist  die  der  gleichflächigen 
Netze  mit  mehr,  als  einem  Hauptdurchmesser  oder  mit 
gleichen  Hauptaxen  nach  mehr,  als  zweiRichtungen^). 


1)  Vergl.  Sohncke,  Krystallstmktur,  Kap.  TI  und  VII.  Hessel 
nennt  (KryataJlometrie)  die  in  die  erste  Hauptklagae  gehörigen  Gestalten 
liauptasig,  die  der  zweiten HauptklasBe  angehörigen  haiiptasenlos. 
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Die  dieser  zweiten  Hauptklaase  angehörigen  Netze  lassen 
sich  in  zwei  Ordnungen  bringen,  von  denen  die  erstere  drei 
Gruppen  umfasst. 

Erste   Ordnung  der  zweiten   Hauptklasse. 
Die  dreizähligen  Axen  sind  nach  den  Eckpunkten  eines 
regulären  Hesaedernetzes  VI  gerichtet: 

erste  Gruppe:  Hexakisoktaedernetze, 
zweite  „  :  Diakisdodekaedernetze, 
dritte  „      :   Hexakistetraedernetze. 

Zweite   Ordnung   der  zweiten  Hauptklasae. 

Die  dreizähligen  Axen  sind  nach  den  Eckpunkten  eines 
regulären  Pentagondodekaedemetzes   VII  gerichtet: 

einzige  Gruppe:  Diakishexekontaedernetze. 

In  jeder  dieser  einzelnen  Gruppen,  sowie  bei  der  ersten 
Hauptklasse  kommt  dann  als  weiterer  Einteilungsgrund  das 
Vorhandensein  oder  Fehlen  von  Symmetrieebeneu  und  damit 
die  Unterscheidung  der  festen  und  veränderlichen  Netze 
zur  Geltung. 

2.  Dieselbe  Einteilung  in  Klassen,  Ordnungen  und  Grup- 
pen gilt  für  die  den  gleichflächigen  Netzen  zugeordneten 
(bez.  konjugierten)  gleicheckigen  Netze.  Dieselben  zer- 
fallen weiterhin  in  solche  mit  festen  und  mit  veränder- 
lichen Symmetrienetzen,  während  die  gleicheckigen  Netze 
selbst,  mit  Ausnahme  der  regulären  Netze  und  der  Netze 
XIX'  (§  32)  und  XX'  (§  33)  sämtlich  veränderliche  (oder 
bewegliche)  Netze  darstellen. 

Zwischen  den  verschiedenen  Klassen,  Ordnungen  und 
Gruppen  ergeben  sich  andererseits  auch  mehrfache  Bezieh- 
ungen, zufolge  deren  die  einer  Klasse,  Ordnung  oder  Gruppe 
angehörigen  Netze  aus  besonderen  Netzen  einer  andern 
Klasse  oder  Gruppe  hergeleitet  werden  können. 

Im  folgenden  sollen  die  gleichflächigen  und  die  gleich- 
eckigen Netze  nebst  den  entsprechenden  Polyedern  zunächst 
nach  ihrer  Zugehörigkeit  in  die  beiden  Hauptklassen,  Ord- 
nungen,  Gruppen   und  fernere  besondere  Abteilungen  noch- 
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suals   z US ammen gestellt  und  zugleich  einiga  weitere  Eigeii- 
aehaften  jeuer  Gebilde  hergeleitet  werden. 

3.  In  Beziehung  auf  diese  Eigenschaften,  welche  wesent- 
lich Lagebeziehungen  betreffen,  mögen  zuvor  noch  folgende 
allgemeine  Bemerkungen  Yorauageschickt  werden. 

Die  Kanten  eines  gleicheckigen  Netzes,  welches  einem 
(festen  oder  veränderlichen)  gleichflächigen  Netze  zugeordnet 
(bez.  konjugiert)  ist,  gehen,  da  sie  auf  denjenigen  des  Sym- 
metiienetzes  senkrecht  stehen,  durch  die  Pole  der  Haupt- 
kreise dieses  letzteren  Netzes  hindurch.  Ferner  sind  die 
Grenzflächen  des  dem  gleiche ckigeii  Netze  eingeschriebenen 
Polyeders  parallel  zu  den  Ebenen  der  Hauptkreiae,  welche 
die  Polaren  zu  den  Eckpunkten  des  gleichflächigen  Sym- 
metrienetzes sind. 

Damit  bietet  sich  die  Berücksichtigung  des  Polar- 
netzes des  gleichflächigen  Netzes  dar.  Dieses  Polarnetz 
setzt  sich  aus  den  Polarfiguren,  der  sämtlichen  gleichen 
Flächen  des  Symmetrienetzes  zusammen,  ist  also  selbst 
gleichüächig;  doch  bildet  dasselbe  nur  in  sehr  wenigen  — 
in  der  Folge  hervorzuhebenden  —  Fällen  selbst  ein  die 
Kugelfläche  ein-  oder  mehrere  Mal  bedeckendes  Netz. 

4.  Andererseits  ist  aiich  das  Polarnetz  des  gleich- 
eckigen  Netzes  für  die  Betrachtung  von  Wichtigkeit;  denn 
die  Pole  der  Hauptkreise  des  gleieheckigen  Netzes,  d.  h. 
die  Eckpunkte  dieses  Polarnetzes  liegen  aut  den  Haupt- 
kreisen des  gleichflächigen  Sjmmetrienetzes ,  und  die  rjrenz- 
flächen  des  dem  gleicheckigen  Netze  in  seinen  Eckpunkten 
umgeschriebenen  gleichflächigen  Polyeders  sind  parallel  zu 
den  Ebenen  der  Hauptkreise,  welche  die  Polaren  zu  den 
Eckpunkten  des  gleicheckigen  Netzes,  also  die  Kanten  des 
Polarnetzes  desselben  sind. 

Wir  wollen  dies  zweite  Polarnetz  kurz  als  das  dem 
ersteren  (gleichflächigen)  Polaruetze  zugeordnete  Polar- 
netz  bezeichnen. 
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§  i8.    I.  Netze  der  ersten  Hatiptklasse. 

A)  Feste  bierlier  gehörige  Netze. 

1.  Unter  den  zu  der  ersten  Hauptklasse  gehörigen 
gleichflUehigen  Netzen  sind  —  ausser  den  regulären 
Kreis teilungsnetzen  I  und  den  regulären  Zweieeksnetzen  II 
(§  8  und  §  9)  —  die  Doppelpyramidennetze  VIII  f§  16) 
und  Vlllß)  (§  18)  die  einzigen  festen  Netze.  Die  Haupt- 
kreise eines  solchen  Netzes  sind  der  (in  n  gleiche  Teile  ge- 
teilte) Äquator  a  eines  Netzes  I  und  die  n  durch  den  Pol  Ä 
(und  den  Gegenpol  A')  desselben  gehenden  und  unter  Win- 
keln von  -— —  gegeneinander  geneigten  Hauptha,lbkreise  des 
konjugierten  Netzes  II. 

Die  Grenzfläche  des  Polarnetzes  ist  wiederum  ein 
zweite  eh  twinkiiges  sphärisches  Dreieck,  dessen  dritte  Kante 

und    dritter   Winkel    180*"  beträgt.     Der  Inhalt   eines 

n  ° 

solchen  Polarnetzes  ist  das  — ^ — fache  der  Kugelfläche;  für 

3i=-4j?i  (j)|  =  1,  2,  3...)  erhält  man  solche  eigentliche  (kon- 
tinuierliche) Netze,  welche  (2pi—  l)-iual  die  Kugelfiäche 
bedecken  (vergl.  das  letzte  Kapitel).  Das  einzige  einfache 
dei-artige  Polarnetz  ist  das  dem  Werte  n  =  4  (oder  p^  =  1) 
entsprechende,  nämlich  das  seinem  Polarnetze  kongruente 
reguläre  Oktaedernetz  IV. 

2.  Die  einem  Netze  VIII  zugeordneten  gleicheekigen 
Netze,  nämlich  die  prismatischen  (2 +  n) -flächigen  2»*-Ecke 
VIII'  (§  16)  [Fig.  6k)  bis  6d)]  sind  einfach  veränder- 
liche Netze,  deren  Hauptkreise  durch  die  Eckpunkte  des 
gleichfiächigen  Polarnetzes  hindurchgehen.  Von  diesen  Hanpt- 
kreisen  sind  die  durch  A  und  A'  hindurchgehenden  Seiten- 
kanten, deren  Länge  zwischen  0"  und  90"  variiert  und 
welche  Hanptkreise  eines  regulären  Zweiecksnetzes  II  sind, 
der  Lage  nach  fest,  während  die  auf  den  Schenkeln  der 
gleichschenkligen  Dreiecke   des  Netzes  VIII   senkrecht   ste- 
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henden  Eudkanten,  welche  durcli  die  auf  dem  Äquator  a 
liegenden  Eckpunkte  des  gleiehüächigen  Polaraetzes  hin- 
durchgehen, in  der  Weise  beweglich  sind,  dass  die  Neigung 
je  zweier  durch  denselben  Pol  symmetrisch  zum  Äquator  a 
hindurchgehenden  Hauptkreise  zwischen  0"  und  180"  variiert, 
wemi  der  Punkt  P  die  Symmetrieaxe  eines  gleichschenkligen 
Dreiecks  durchläuft. 

Da  die  beiden  Endflächen  eines  Netzes  VIII'  für  n  =  2p 
ein  reguläres  «-Eck  und  dessen  Gegenfigur,  {üi  n  =  2p-\-l 
dagegen  zwei  kongruente  reguläre  m-Eeke  darstellen,  von 
welchen   das   eine   durch   eine   Drehung   der  Gegenfigur   des 

andern  von  der  Amplitude  um  den  Durchmesser  ÄA' 

als  Rotationsaxe  resultiert,  so  folgt,  dass  im  ersten  Falle 
{w  — 2j))  die  Eadkauten  auf  den  n  Hauptkreisen  eines  regu- 
lären m-Eeks,  im  zweiten  Falle  (n  =  2p-{-l)  auf  den  2n 
Hauptkreisen  eines  regulären  2w-Ecks  liegen. 

Das  Polarnetz  eines  Netzes  VIII'  (das  zugeordnete 
Polarneta)  wird  für  )!  =  2j)  durch  die  n  Hauptkreise  eines 
regulären  n-'Ecks,  welche  die  Polaren  zu  den  n  Eckpunkten 
und  deren  Gegenpunkten  sind,  für  n=^2p+l  durch  die  2-« 
Hauptkreise  eines  regulären  2«-Bcks  gebildet,  welche  die 
Polaren  zu  den  2n  Eckpunkten  des  Netzes  VIII'  sind.  Die 
Grenzflächen  der  dem  Netze  VIII'  umgeschriebenen  regulären 
Doppelpyramide  sind  den  Ebenen  dieser  Hauptkreise  parallel 
(vergl.  §  47,  4). 

3.  Bei  den  gleicheckigen  Netzen  VIII"  (§  18),  nämlich 
den  prismatischen  (2  4-J3+J')-fläehigen  2.2p-Ecken 
sind,  da  ein  Eckpunkt  P^  jede  beliebige  Lage  innerhalb  der 
Grenzfläche  des  Symmetrienetzes  VIII«)  einnehmen  kanu, 
auch  die  Seitenkanten  in  der  Weise  beweglich,  dass  sie 
immer  durch  den  Pol  A  des  Hauptäquators  a  hindurchgehend 
ein  halbreguläres  Zweiecksnetz  I'  (§  18,  5)  bilden. 

Die  beiden  Endflächen  eines  Netzes  VIII"  sind  gleich - 
eckige  (jj-|-p) -kantige  2.^-Ecke  (vergl.  |  5,  i),  welche 
für  ^  =  2^^  sich  als  Gegenfiguren  entsprechen,  während  für 
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p^^Px-h  1  i3as  eiue  2p-Eck  durch  eine  Drehung  der  Gegea- 
figLir  des  anderen  von  der  AmpKfcude  um  den  Durch- 
messer Ä  A!  als  ßotationsase  erhalten  wird. 

Daher  liegen  im  ersten  Falle  (i'  =  2ßi)  die  Endkanten 
des  Netzes  VIII"  auf  den  2.2p^  Hauptkreisen  eines  {2pi  +  2_Pi)- 
kantigen  2.2ß[-Ecks,  von  denen  immer  je  zwei  gegenilljer- 
liegende  (parallele)  durch  einen  auf  dem  Hauptäquator  a 
liegenden  Eckpunkt  des  Polarnetzes  gehen  und  abwechselnd 
einen  Winkel  2P,  und  2Pg  einschliessen,  wo  P^  und  Pg  die 
Radien  der  beiden  die  Kanten  des  gleicheckigen  2.2j)^-Ecks 
berührenden  Kreise  bedeuten  [vergl.  §  5,  i)  und  Fig.  6f),  wo 
P^^AD^,  P^--ÄDs  ist]. 

Im  zweiten  Falle  (^  =  2^1^+1)  liegen  die  Budkanten 
auf  2.2j)  Hauptkreisen  zweier  konzentrischen  (^+j))-kan- 
tigen  2,ji-Eeke,  so  dass  durch  jeden  der  p  Punkte  des 
Hauptäquatore  a  und  deren  Gegenpunkie  zwei  Paare  von 
Hauptkreisen,  die  bez.  je  einen  Winkel  2P^  und  SP^  ein- 
schliessen, hindurch  gehen. 

Das  Polametz  eines  Netzes  YHI"  wird  im  ersten 
Falle  durch  die  2,2p^  Hauptkreise  eines  gleiehkantigen 
(2p^4"  2j>j)-eckigen  2.2ßi-Kants,  im  zweiten  Falle  durch 
die  2.2p  Hauptkreise  zweier  konzentrischen  (^-|-^)-eekigen 
2.^-Kante  gebildet  (vorgl.  |  ö,  2).  Diese  Hauptkreisö  gehen 
zu  je  zweien  durch  die  auf  dem  Hauptäquator  a  liegenden 
Pole  der  Eckradien  der  gleicheckigen  Endflächen  hindurch 
\ind  ßciJiessen  sämtlich  einen  Winkel  2  P^'-'>  =  lS0°-2It 
(vergh  §  5,  a  und  3)  ein.  Diese  Pole  sind  für  2^  =  ^Pi  ^^^ 
Eckpunkte  eines  halbregulUren  Kreisteilungsnetzes  II' 
(vergh  §  18,  19j3),  nämlich  eines  (2j)^  +  2^i)- kantigen 
2.2jpi-Ecks,  für  p^2pi  +  l  die  Eckpunkte  zweier  konzen- 
trischen halbregnlären  Kreisteilungsnetze  II',  nämlich 
zweier  (p4-j))- kantigen  2.j}-Ecke,  von  denen  das   eine  aus 

dem  andern  durch  eine  Drehung  von  der  Amplitude  - — -  um 
die  Äxe  A  A.   erhalten  wird. 
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B)    Veräniäerliche   gieichflächige  Netze  nebst   den 
zugeordneten   gleicheckigen  Netzen. 

4.  Die  in  die  erste  Hauptklasse  gehörigen  veränder- 
lichen gleichflächigen  Netze  sind  einmal  die  hauptaxigen 
Deltoidnetze  XXIV  (§  39)  und  die  zu  diesen  in  naher  Be- 
ziehung stehenden  Skalenoedernefcze  XVIII  (§  30),  an- 
dererseits die  hanptaxigen  Trapezoidnetze  XSV  (§  40), 
von  denen  man  mit  Rücksicht  auf  die  Beschaffenheit  des 
Randes  die  beiden  ersteren  als  kronrandige,  die  letzteren 
als  sägerandige  Netze  bezeichnen  kann.  Die  Netze  der 
tetragonalen  Sphenoide  XIV  (§  24)  und  der  rhom- 
bischen Sphenoide  XVII  (§  29)  sind  als  die  dem  Werte 
j}  =  2  entsprechenden  Grenzfalle  bezüglich  in  den  Netzen 
XXIV  und  XXV  enthalten. 

5.  Bei  den  hauptaxigen  Deltoidnetzen  und  den  Ska- 
lenoedernetzen,  welch'  letztere  aus  den  ersteren  durch  Aus- 
ziehen der  die  Endkanten  bildenden  Hauptkreiae  erhalten 
werden  können,  siud  die  beiden  Endpunkte  Ä  und  Ä'  des 
Hauptdurükmessers  fest;  dagegen  die  auf  den  Endkanten 
liegenden  Eckpunkte  B  (vergl.  die  Fig.  16  und  22)  des  Ran- 
des beweglich. 

Die  Endkanten,  deren  2p  Hauptkreise  ein  reguläres 
Zweieeksnet'z  und  deren  Ebenen  die  Symmetrie  ebenen  der 
Netze  bilden,  sind  der  Lage  nach  fest;  die  Randkanten  sind 
in  der  Weise  beweglich,  dass  jede  derselben  sich  um  einen 
der  Punkte  G  (vergl.  die  Fig.  16  und  22)  des  Hauptäquators 
dreht  und  einen  Winkel  von  90"  besehreibt,  wenn  der  Punkt 
D  auf  der  Endkante  einen  Quadranten  zurücklegt. 

Da  für  jede  Varietät  dieser  Netze  die  Randkanten 
durch  die  Punkte  C  des  Hauptäquators  hindurchgehen  und 
unter  demselben  Wuikel  (=C)  gegen  denselben  geneigt 
sind,  so  folgt,  dass  die  Hauptkreise  dieser  Eandkanten,  falls 
p  iingerade  ist,  ein  reguläres  j)-Eck,  falls  p  gerade  ist, 
ein  reguläres  2j)-Eck  einhüllen.  (Für  die  Skalenoedernefcze 
gelten  dieselben  Regeln,  wenn  p,  statt  p  gesetzt  wird.)  Dies 
letztere  Resultat  ergiebt  sich  auch  leicht,  wenn  man  berück- 
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sichtigt,  dass  die  Eckpunkte  des  Bandes  die  Hemigonie  eines 
prismatischeE  (2  +  2^)-fläeliigeii  ijj-Eeka  darstellen,  also 
sowohl  die  f  oberen,  als  die  p  unteren  Eckpunkte  ein  regu- 
läres j)-Eck  heatimmen,  wobei  für  j)  ungerade  die  beiden 
jj-Ecke  sich  als  Gegenfiguren  entsprechen,  während  für  p 
gerade  die  p  Eckpunkte  des  einen  mit  den  ji  Gegenpunkteu 
der  Eckpunkte  des  anderen  ein  reguläres  2^3-Eck  bestimraen, 
Die  Randkanten  ergeben  sich  dann  einfach  als  diejenigen 
verlängerten   Diagonalen,   welche    bei    diesen  p-Ecken   (für 

»—■1 
ungerades  jj)  über  je  —  „  -;  bei  den   2p-Eeken   (für   ge- 
rades ji)  über  je  ^  —  1  Kanten  gezogen  sind. 

Was  die  Polarnetze  der  Netze  XXIV  und  XVIII  be- 
trifft, so  liegen  die  Pole  der  Endkanten  auf  dem  Haupt- 
äquator ff,  den  Eckpunkten  eines  regulären  Kreisteilungs- 
netzes entsprechend,  während  die  Pole  der  Bandkanteu  den 
Eckpunkten  eines  regulären  j)-Ecks  (für  ^  ungerade)  oder 
eines  regulären  2ß-Ecks  (für  j?  gerade)  entsprechend  grup- 
piert sind.  Hiemach  läsat  sich  die  Beschaffenheit  einer 
Grenzfläche  dieser  Polarnetze,  sowie  die  Art  der  Veränder- 
lichkeit bestimmter  Elemente  derselben  leicht  erkennen. 

6.  Einem  jeden  hauptaxigen  Deltoiduetze  XSJ.V  ist  ein 
gleicheckiges  Netz  XXIV  [ein  kronrandiges  (2  +  2j))-flä- 
ehiges  2jj-Eck]  symmetrisch  zugeordnet  (vergl.  §  39,  a).  Die 
Gruppierung  und  die  Art  der  Beweglichkeit  der  Eckpunkte 
und  der  Kanten  des  konjugierten  Kronrandes  folgt  un- 
mittelbar aus  dem  früher  (§  39)  und  unter  5,  Gesagten. 
Die  Endkanten  der  beiden  regulären  Endflächen  drehen  sich, 
während  ein  Eckpunkt  Pj  den  Symmetriekreisbogen  des  Del- 
toides  beschreibt,  um  die  auf  dem  Hauptäquator  liegenden 
Eckpunkte  des  Polarnetzes  (die  Pole  der  Endkanten  des 
Netzes  XVIII),  während  gleichzeitig  die  Bandkanten  immer 
durch  die  Punkte  G  senkrecht  zii  den  Randkanten  des  Sym- 
metrienetzes  XVIII  hindurchgehen.  Für  ^  =  3  fallen  End- 
und  Randkanten  zusammen,  so  dass  das  Netz  aus  den  drei 
vollständig  ausgezogenen  Kreisen  eines  regalären  Dreiecks 
besteht  (§  39,  e). 
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Das  zugeordnete  Polarnefcz  wird  durch  die  f  (für  p 
ungerade)  oder  2p  (für  p  gerade)  Hauptkreise  eines  regu- 
lären ß-Ecks  oder  2j)-Ecks  gebildet,  welche  die  Polaren 
zu  den  Eckpunkten  des  Netzes  XXIV  sind. 

7.  Einem  jedea  Skalenoedernetze  SVIII  ist  die  Ge- 
samtheit derjenigen  gl  ei  eh  eckigen  Netze  XVIII'  [nämlieh 
der  unterbrochen  kronrandigen  (2  +  2ßj)- flächigen 
2.2j3i-Ecke]  symmetrisch  zugeordnet  (vergl.  §  30,  4),  deren 
Eckpunkte  homologe  Punkte  P  der  Kreisbogen  0,  F  (s.  Fig. 
IGy)  des  konjugierten  Kronrandes  sind.  Die  Kanten  dieses 
konjugierten  Kronrandes  sind  dieselben  und  auf  dieselbe 
Art  beweglich,  wie  diejenigen  der  Netze  XXIV  (vergl. 
unter  6.  dieses  Paragraphen);  dagegen  sind  für  einen  be- 
stimmten Neigungswinkel  G  dieser  Randkanten  gegen  den 
Hauptäquator  a  die  Budkanten  der  beiden  halbregulären 
gleicheckigen  Endflachen  in  der  Weise  beweglich,  dass,  wäh- 
rend diese  Endkanten  sich  um  die  Pole  der  Endkanten  des 
Symmetrienetzes  XVIII  drehen,  der  Durchs ehnittsp unkt  P^ 
je  zweier  benachbarten  Endkanten  alle  Lagen  auf  dem  Bogen 
Cj  ii^ (vergl.  Fig,  Ißy)  einnehmen  kann.  Wenn  der  Punkt  P^  mit 
F  zusammenfällt,  so  resultieren  die  Netze  XXIV  als  Grenz- 
fall der  zweifach  veränderlichen  Netze  XVIII'.  Umgekehrt 
kann  jedes  Netz  SVIII'  aus  einem  Netze  XXIV  durch 
gleichmässige  und  gerade  Abstumpfung  der  Randkanten  er- 
halten werden,  Nur  in  dem  Falle  eines  ungeraden  j)j 
entsprechen  sich  die  beiden  halb  regulären  gleicheckigen 
Endflächen  als  Gegenfiguren  (vergl.  auch  das  Schema  in 
Fig.  16^). 

Das  zugeordnete  Polarnetz  wird  durch  die  Polaren 
der  Eckpunkte  eines  Netzes  XVIII'  gebildet;  für  ungerades 
j)^  sind  dies  die  2 ,  jij  Hauptkreiee  eines  gleichkantigen 
(Pi +2)1)- eckigen  2. jj^- Kants,  für  gerades  p^^  dagegen  die 
2.2j>j  Hauptkreise  eines  gleichkantigen  (2j)j-l-2j)j)- eckigen 
2.2i>i-Kant3. 

Die  früher  (§  30,  4)  angegebene  Herleitung  der  Netze 
XVIIT'  als  bestimmte  Hemigonieen  (vergl.  Fig.  IQS)  der 
Netze  Vni"  (für  «  =  4jj7j)  führt  ebenfalls  auf  eine  anschau- 
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Helle  Darstellung  der  Art  der  Veränderlichkeit  dieser  Netae 
und  der  oben  erwähnten  Lagebeziehungen. 

8.  Was  die  hauptaxigen  Trapezoidnetze  XXY  oder 
die  sägerandigen  Netze  (|  40)  anlangt,  so  ist  bei  diesen 
unsymmetrischen  Netzen  der  Winkel,  welchen  das  System 
der  oberen  mit  dem  Systeme  der  unteren  End-  (oder  Scheitel-) 

Kanten  bildet,  veränderlich  (=x- — —  vergl.  §  40),  während 

zugleich  die  Eckpunkte  des  Sägerandes  auf  jenen  Endkanteu 
beweglich  sind. 

Die  zweifache  Veränderlichkeit  und  die  Entstehung  der 
sämtlichen  mögliehen  Varietäten  dieser  Netze  XXV  (bei 
einem  für  p  gewählten  Werte)  stellt  sieh  z.  B.  sehr  anschau- 
lich dar,  wenn  man  (vergl.  §  40,  B.)  die  auf  dem  Haupt- 
äquator a  liegenden  Mittelpunkte  C  der  Bandkanten  als 
fest  annimmt,  die  beiden  Systeme  der  Eudkanten  gleichzeitig 
(in  entgegengesetztem  Sinne)  um  den  Haupt durchm es ser 
dreht  und  hierbei  die  Bandkanten  um  die  Punkte  C  sich  so 
drehen  läset,  dass  deren  Schnittpunkte  mit  den  Eudkanten 
von  den  festen  Endpunkten  A  und  A'  der  beiden  Haupt- 
äsen  gleichen  Abstand  haben  [vergl.  auch  die  Fig,  23  k) 
bis  23*)]. 

Je  zwei  aufeinanderfolgende  Bandkanten  sind  unter  ver- 
schiedenen Winkeln  Cj  und  6^  gegen  den  Hauptäquator  a 
geneigt;  die  Hauptkreise  dieser  Bandkanten  hüllen  daher 
zwei  konzentrische  reguläre  jo-Ecke  oder  ein  gleicheckiges 
(p+J')-kantiges  2.j)-Eck  der^  — 1*™  Art  ein.  Diese  Be- 
ziehungen ergeben  sich  auch  leicht,  wenn  man  beachtet,  daas 
die  Eckpunkte  des  Sägerandes  die  Hemigonie  eines  prisma- 
tischen (2-J-i5+i))-flächigen  2.2i)-Eck8  VH!"  (§  18)  dar- 
stellen, so  dass  die  p  oberen  und  die  p  unteren  Eckpunkte 
je  ein  reguläres  j»-Eck  bestimmen,   von   denen  das  eine  mit 

der  Gegenfigur  des  andern  durch  eine  Drehung  von  % 

0  ^ 

(oder(l— x) 1    um    eine    der    beiden   Hauptaxen    zur 

Deckung   gebracht  werden  kann.     Die  Randkanten  sind  für 
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gerades  p  die  über  je  j}  —  !  (oder  jj+D  Kanten  in  dem- 
selben Sinne  gezogenen  Diagonalen  jener  halb  regulären  End- 
flächen, für  Lingerades  p  die  abwechselnd  über  je  2p— 1 
(oder  2jp  +  1)  und  je  2p  ~S  (oder  2p  +  3)  Kanten  in  dem- 
selben Sinne  gezogenen  Diagonalen  der  halbregulären  (2p+2py 
kantigen  2.2^-Ecke,  deren  Eckpunkte  die  2.p  Eckpunkte 
der  oberen  (unteren)  nnd  die  2.p  Gegenpunkte  der  Eck- 
punkte der  unteren  (oberen)  Grenzfläche  sind. 

Die  Grenzfläche  des  Polarnetzes  eines  Netzes  XXV  ist 
ein  unsymmetrisches  Viereck,  dessen  beide  auf  dem  Haupt- 
äquator a  liegende  Eckpunkte  in  der  Weise  beweglieh  sind, 

dass  ihr  Abstand  unverändert  [=    ISO" )  bleibt,  während 

die  beiden  Eckpunkte,  weiche  die  Pole  zweier  aufeinander- 
folgenden Eandkanten  sind,  auf  den  Polaren  c  der  Punkte  C 
ihre  Lage  ändern. 

9.  Die  Gruppierung  und  die  Art  der  Beweglichkeit  der 
Eckpunkte  und  Kanten  eines  gleicheckigen  Netzes  XXV 
[eines  sägerandigen  (2  +  2j))-fiächigen  2ji-Ecka],  welches  je 
einem  Netze  XXV  symmetrisch  zugeordnet  ist,  ergiebt  sich 
mit  Leichtigkeit  aus  den  im  §  40  und  in  diesem  Paragraphen 
unter  8.  hervorgehobenen  Beziehimgen. 

Die  Beschaffenheit  der  zugeordneten  Polarnetze  folgt 
aus  derjenigen  der  Polarnetze  der  Netze  VIII"  (vergl.  s.  dieses 
Paragraphen).  Die  Kanten  dieser  Polametze  liegen  für  p=2p, 
anf  den  2 .  2pi  Hauptkreisen  eines  gleichkantigen  (2p^  +  ^!Pi)' 
eckigen  2.2j)i-Kants,  für  p^2pj  +  l  auf  den  2.p  Haupt- 
kreisen eines  der  beiden  konzentrischen  (ß-|-j))- eckigen  2.p- 
Kante. 

10.  Resümieren  wir  noch .  einmal  die  wesentlichen  Re- 
sultate für  die  Lage  und  Beschaffenheit  der  Ecken  und 
Kanten  der  festen  und  beweglichen  Netze  dieser  Klasse,  zu 
welch'  letzteren  auch  (dem  Werte  p  ^  2  entsprechend) 
die  zugleich  gl  eich  eck  igen  und  gleichfiächigen  Netze  XIV 
und  XVII  der  tetragonalen  und  rhombischen  Sphenoide  ge- 
hören. 
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Die  Eckpunkte  und  Kanten  der  festen  gleicJiflächigen 
Netze  VIII  stimmen  mit  denjenigen  der  regulären  Netze 
I  nnd  n  nberein.  Die  Eckpunkte  der  diesen  Netzen  zu- 
geordneten gleicheckigen  Netze  VIII'  und  VIII"  stimmen 
mit  denjenigen  eines  bez.  zweier  konzentrischen  regulären 
oder  halbregulären  (gleich eckigen)  sphärischen  «-Ecke  iiber- 
ein.  Die  Seitenkanten  der  Netze  VIII'  sind  fest  und  ent- 
sprechen den  Kanten  eines  regulären  Netzes  II,  die  Seiten- 
kanten der  Netze  VIII"  sind  um  die  Punkte  A  und  A'  in 
der  Weise  drehbar,  dass  sie  den  Kanten  eines  halbregulären 
Zweiecksnetzes  I'  entsprechen.  Die  Endkanten  sind  als 
Kanten  regulärer  oder  gleieheckiger  m-Ecke  um  die  festen 
auf  dem  Hauptäquator  a  liegenden  Pole  der  Endkanten  des 
Symmetrienetzes,  also  um  die  Eckpunkte  eines  regulären 
Kreisteilungsnetzea  I  in  der  Weise  drehbar,  dass  ihre  Neigung 
gegen  den  Hauptäquator  gleich  oder  abwechselnd  gleich  ist. 

Was  die  beweglichen  gleichfiächigen  Netze  anlangt, 
so  sind  ihre  Eckpunkte  Kombinationen  der  festen  Eckpunkte 
Ä  und  Ä'  mit  den  beweglichen  Eckpunkten  des  Randes,  welche 
Hemigonieen  der  gleicheckigen  Netze  VIII'  und  VIII"  dar- 
stellen. Die  Endkanten  sind  bei  den  Netzen  XXIV  und 
XVIII  fest,  bei  den  Netzen  XXV  um  die  Punkte  A  und  A' 
drehbar;  die  Itandkanten  sind  um  die  Eckpunkte  C  eines 
regulären  Kreisteilungsnetzes  in  der  Weise  drehbar,  dass  für 
die  beiden  erster en  Netze  die  Neigung  aller  Eandkanten 
gegen  den  Hauptäquator  gleich,  für  die  Netze  XXV  dagegen 
abwechselnd  gleich  ist. 

Die  Eckpunkte  der  den  beweglichen  gleichfläehigen 
Netzen  zugeordneten  gleicheekigen  Netze  sind  Hemigo- 
nieen der  Netze  VIII'  und  VIII",  welche  ftlr  die  Netze 
XXIV'  und  XXV'  vollständig  den  Eckpunkten  des  konju- 
gierten Randes  der  Symmetrienetze  entsprechen.  Die  Rand- 
kanten  sind  bei  sämtlichen  Netzen  in  derselben  Weise,  wie 
diejenigen  des  konjugierten  Randes  des  Symmetrienetzes,  um 
die  Punkte  C  drehbar.  Die  Endkanten  der  Netze  XXIV 
und  XVIII'  sind  um  die  festen  Pole  der  Endkanten  ihrer 
f  und  zwar  bez.  bei  gleicher  und  abwechselnd 
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gleicher  Neigung  gegen  den  Hauptäquator  drehbar;  dagegen 
gehen  die  Endkanfcen  der  Netze  XXV '  bei  gleicher  Neigmig 
gegen  den  Hauptäquator  durch  die  auf  diesem  beweglichen 
Pole  der  Endkanten  des  Symmetrienetzes  hindurch,  wobei 
diese  Pole  den  Eckpunkten  eines  halbregulären  Kreia- 
teilungsnetzes  II'  entsprechen. 

Die  Beziehungen  Eiir  die  Lage  der  Eckpunkte  und 
Grenzflächen  der  den  gleich  eckigen  Netzen  ein-  und  um- 
geschriebenen Polyeder  ergeben  sich  aus  dem  Obigen  ohne 
weiteres  [Tergl.  §  47,  3)  o.  4}];  auf  die  analytische  Dar- 
stellung der  abgeleiteten  Lagebeziebungen  wird  im  nächsten 
Tfapitel  (vergl.  die  §§  58  bis  62)  näher  eingegangen  werden. 

IIa)  Netze  der  zweiten  Hauptklasse  ei-stcr  Orduuug. 

§  49. 
Erste  Gruppe:  Hexakisoktaedernetae. 
Ä)    Feste  gleichflächige  Netze  nebst    den    zugeord- 
neten gleicheckigen  Netzen. 
1.   Die  festen  dieser   Gruppe  angehörigen  gleichflä- 
chigen Netze  lassen  aich   sämtlich  in  einfacher  Weise  ans 
dem  allgemeinsten  Netze,  dem  Hexakisoktaedernetze  XV 
(§  27)  herleiten,  welches  durch  die  drei  Hauptkreise  a  und 
die  sechs  Hauptkreise  h  gebildet  wird. 

Die  festen  hierher  gehörigen  Netze  sind  (einschliesslich 
der  regulären): 

1.  das  HexakisoktaedernetzXV(§27),(6-l-8-H12)-eckig, 

2.24-aächig  (Fig.  13«,^), 

2.  das  Tetrakishexaedernetz  X   (§  20),   (6 -(-8) -eckig, 

6.4-flächig  (Fig.  8k), 

3.  das  Triakisoktaedernetz    XH   (§   22),    (8 +  6) -eckig, 

8.'3-flächig  (Fig.  10), 

4.  das  DeltoidikositetraedernetzXXI(§35),(6  +  8  +  12)- 

eekig,  24-flächig  (Fig.  19), 

5.  das  Ehombendodekaedernetz  XIX  (§  32),  (6-|-8)-eckig, 

12-flächig  (Fig.  17«), 
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6.  das  reguläre  Oktaedernetz  IV  (§  8  und  §  11),  6-eckig, 

8-flächig  (Fig.  3), 

7.  das  reguläre  Hesaedernetz  VI  (§  8  und  §  11),  8-eckig, 

6-flächig  (Fig.  3). 

Die  Netze  2.  bis  i.  werden  auf  die  früher  angegebene 
Weise  durch  das  Zusaniiaeiif aasen  je  zweier  benachbarten 
Dreiecke,  das  fünfte  durch  Zusammenfassen  von  je  vier,  das 
sechste  von  je  sechs  und  das  siebente  von  je  acht  Dreiecken 
des  Hexakisoktaedemetzes  erhalten.  Die  Kanten  dieser  Netze 
werden  für  das  Netz  l.  durch  die  vollständig,  für  die  Netze 
3.  und  4.  durch  die  nur  teilweise  ausgezogenen  Hauptkreise  a 
und  h,  für  das  Netz  2,  duieh  die  vollständig,  für  die  Netze 
5.  und  7.  durch  die  teilweise  ausgezogenen  Hauptkreise  h  und 
für  das  Netz  6.  durch  die  vollständig  ausgezogenen  Haupt- 
kreise a  gebildet.  Die  Ebenen  der  drei  Hauptkreise  a  und 
der  sechs  Hauptkreise  &,  zu  welchen  bez.  die  Grenzflächen 
eines  Hexaeders  und  eines  Rhombendodekaeders  parallel  sind, 
sind  für  sämtliche  Netze  direkte  Symmetrie  ebenen. 

Die  Eckpunkte  sind  für  die  Netze  2.,  3.  und  5.  Kombi- 
nationen der  Eckpunkte  A  des  Netzes  6.  und  der  Eckpunkte 
C  des  Netzes  7.,  für  die  Netze  i.  und  4.  Kombinationen 
dieser  Eckpunkte  A,  C  und  der  Eckpunkte  Ji  eines  Kubo- 
oktaedemetzes  SIX',  welches  das  einzige  feste  gleieheckige 
Netz  dieser  Gruppe  ist.  Für  sämtliche  Netze  sind  die  nach 
den  Punkten -4,  C,-B  gerichteten  Radien  Äsen  von  der  früher 
bestimmten  Zähligkeit. 

2.  Die  Beschaffenheit  der  Polarnetzo  dieser  sieben 
Netze  lässt  sich  hiernach  leicht  erkennen.  Die  Eckpunkte 
der  Grenzflächen  dieser  Polametze  werden  durch  die  Punkte 
A  und  S,  die  Kanten  derselben  durch  die  Hauptkreise  a,  c 
und  d  gebildet,  wobei  die  vier  Hauptkreise  c  die  Polaren 
der  Punkte  C  sind  und  für  sich  das  Kubooktaedernetz  XJX' 
erzeugen. 

Das  Polarnetz  des  Hexakisoktaedemetzes  ist 
wiederum  ein  solches  gleichflächiges  Netz ,  welches  die 
Kugelfläche  mehrere  Mal  und  zwai-  15-mal  bedeckt,  da  die 
Winkel  einer  Grenzfläche  135",  OO^  +  tj  und  ISO"  — i?  betragen. 
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Auf  dieses   gleichfiächige  Netz  höherer  Art  werden  wir  im 
letzten  Kapitel  zurückkommen. 

Das  Polarnetz  des  Tetrakishexaedernetzes  setzt 
sich  au3  den  Netzen  von  sechs  tetragonalen  Sphenoiden 
zusammen,  für  welche  die  Winkel  einer  Grenzfläche  ISO"—!;, 
180"  —  »;  und  2ij  betragen  und  bei  welchen  in  jedem  Punkte 
B  die  Scheitel  zweier  sphärischen  Ecken  zusammenfallen. 
Dies  Netz  ist  als  ein  diskontinnieriicbes  Netz  höherer 
Art  zu  bezeichnen  (vei^l,  das  letzte  Kapitel). 

Die  Polarnetze  der  übrigen  gleichflächigen  Netze  stellen 
aber  —  mit  Ausnahme  des  sich  selbst  als  Polarnetz  ent- 
sprechenden regulären  Oktaedernetzes  — ■  keine  aolchen  gleich- 
flächigen  Netze  dar,  welche  die  Kugel  ein  oder  mehrere 
Mal  bedecken. 

3.   Den  sieben  gleichflächigen  Netzen  sind  bez.  folgende 
gleicheckige  zugeordnet: 
i'.   das  Netz  XV'  des  (6-1-8  4- 12)-flächigen  2.24-Ecks 

(§  27,  Fig.  13«), 
a'.    das  Netz   X'   des   (6 -1-8) -flächigen  6.4-Ecks  (§20, 

Fig.  8«), 
3'.    das  Netz  Xir  des  (8-|- 6)-flächigen  8.3-Eck:s  (§  22, 

Fig.  10), 
i'.    das  Netz  SXI'   des    (6-)- 8+ 12)- flächigen  24-Ecks 

(§  35,  Pig.  19), 
ö',    das  Netz  XIX'  des  (6-i-8)-flächigen  12-Ecks  (Kubo- 

oktaedernetz)  (§  32,  Fig.  17«), 
6'.    das   reguläre  Hexaedernetz  VI  |   ,  e  1 1    li"     9^ 

7'.      „  „        Oktaedernetz  IV  r§^^-§l^''^^g-3> 

Die  Netze  XV'  sind  zweifach  veränderliche  Netze,  da 
ein  Eckpunkt  F-^^  jede  Lage  innerhalb  der  Gfrenzfläche  des 
Symmetrienetzes,  d.  h.  des  Hesakisoktaederdrsieckes  Ä^f\B^ 
annehmen  kann.  Die  Netze  X',  XII'  und  XXI'  sind  einfach 
veränderliche  Netze,  da,  ein  Eckpunkt  P^  jede  Lage  auf  dem 
Symmetriekreisbogen  einer  Grenzfläche  des  Symmetrienetzes 
annehmen  kann.  Die  Netze  XIX',  VI  und  IV  endlich  sind 
feste  Netze,  deren  Eckpunkte  die  Mittelpunkte  der  Grenz- 
flächen des  Symmetrienetzes  darstellen. 
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Die  2 .  24  Eckpunkte  eines  Netzes  XV'  gruppieren  sieh 
einmal  als  diejenigen  von  drei  kongruenten  prismatischen 
Netzen  VIII",  p  =  i,  deren  Hauptasen  die  Axen  OA  sind 
und  zwar  anf  dreierlei  Art;  ferner  als  die  Eckpunkte  von 
vier  kongruenten  prismatisclien  Netzen  VIII",  i)  =  3,  deren 
Hauptasen  die  Axen  00  sind  und  zwar  auf  viererlei  Art, 
und  endlich  als  die  Eckpunkte  von  sechs  kongruenten  pris- 
matischen Netzen  VIII",  jO  =  2,  deren  Hauptaxen  die  Axen 
OB  sind  und  zw,ar  auf  sechs  Arten.  Für  die  Netze  ä'.  bis 
^'.  reduzieren  sieh  diese  prismatischen  Netze  VIII"  zum  Teil 
oder  vollständig  auf  solche  VIII'  von  der  halben  Eekenzahl; 
auch  vermindert  sich  die  Zahl  der  mbgliebeu  Gruppierungen 
(vergl,  Kap.  V,  §  67). 

Bei  sämtUehen  Netzen  i'.  bis  t'.  gehen  die  Kanten  durch 
die  festen  Eckpunkte  der  Polar  netze,  also  durch  die 
Punkte  A  und  B  hindurch. 

4.  Von  den  36  Haaptkreisen  eines  Netzes  XV'  gehen 
dreimal  je  vier  durch  die  Punkte  Ä  hindurch,  wobei  der 
Winkel  je  zweier  benachbarten  zwischen  0"  und  90"  variiert 
und  je  zwei  abwechselnd  auf  einander  folgende  zu  einander 
senkrecht  stehen.  Je  vier  durch  einen  Punkt  A  hindurch- 
gehende Hauptkreise  entsprechen  also  den  Hanptkreisen  eines 
halbregulären  Zweiecksnefczes ;  je  zwei  benachbarte,  zu  einem 
Hauptkreise  a  symmetrisch  liegende  sehliessen  einen  Winkel 
^ni)  [vergl.  Formel  33jj)  des  §  27]  ein.  Zu  den  zwölf  Ebenen 
dieser  Hauptkreise  sind  die  Ebenen  der  Grenzflächen  eines 
(6  -f  8)  -eckigen  6.4- Flachs  [X]  (eines  Pyramidenwürfels) 
parallel. 

Von  den  übrigen  24  Hauptkreisen  eines  Netzes  XV  gehen 
zweimal  je  zwei  durch  die  Punkte  B  hindurch,  wobei  der 
Winkel  2ß{i)  [Formel  33ij),  §  27]  zwischen  je  zwei  benach- 
barten, auf  der  Kante  JB^  C^  normal  stehenden,  von  0" 
bis  180"  — 2tj,  der  Winkel  2/5,5]  zwischen  je  zwei  benach- 
barten, auf  der  Kante  G^A^  normal  stehenden,  von  0"  bis 
27)  variiert.  Zu  den  Ebenen  der  zwölf  ersteren  Hauptkreise 
sind  die  Grenzflächen  eines  (6  +  8  +  12)-eekigen  24-Flach8 
[XXI]  (eines  Deltoidikositetraeders)  parallel.   Was  die  Ebenen 
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der  letzteren  zwölf  Hauptkreise  anlangt,  so  sind  zu  ihnen, 
so  lange  der  Paukt  P^  innerhalb  des  Dreieckes  A^  B,  D, 
liegt  (vergl.  Fig.  28,  in  welcher  SiD^  normal  auf  A^G-^ 
steht  und  dem  Hauptkreüse  q  angehört),  die  QreDBfläeheu 
eines  (8 +  6) -eckigen  8. 3 -Flachs  [XIIJ  (eines  Pyramiden- 
oktaedera)  parallel;  liegt  der  Punkt  P[  auf  dem  Haupt- 
kreisbogen üj  D^ ,  so  fallen  die  zwölf  Hauptkreise  in  die 
vier  Hanptkreise  v  zusammen,  zu  deren  Ebenen  die  Grenz- 
flächen eines  regulären  Oktaeders  parallel  sind;  für  alle 
Lagen  des  Punktes  P^  innerhalb  des  Dreieckes  B^  1)^  C^  end- 
lich sind  zu  den  zwölf  Ebenen  wiederum  die  Grenzflächen 
eines  (6  +  8+ 12)-eckigen  24-Flachs  [XX!]  paralleh 

Diese  letzteren  Beziehungen  folgen  auch  einfach  aus 
der  Lage  der  Pole  jener  Hauptkreise,  der  Eckpunkte  des 
zugeordneten  Polarnetzes,  indem  die  Ebenen  jener 
Hauptkreise  zu  den  in  den  Polen  an  die  Kugel  gelegten 
Berührungs ebenen  parallel  sind. 

5.  Bei  dem  Netze  X'  sind  die  zwölf  durch  die  Punkte 
A  hindurchgehenden  Hauptkreise  nicht  vorhanden  und  ferner 
fallen  je  zwei  durch  je  einen  Punkt  B  hindurchgehende 
und  auf  der  Kante  B  G  senkrecht  stehende  Hauptkreise  in 
einen  Hauptkreis  a  zusammen.  Die  zwölf  vorhandenen 
Hanptkreise,  welche  zu  je  zweien  durch  die  Punkte  B  hin- 
durchgehen und  senkrecht  zu  der  Kante  AC  stehen,  sind 
nur  solche,  zu  deren  Ebenen  die  Grenzflächen  eines  gleich- 
flächigen Polyeders  [XII]  (vergi.  unter  4.)  parallel  sind,  da 
die  Fasspunkte  der  sphärischen  Perpendikel,  welche  von  dem 
auf  dem  Symmetriekreisbogen  A^  B^  liegenden  Punkte  P^ 
auf  die  Kante  A^C-^  gefällt  werden,  zwischen  A^  und  D^ 
fallen. 

6,  Bei  dem  Netze  XH'  fallen  von  den  vier  durch  je 
einen  Punkt  A  hindurchgehenden  Hauptkreisen  je  zwei  be- 
nachbarte in  einen  Hauptkreis  h  zusammen.  Die  zwölf 
durch  die  Punkte  B  gehenden  und  auf  den  Kanten  BG  nor- 
malen Hauptkreise  fehlen,  während  die  auf  den  Kanten  AC 
normalen  vorhanden  sind.  Diese  letzteren  Hauptkreise  sind 
aber  für  alle  auf  dem  Symmetriekreisbogen  B^  Cj  innerhalb 
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des  gleichschenkUgen  Dreieckes  Ä^^  A^  C^  liegenden  Punkte 
P^  nur  solche,  zu  deren  Ebenen  die  Grenzflächen  eines  gleick- 
flächigen  Polyeders  [SXI]  (vergl.  unter  4.)  parallel  sind; 
denn  die  Fusspunkte  der  von  jenem  Punkte  P^  auf  Ä^  C^ 
gefällten  sphärischen  Perpendikel  liegen  zwischen  Cj  und  D^. 

7.  Bei  dem  Netze  XXI'  fehlen  die  zwölf  Hauptkreiee, 
welche  durch  die  Punkte  B  gehen  und  normal  zu  den  Kan- 
ten äC  sind,  während  die  zu  den  Kanten  SC  normalen 
und  die  durch  die  Punkte  A  hindurchgehenden  Hauptkreise 
dieselben  sind,  wie  bei  dem  Netze  XV'. 

8.  Die  vier  Hauptkreise  c,  welche  die  Kanten  eines 
Kubooktaedernetzes  XIX'  bilden,  entsprechen  demjenigen 
Übergangsfall  für  die  zwölf  auf  den  Kanten  Ä  G  senkrechten 
Hauptkreise,  in  welchem  dieselben  durch  die  Punkte  D  hin- 
durchgehen und  zu  je  drei  in  einen  Hauptkreis  hineinfallen 
(«rgl.  4.). 

9.  Die  sechs  Hauptkreise  !>  des  regulären  Hexaeder- 
netzes  VI  erscheinen  liier  als  derjenige  Grenzfall  der  zu  je 
vier  durch  die  Punkte  A  hindurchgehenden  Hauptkreise, 
in  welchem  je  zwei  dieser  letzteren  in  einen  Hauptkreis  zu- 
sammenfallen. 

10.  Endlich  lassen  sich  die  drei  Hauptkreise  a  eines 
regulären  Oktaedemetzes  IV  als  derjenige  besondere  Fall 
entweder  der  durch  die  Punkte  A  oder  der  durch  die  Punkte 
ß  senkrecht  zu  den  Kanten  B  C  hindurchgehenden  zwölf 
Hauptkreise  ansehen,  in  welchem  je  vier  Hauptkreise  in 
einen  zusammenfallen, 

11.  Die  Beschaffenheit  der  Polarnetze  dieser  gleich- 
eckigen Netze,  die  Lage  und  Gruppierung  der  Eckpunkte 
und  Hauptkreise  derselben,  lässt  sieh  aus  den  gegebenen 
Beziehungen  mit  Leichtigkeit  erkennen. 

Bevor  die  beweglichen  gleich  flächigen  Netze  dieser 
und  der  zweiten  Gruppe  (welche  nur  bewegliche  Netze  ent- 
hält) und  die  ihnen  entsprechenden  gleicheckigen  Netze  be- 
trachtet werden,  sollen  im  folgenden  Paragraphen  zunächst 
die  festen  gleichflächigen  Netze   der   Hexakistetraeder- 
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gruppe,  welcte  zu  der  des  Hesakisoktaeders  in  naher  Be- 
ziehung steht,  nebat  den  zugeordneten  gleiehecbigen  Netzen 
aufgestellt  aaä  untersucht  werden. 

§50. 
Dritte  Gruppe:  Hexakistetrae  der  netze. 
A)    Feste   gleichflUchige   Xetze  nebst  den  zugeord- 
neten gleicheekigen  Netzen. 
1.    Die    hi  erb  ergeh  ör  igen    gleiehflächigen    Netze,    deren 
Kanten   durch    die    ganz    oder   nur   zum   Teil   ausgezogenen 
Hauptkreise  b  gebildet  werden,  sind: 
1,    das   Hexakistetraederneta    Xc),    (§20),    (6  +  4  +  4)- 

eckig,  2. 12 -flächig  (Fig.  8ß), 
%    das   Triakistetraedernetz  IX,    (§    19),    (4  +  4)-eckig, 

4.3-flächig  [Fig.  7«),  7,3)],  

3.    das  DeltoiddodekaedernetzSIXK),  (§32),  (6  +  4  +  4)- 

eckig,  12-flächig  (Fig.  17/3), 
i.    das  reguläre  Tetraedernetz  III,  (§8  u.§  11),  4-eckig, 

4-flächig  [Fig.  2«),  2^)]. 
Bei  diesen  Netzen  sind  die  direkten  Symmetrieebenen 
der  Hauptkreise  a  nicht  mehr  Yorhanden,  die  Eckpunkte 
werden  nur  durch  die  Punkte  A  und  C  gebildet,  wobei  die 
letzteren  in  zwei  Gruppen  von  je  vier  geschieden  sind,  welche 
den  Eckpunkten  zweier  konjugierten  Tetraeder  entsprechen. 
Dies  Fehlen  der  Symmetriekreise  a  und  die  Zuordnung  der 
acht  Punkte  C  und  der  nach  ihnen  gerichteten  dreizähHgen 
Äsen  in  zwei  Gruppen,  sowie  die  Zweizähligkeit  der  Äsen 
OÄ  charakterisiert  auch  die  beiden  Netze  Xa)  und  XIX  a) 
als  bez.  von  den  Netzen  X  und  XIX,  mit  welchen  sie 
übrigens  durchaus  übereinstimmen,  verschieden.  Insbesondere 
sind  also  je  zwei  mit  einer  Kante  aneinanderstossende  Drei- 
ecke des  Hesakiatetraedemetzes  X  a)  als  symmetrisch  gleich 
und  die  24  Dreiecke  als  zwölf  rechte  und  zwölf  linke  auf- 
zufassen. Durch  Vereinigung  je  zweier  längs  eines  Schenkels 
oder  der  Basis  aueinanderstossenden  Dreiecke  entstehen  bez. 
die   Netze   IX   und  XIX«);    durch   Zusammenfassen   von   je 
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sechs    um    einen   der   Punkte    C  herumliegenden   Dreiecken 
resultiert  das  reguläre  Tetraedern etz  II L 

2.  Die  Ecirpunkte  der  Polarnetze  dieser  vier  Netze 
werden  durch  die  Punkte  li,  die  Kauten  durch  die  Haupt- 
kreise a  und  c  gebildet.  Nur  das  Polametz  des  Netzes  S.«) 
ist  wiederum  ein  die  Kugelfläche  sechsmal  bedeckendes,  aber 
diskontinuierliches  Netz  (s.  §  49,  2,). 

3.  Die  den  vier  gleich  flächigen  Netzen  zugeordneten 
gleieheckigen  sind: 

l'.  das  Netz  X"  des  (6 +T+1)- flächigen  2.12'Ecks  (§  20, 

Fig.  8^), 
3'.   das    Netz   IX'    des.  (4 +  4) -flächigen    4.3-Eeks    (§  19, 

Fig.  7«,  Iß),  

a'.   das  Netz  XIX"  des  (6  +  4  +  4)  -  flächigen  12-Ecks  (§  32, 

Fig,  17 13), 
i'.   das  Netz  III   des   4-flächigen   4-Eüks  (reguläres  Tetra- 
edernetz) (§8  u.  §  11,  Fig.  2k,  2ß). 

Das  Netz  X"  ist  ein  zweifach  veränderliches  Netz,  da 
ein  Eckpunkt  Pj  jede  Lage  innerhalb  der  Grenzfläche  des 
Symmetrienetzes,  d.  h.  des  Hexakistetraederdreieckes  ^jC^Og 
imd  zwar  innerhalb  einer  der  beiden  durch  den  Bogen  Aj^B^ 
getrennten  Hälften  dieses  Dreieckes  annehmen  kann.  Die 
2 .  12  Eckpunkte  bilden  diejenige  (tetraedrische)  Hemigonie 
des  Netzes  XV,  bei  welcher  von  den  2.24  Eckpunkten 
dieses  nur  die  zu  den  Hauptkreiaen  ?i,  nicht  aber  die  au  den 
Hauptkreisen  a  symmetrisch  liegenden  beibehalten  werden. 

Die  Netze  IX'  und  XIX"  sind  einfach  veränderliche 
Netze  und  zwar  bilden  die  Eckpunkte  eines  Netzes  IX', 
welche  auf  den  Kreisbogen  ÄC  liegen,  die  Hemigonie  eines 
Netzes  XXI',  die  Eckpunkte  eines  Netzes  XIX",  welche  auf 
den  Kreisbogen  B  C  liegen,  die  Hemigonie  eines  Netzes  XII'. 

Die  Eckpunkte  eines  Netzes  X"  gruppieren  sich  als  die 
Eckpunkte  von  vier  kongruenten  gleicheckigen  (3-f  3)-kan- 
tigen  Sechsecken,  deren  Mittelpunkte  die  Eckpunkte  C  eines 
regulären  Tetraedernetz  es  oder  des  ihm  konjugierten  sind, 
und  zwar  auf  vier  Arten;  femer  auch  als  die  Eckpunkte 
von  drei  kongruenten  Netzen XVHI',  j^i  =  2,  deren  Hauptaxen 
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die  Äxen  OÄ  sind,  und  zwar  auf  drei  Arten.  Für  die 
Netze  2'.  bis  i'.  gehen  die  Italbregulären  Sechsecke  zum 
Teil  oder  ToUständig  in  reguläre  Dreiecke  iiher,  die  Netze 
XVIII'  reduzieren  sich  auf  Netze  XIV,  und  die  Zahl  der 
möglichen  Gruppierungen  vermindert  sich  (vergl.  Kap.  V,  §69). 

Die  Kanten  der  sämtlichen  Netze  1'.  his  4',  gehen  durch 
die  festen  Eckpunkte  der  Polarnetze,  d.  h,  durch  die  Punkte 
-ß  hindurch. 

4.  Von  den  36  Hauptkreisen  eines  Netzes  X"  gehen 
z-weimal  je  zwei  durch  einen  Punkt  B  hindurch,  indem 
sie  auf  einer  Kante  A  C  normal  stehen.  Die  einen  zwölf 
dieser  Hauptkreise  [z,  B.  die  Haaptkreise  J^i^^i  ^u -^^6  ^**'- 
in  Fig,  8/5)]  verhalten  sich  ebenso,  wie  die  zwölf  auf  je 
einer  Kante  AC  senkrecht  stehenden  Hauptkreise  eines 
Netzes  XV'  (vergl,  §  49,  4.);  der  Winkel  2(3(2)  zwischen  je 
zwei  benachbarten  variiert  von  0"  bis  2rj,  und  je  nach 
der  Lage  des  Punktes  P^  innerhalb  des  Dreieckes  A-^  Cj  7?^ 
sind  zu  den  Ebenen  dieser  Hauptkreise  die  Grenzflächen 
eines  Polyeders  [XU],  [IV]  oder  [XXI]  parallel.  Bei  den 
andern  zwölf  der  auf  einer  Kaute  A  C  senkrecht  stehenden 
Hauptkreise  [z.  B.  den  Hauptkreisen  Pj  P^,  Pg  P^  etc.  in 
Fig,  8^)]  variiert  der  Winkel  je  zweier  benachbarten 
zwischen  0^  und  180"  — 2ij;  zu  den  Ebenen  derselben  sind 
also  immer   die  GrenzflUchen   eines  Polyeders  [XII]  paralleh 

Die  letzten  zwölf  Hauptkreise  endlich  gehen  zu  je 
zweien  durch  einen  Punkt  B  hindurch,  indem  sie  auf 
einer  Kante  B  0  normal  stehen;  der  Winkel  zwischen  je 
zwei  benachbarten  (vergl.  §  49,  4.)  variiert  also  von  0" 
bis  180*"  — 2ij  und  zu  den  Ebenen  derselben  sind  die  Grenz- 
flächen eines  Polyeders  [XXI]  paralleh 

Die  in  den  (12  +  12  +  12)  Polen  jener  Hauptkreise,  den 
Eckpunkten  des  zugeordneten  Polarnetzes,  an  die  Kugel 
gelegten  Berilhrungs ebenen  sind  die  Grenzflächen  je  dreier 
hemiedrisehen  Gestalten  der  Polyeder  [XII],  [XXI]  oder 
speziell  [IV],  bei  welchen  von  je  zwei  parallelen  Grenzflächen 
dieser  vollzähligen  Polyeder  nur  eine  beibehalten  ist,  nämlich 
bez.  eines  Polyeders  [XlXß]  (eines  Deltoiddodefeaeders). 
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[IX]  (eines  Pyramidentetraeders)  und  [III]  (eines  regu- 
lären Tetraeders). 

5.  Bei  dem  Netze  IX'  fehlen  die  ersten  zwölf  Haupt- 
krejse,  welche  senkrecht  auf  den  Kanten  A  CJ  stehen,  während 
von  den  zweiten  zwölf  je  zwei  in  einen  Hauptkreis  h  zu- 
sammenfallen; dagegen  sind  die  zwölf  auf  den  Kanten  BC 
normalen  Hauptkreise,  zu  deren  Ebenen  die  Grenzflächen 
eines  Polyeders  [IS]  parallel  sind,  vorhanden. 

6.  Bei  dem  Netze  XIX"  fehlen  die  zwölf  auf  den 
Kanten  B  G  normalen  Hauptkreise ,  während  die  2 .  12  auf 
den  Kanten  A  C  normalen  vorhanden  sind.  Die  ersteren 
zwölf  sind  aber  nur  solche  Hauptkreise,  zu  deren  Ebenen 
die  Grenzflächen  eines  Polyeders  [IX]  parallel  sind,  die 
andern  zwölf  dagegen  nur  solche,  zu  deren  Ebenen  die  Grenz- 
flächen eines  Polyeders  [XlSß]  parallel  sind. 

7.  Die  sechs  Hauptkreise  h  eines  regulären  Tetraeder- 
netzes III  erscheinen  als  dei'jenige  Grenzfall  der  auf  den 
Kanten  AG  senkrecht  stehenden  Hauptkreise,  in  weichem  je 
zwei  derselben  in  einen  Hauptkreis  i  zusammenfallen. 

8.  Die  Beschaffenheit  der  Polarnefcze  dieser  gleich- 
eckigen Netze  ergiebt  sich  leicht  aus  dem  Vorstehenden, 

Als  eine  besondere  Gruppe  dieser  zweiten  Hauptklasse 
lassen  sich  auch  noch  die  dem  regulären  Oktaedernetze  zu- 
geordneten Netze  IV"  eines  (2-|-2-|-2)-£läcbigen  2.4-Ecks 
(§  18,  Fig.  6a)  und  die  spezielle  Fälle  derselben  darstellenden 
Netze  IV'  (§  16,  Fig.  by'j  ansehen.  Diese  Netze  bilden  also 
einen  üebergangsfall  aus  der  ersten  in  die  zweite  Hauptklasse, 
da  sie  andererseits  die  dem  Werte  j)  —  2  oder  w  -=  4  entspre- 
chenden Fälle  der  Netze  VIII"  und  VIII'  repräsentieren. 

§  51. 

Drste  Gruppe:   Hexakisoktaedemetze. 

B)  Veränderliches  gleiehflächiges  und  zugeordnetes 

gleicheekiges  Netz. 

1.  Das   einzige  yeränderliche  gleicbfiäehige  Netz  dieser 

Gruppe  ist 
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dasPentagonikositetraedernstzSXVI  (§42),  (6  +  8  +  24)- 

eckig,  24-fläehig  (Fig.  24j3), 
welchem  als  zugeordnetes  gleicheckiges  Netz 
das    Netz    des    (6  +  8 +  24)-fläcliigen    24-Eeks    XXVI' 

(I  42,  Fig.  24/5) 
enisprieht. 

Diese  Netze  sind  vollständig  unsymmetrisch,  währead 
iimen  die  charakteristischen  Axen  eines  Hexakisoktaeder- 
netzes  zukommen. 

Die  Eckpunkte  des  zweifach  veränderUchen  Netzes  XXVI 
sind  eine  Kombination  der  Eckpunkte  Ä,  C  mid  derjenigen 
24  Eckpunkte  Pg,  P^,  F^...  (Fig. 24j3),  welche  die  abwechsebid 
aufeinanderfolgenden  Eckpunkte  eines  Netzes  XV  darstellen. 
Diese  24  Eckpunkte  P  sind  diejenigen  eines  Netzes  XXVI', 
wobei  zwischen  den  Eckpunkten  P  und  denjenigen  ^,  den 
Eckpunkten  des  dem  Netze  XXVI  zugeordneten  Netzes,  eine 
Steinersehe  Verwandtschaft  besteht  (vergl.  §  42,  6.). 

Da  die  Eckpunkte  der  Netze  XXVI'  eine  bestimmte 
(gyroidisehe)  Hemigonie  der  Netze  XV  darstellen,  so  er- 
geben sich  sofort  die  mögliehen  Arten  der  Gmppierung 
dieser  Eckpunkte  (vergl.  §  49,  3.).  Dieselben  gruppieren 
sieh  auf  drei  Arten  als  Eckpunkte  von  drei  kongruenten 
sägerandigen  Netzen  XXV,  p  =  4,  mit  den  Hauptaxen  OA; 
femer  auf  vier  Arten  als  Eckpunkte  von  vier  kongruenten 
sägerandigen  Netzen  XXV,  jj  — 3,  mit  den  Hauptaxen  OC; 
und  endlich  auf  sechs  Arten  als  Eckpunkte  von  sechs 
solchen  Netzen  XXV',  j)  =  2,  mit  den  Hauptaxen  OB,  d.  h. 
von    sechs    kongruenten    Netzen    XVII    (von    rhombischen 


2.  Was  die  Kanten  eines  Netzes  XXVI  anlangt,  so 
liegen  dieselben  einmal  auf  zwölf  Hauptkreisen ,  welche  — 
zu  zweien  auf  einander  senkrecht  —  durch  je  einen  der 
sechs  Punkte  A  und  Ä'  hindurchgehen.  Zu  den  Ebenen 
dieser  zwölf  Hauptkreise  sind,  da  die  Pole  derselben  auf 
den  Hanptkreisen  a  je  ein  gleieheckiges  2. 4 -Eck  bilden, 
die  Grenzflächen  eines  Polyeders  [X]  parallel. 
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Ferner  liegen  die  zu  dreien  durch  je  einen  der  acht 
Punkte  C  und  C  hindurchgehenden  Kanten  auf  24  Haupt- 
kreisen, zu  deren  Ebenen  die  Grenzflächen  eines  solchen 
Pentagonikositetraeders  [XXVI]  parallel  sind,  für  welches 
die  Berührungspunkte  von  je  sechs  Grenzflächen  anf  einem 
Hauptkreise  c  liegen.  (Ein  solches  Polyeder  [XXVI]  ist  die 
gyroidische  Hemiedrie  eines  sog.  parallelkantigen  Hesa- 
kisoktaeders). 

Endlich  gehören  die  zwölf  Kanten,  welche  durch  je 
einen  der  zwölf  Punkte  li  und  B'  gehen,  solchen  zwölf 
Hauptkreisen  au,  zu  deren  Ebenen  die  Grenzflächen  eines 
Polyeders  [XlXß],  [III]  oder  [IX]  parallel  sind,  je  nachdem 
der  Punkt  P^  innerhalb  des  Dreieckes  B^  G\  .D^  auf  dem 
Bogen   Bi  i)i   oder  innerhalb   des  Dreieckes  A^  Ji^  D^   liegt. 

Diese  drei  Gruppen  von  Hauptkreisen,  nämlich  die  zu 
einander  senkrechten,  durch  die  Punkte  Ä  hindurchgehenden, 
femer  die  unter  Winkeln  von  120"  gegeneinander  geneigten, 
durch  die  Punkte  C  gehenden  und  endlich  die  durch  die 
Punkte  B  hindurchgehenden  Hauptkreise,  drehen  sich  in 
bestimmter  Weise  bez.  um  die  Punkte  Ä,  C  und  B,  wenn 
der  Punkt  J*^  alle  Lagen  innerhalb  des  Hexakisoktaeder- 
■dreieckes  Ä^  C,  B^  einnimmt.  Damit  ergiebt  sich  die  Art 
und  Weise,  auf  welche  die  Pole  dieser  Hauptkreise,  näm- 
lich die  Eckpunlfte  des  Polarnetzes  bez.  auf  den  Haupt- 
kreisen a,  c  und  h  beweglich  sind. 

3.  Von  den  60  Hauptkreisen  des  zugeordneten  gleich- 
eckigen  Netzes  XXVI'  bilden  24  die  Kanten  der  regulären 
sphärischen  Vierecke  mit  den  Mittelpunkten  Ä  und  Ä'  und 
gehen  durch  .die  auf  den  Hauptkreisen  a  liegenden  Eckpunkte 
des  Polametzes  hindurch.  2u  den  Ebenen  dieser  24  Haupt- 
kreise sind  die  Grenzflächen  eines  Polyeders  [XXVI]  parallel, 
welche  in  den  Polen  dieser  Hauptkreiae,  d.  h.  denjenigen 
Eckpunkten  des  zugeordneten  Polarnetzes,  welche  auf 
den  zu  jenen  Hauptkreisen  normalen  Hauptkreisen  des  Sym- 
metrienetzes liegen,  die  Kugel  berühren. 

Weitere  24  Hauptkreise  bilden  die  Kanten  der  regu- 
lären sphärischen  Dreiecke  mit  den  Mittelpunkten  Ü  und  C 
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uml  geben  durch  die  auf  den  Hauptkreisen  c  liegenden  Eck- 
punkte des  Polarnetzes  hindurch,  Za  den  Ebenen  dieser 
34  Hanptkreise  sind  ebenfalls  die  Grenzüächen  eines  Poly- 
eders [XXVI]  parallel.  Dieselben  sind  Berührungs ebenen 
der  Kugel  in  den  Polen  dieser  Hauptkreise,  d.  h.  solchen 
Eckpunkten  des  zugeordneten  Polametzes,  weiche  auf  den 
zu  jenen  Hauptkrdsen  normalen  Hauptkreisen  des  Synime- 
trienetzes,  nämlich  den  24  durch  die  Punkte  C  hindurch- 
gebenden liegen. 

Endlich  geben  die  zwölf  in  den  Punkten  B  und  B'  auf 
den  entsprechenden  Hauptkreisen  des  Symmetrien  et  zew  senk- 
recht stehenden  Hauptkreise  durch  die  auf  den  Hauptkreisen 
i  liegenden  Pole  der  ersteren  hindurch.  Die  Pole  dieser 
zwölf  Hauptkreise  des  gleicbeckigen  Netzes  sind  daher  auch 
die  Schnittpunkte  der  zu  jenen  senkrechten  Hauptkreise  des 
Symmetrienetzes  mit  den  Hauptkreisen  ö.  Zu  den  Ebenen 
dieser  zwölf  Hauptkreise  sind  die  Grenzflächen  eines  Polyeders 
[XIXk],  [IH]  oder  [IX]  parallel,  je  nachdem  der  dem  Punkte 
P^  zugeordnete  Punkt  ^^  innerhalb  des  Dreieckes  B^Cj^Zt^, 
auf  dem  Bogen  B^I)^  oder  innerhalb  des  Dreieckes  A^B^D^ 
liegt. 


Zweite  Gruppe:   Diakisdodekaedernetze. 
L   Diese  Gruppe  enthält   nur  die  beiden  veränderliehen 
gleiehflächigen  Netze: 

1.  das  Diakisdodekaedernetz  XXIH  (§38),  (6  +  8  +  12)- 

eckig,  2.12-flächig  (Fig.  21/5), 

2.  das  symmetrische  Pentagondodekaedernetz  XXIX 

(§  45),  (8  +  12)-eckig,  12-flächig  (Fig.  27), 
welchen  bezüglich  als  zugeordnete  gleicheckige   Netze: 
l'.  das  Netz  des  (6  +  8  +  12)-flächigen  2.12-Ecks  XXIII' 

(§38,Eig.  21|5), 
a'.   das    Netz    des    (8+ 12) -flächigen  12-Ecks  XXIX' 

(§  45,  Fig.  27) 
entsprechen. 
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Die  Netze  dieser  Gruppe  nehmen  eine  Mittelstellung 
zwischen  denjenigen  der  ersten  und  der  dritten  Gruppe  ein. 
Denn  die  Äsen  sind  mit  denjenigen  eines  Hexakiatetraeder- 
netzes  übereinstimmend,  indem  je  zwei  entgegengesetzt  ge- 
richtete dreizählige  Axen  zwar  gleichwertig,  aber  nur  sym- 
metrisch gleich  sind  und  die  nach  den  Punkten  Ä  gerich- 
teten Axen  nur  zweizählige  sind;  dagegen  kommen  diesen 
Netzen  die  Ebenen  der  drei  Hauptkreise  a^  nicht  aber  die 
der  sechs  Hauptkreise  h,  als  Symmetrieebenen  zu  (vergl. 
§  38,  3).  Auch  lässt  sich  als  charakteristisches  Merkmal, 
durch  welches  die  Netze  dieser  Gruppe  wesentlich  von  den 
übrigen  beweglichen  Netzen  dieser  Ordnung  unterschieden 
sind,  dasjenige  anführen,  dass  bei  den  ersteren  zu  jedem 
Punkte  der  Gegenpunkt,  zu  jeder  Fläche  die  Gegenfiäche  im 
Netze  vorhanden  ist, 

Die  gleich  eckigen  Netze  dieser  Gruppe  sind  solche  He- 
migouieen  der  vollzähligen  Netze  XV'  und  S',  bei  welchen 
die  beibehaltenen  Punkte  sich  als  Gegenpunkte  entsprechen; 
die  diesen  Netzen  umgeschriebeneu  gleichflächigen  Polyeder 
pfXIII]  und  [XXIXj  werden  als  parallelflaehige  Hemie- 
drien  der  vollzähligen  Polyeder  [XV]  und  fXj  bezeichnet. 
Man  kann  daher  diese  Art  von  Hemigonie,  welche  auch 
bei  den  Netzen  XXIV  und  XVIII'  (§  48,  6.  bis  7.)  für  den 
Fall  eines  ungeraden  p  bez.  jh  ^i*'^  darbietet,  wohl  als 
gegenpunktige  Hemigonie  bezeichnen. 

2.  Bei  dem  einfach  veränderlichen  Netze  XXIII  sind 
die  Eckpunkte  eine  Kombination  der  Eckpunkte  Ä,  ü  und 
derjenigen  zwölf  Eckpunkte  L^..-  (Fig.  21/3),  welche  eine 
gegenpunktige  Hemigonie  eines  Netzes  X'  darstellen  und 
selbst  ein  Netz  XXIX'  bestimmen.  Die  Eckpunkte  des 
einem  Netze  XXIII  zugeordneten  Netzes  XXHI'  bilden  die- 
jenige (gegenpunktige)  Hemigonie  eines  Netzes  XV,  bei 
welcher  nur  die  symmetrisch  zu  den  Hauptkreiaen  a  liegenden 
Eckpunkte  beibehalten,  die  symmetrisch  zu  den  Haupt- 
kreisen h  liegenden  dagegen  weggelassen  sind.  Ein  Netz 
XXHI'  ist  ein  zweifach  veränderliches  Netz,  da  ein  Eck- 
punkt   P^    beliebig    auf   dem    Halbierungskreisbogen    C^  S, 
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(Fig.21;')  des  Winkels  bei  C\  in  der  Grenzfläche  des  Symme- 
trienetzes gewählt  werden  kann. 

Das  Netz  XXIS  wird  einfach  aas  dem  Netze  XXIII 
durch  Zusammenfassen  je  zweier  längs  einer  Kante  Ä^L^^... 
zusammenstossenden  Vierecke  erhalten.  Die  Eckpunkte  dieses 
Netzes  sind  also  eine  Kombination  der  Eckpunkte  C  und 
der  zwölf  Eckpunkte  L  eines  Netzes  XXIX',  wobei  die 
Punkte  L  und  diejenigen  ß,  die  Eckpunkte  des  dem  Netze 
XXIX  zugeordneten  Netzes,  konjugierte  Punkte  eines  invo- 
lutorisehen  Systems  sind. 

Die  verschiedenen  Gruppierungen  der  Eckpunkte  der 
beiden  Netze  XXITI'  und  XXIX'  in  Beziehung  auf  die  Äsen 
OA  und  OG  ergeben  sich  einfach  aus  denjenigen  der  Eck- 
punkte der  vollzähligen  Netze  XV  und  X', 

3.  Die  Kanten  eines  Netzes  XXIII  werden  einmal  durch 
die  drei  festen  Hauptkrelae  «,  sodann  durch  die  zwölf  be- 
weglichen Hauptkreise  gebildet,  von  welchen  je  drei  unter 
Winkeln  von  120"  durch  je  einen  Punkt  C  und  dessen 
Gegenpunkt  hindurchgehen.  Zu  den  Ebenen  dieser  Hanpt- 
kreise  sind  die  Grenzflächen  eines  solchen  Diakisdodekaeders 
[XXIII]  parallel,  für  welches  die  Berährungsp unkte  von  je 
sechs  —  zu  zweien  parallelen  —  Grenzflächen  auf  je  einem 
Hauptkreise  c  liegen.  (Ein  solches  Polyeder  ist  die  parallel- 
flächige Hemiedrie  eines  sog.  parallelkantigen  Hexakis- 
oktaeders.)  Jene  Berührungspunkte,  d.  h.  die  Pole  und 
Gegenpole  der  zwölf  Haupfckreise  sind  auf  den  Hauptkreisen  c 
bei  ungeändertem  gegenseitigem  Abstände  beweglich,  wenn 
die  Punkte  L  (Fig.  21^)  ihre  Lage  auf  den  Hanptkreisen  a 
ändern. 

4,  Von  den  Hauptkreisen  der  einem  bestimmten  Netze 
XXIII  zugeordneten  gleicheckigen  Netze  XXIII'  gehen  zwölf, 
welche  die  Kanten  der  gleicheckigen  Vierecke  bilden,  durch 
die  Punkte  A  hindurch;  sie  zerfallen  in  zwei  Gruppen  von  je 
sechs  Hauptkreisen,  so  dass  zu  den  Ebenen  der  sechs  Haupt- 
kreise jeder  Gruppe  die  Grenzflächen  eines  symmetrischen  Pen- 
tagondodekaeders [XXIX]  paj-allel  sind,  weiche  in  den  auf  Haupt- 
kreisen a  liegenden  Polen  jener  Hauptkreise  die  Kugel  berühren 
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Die  übrigen  zwölf  Hauptkreiae,  welcte  die  Kanten  der 
regulären  Dreiecke  mit  den  Mittelpunkten  C  bilden,  geben 
dnreh  die  auf  den  Hauptkreisen  c  liegenden  Eckpunkte  des 
Polarnetzes  (zum  Symmetrienetze  XXIII)  hindurch.  Zu  den 
Ebenen  dieser  Hanptkreise  sind  die  Grenzflächen  eines  Dia- 
kisdodekaeders  [XXIII]  parallel,  welche  in  den  Polen  dieser 
Hauptkreiso,  d.  h.  denjenigen  Eckpunkten  des  zugeordneten 
Polarnetzes,  welche  auf  den  zu  jenen  Hauptkreisen  nor- 
malen Hauptkreisen  des  Symmetrienetzes  liegen,  Berührimgs- 
ebenen  der  Kugel  sind. 

5.  Die  Hauptkreise  des  Netzes  XXIX  stimmen  mit 
denen  des  Netzes  XXIII  überein;  von  den  Hauptkreisen  ö, 
welche  bei  dem  Netze  XXIII  (Fig.  21 13)  vollständig  aus- 
gezogen waren,  treten  bei  dem  Netze  XXIX  nur  die  Bogen 
i[i'3,  -^2^4,  ig-^o  lind  deren  Gegenbogen  als  Kanten  auf. 
(Fig.  27.) 

6.  Bei  dem  gleicheckigen  Netze  XXIX'  fallen  die  zwölf 
durch  die  Punkte  A  hindurchgehenden  Hauptkreise  des 
Netzes  XXIII'  in  die  drei  Hauptkreise  a  zusammen,  während 
die  zwölf  Hauptkreise,  welche  die  Kanten  der  regulären  Drei- 
ecke mit  den  Mittelpunkten  C  bilden,  analog  den  entspre- 
chenden  Hauptkreisen   eines   Netzes  XXIII'   gruppiert   sind. 


Dritte  Gruppe:  Hexakistetraedernetae, 
B)  Veränderliches  gleichflächigea  und  zugeordnetes 
gleiche ckiges   Netz. 
1.    Das    einzige   veräod  er  liehe    gleichflächige   Netz    der 
Hexakistetraedergruppe  ist: 

das    tetraedrische    Pentagondodekaedernetz    XXYIII 
(§44),    (4Ti  +  12)-ecldg,    12-flächig    (Fig.   26/3), 
welchem  das  gleicheckige 
Netz  des  {4  +  4-1- 12)-flächigen  12-Beks  XXVIII'  (§44, 

Fig.  26,3) 
zugeordnet  ist. 
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Diesen  Netzen  kommen  keine  Symmetrieebenen,  wohl  aber 
die  charakteristischen  Axen  eines  H es akistetraeder netze s  zu. 

Die  Eckpunkte  des  zweifach  veränderlichen  Netzes  5XVIII 
sind  eine  Kombination  der  Eckpunkte  C  zweier  konjugierten 
regulären  Tetraeder  netze  und  derjenigen  zwölf  Eckpunkte 
P3,  P„  P,s,  Piß...  (Fig.  26(5),  welche  die  abwechselnd  auf- 
einanderfolgenden Eckpurdite  eines  Netzes  X",  also  eine  Te- 
tartogonie  des  Netzes  XV'  darstellen,  ebenso  aber  auch  als 
(gyroidiache)  Hemigonie  jedes  der  beiden  Netze  XXVI'  und 
XXIII'  erhalten  werden  können.  Diese  zwölf  Eckpunkte  P 
bestimmen  ein  Netz  XXVIII',  wobei  zwischen  den  Punkt- 
systemen P  und  ^,  den  Eckpunkten  des  dem  Net^e  XXVIII 
zugeordneten  gleicheckigen  Netzes,  eine  Steinersclie  Ver- 
wandtschaft besteht  (vergl,  §  44,  s,). 

Die  verschiedenen  Gruppierungen  dieser  Eckpunkte  in. 
Beziehung  auf  die  Äsen  OC  folgen  einfach  aus  denjenigen 
der  Eckpunkte  der  vollzähligen  Netze. 

2.  Von  den  Hauptkreisen  des  gleichflächigen  Netzes 
XXVIII  gehen  sechs  durch  die  Punkte  A,  und  zwar  je 
einer  durch  einen  Punkt  A  oder  Ä  hindurch.  Zu  den 
Ebenen  dieser  sechs  Hauptkreise  sind,  da  die  Pole  derselben 
auf  jedem  Hauptkreise  a  ein  gleicheckiges  2.2-Eck  bilden, 
die  Grenzflächen  eines  symmetrischen  Pentagondodekaedera 
[XXrX]  parallel.  Die  übrigen  Hauptkreise  zerfallen  in  zwei 
Gruppen  von  je  zwölf,  von  denen  die  der  ersten  Gruppe  zu 
je  drei  durch  die  vier  Eckpunkte  C  eines  regulären  Tetraeder- 
netzes, die  der  zweiten  Gruppe  zu  je  drei  durch  die  Eck- 
punkte C  des  konjugierten  Tetraedemetzes  hindurchgehen. 
Zu  den  Ebenen  dieser  Hauptkreise  sind  die  Grenzflächen 
zweier  solchen  tetraedrischen  Pentagondodekaeder  [XXVIII] 
parallel,  für  welche  die  Berührungspunkte  von  je  drei  Grenz- 
flächen auf  je  einem  Hauptkreise  c  liegen,  welche  also  Te- 
tartoedrieen  zweier  sog.  parallelkantigen  Hexakiaokta- 
eder  sind  (vergl.  §  51,  3.). 

3.  Analog  ergiebt  sich  für  die  Hauptkreise  des  zu- 
geordneten gleicheckigen  Netzes  XXVIII'  das  Resultat,  dass 
zu    den   Ebenen    der   sechs    durch    die  Punkte  A  hindurch- 
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gehenden  Hauptkreise  die  Grenzflächen  eines  symmetrischen 
Pentagondodekaeders  [XXIX]  parallel  aiad.  Weiterhin  gehen 
die  Hauptkreise  der  beiden  Gruppen  von  je  zwölf,  weiche 
die  Kanten  der  beiden  Gruppen  regulärer  Dreiecke  mit  den 
Mittelpunkten  C  bilden,  durch  die  auf  den  Hauptkreisen  c 
liegenden  Eckpunkte  des  Polarnetzea  hindurch.  Zu  den 
zwölf  Ebenen  jeder  Gruppe  sind  die  Grenzflächen  eines  te- 
traedrischen  Pentagondodekaeders  [XXVKI]  parallel,  welche 
die  Kugel  in  den  Polen  jener  Hauptkreise,  d.  h.  denjenigen 
Eckpunkten  des  zugeordneten  Polametzes  berühren,  welche 
auf  den  durch  die  Punkte  C  gehenden  beiden  Gruppen  von 
je  zwölf  Hauptkreisen  des  Symmetrienetzes  liegen. 

4.  Endlich  möge  noch  darauf  hingewiesen  werden ,  dass 
auch  die  Hemigonieen  der  Netze  IV"  und  IV'  (vergl.  §  50,  8,), 
nämlich  die  Netze  XVII  eines  rhombischen  und  die  Netze 
XlVeines  tetragoualen  Sphenoids  als  eine  besondere  Gruppe 
beweglicher  —  zugleich  gleicbflächiger  und  gleicheekiger  — 
Netze  der  zweiten  Hauptklasse  aufgefasst  werden  können, 
während  dieselben  andererseits  früher  als  Grenzfdlle  der 
hauptasigen  Trapezoid-  und  Deltoiduetze  —  also  zur 
ersten  Hauptklasse  gehörig  —  erhalten  wurden. 

Auf  diejenigen  regelmässigen  Gruppierungen  der  Netze 
XVII  und  XIV,  bei  welchen  die  Eckpunkte  mit  denjenigen 
der  gleicheckigen  Netze  der  verschiedenen  Klassen  und  Grup- 
pen zusammenfallen,  wird  im  letzten  Kapitel  eingegangen 
werden. 

IIb)  !N(!tze  der  zweiten  Hauptblasse  zweiter  Ordnung. 

Einzige  O-ruppe:  Diakishexekontae  der  netze. 
8  54. 
Ä)    Feste   gleichflächige    Netze    nebst    den  zugeord- 
neten  gleicheckigeu  Netzen. 
1,  Auch  diese  Gruppe  ist  nach  dem  allgemeinsten  gleich- 
flächigen   Netze   benannt  worden,    da    alle  übrigen  hierher- 
gehörigen Netze  sich  in  einfacher  Weise  aus  diesem  herleiten 
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Die  festen  gleiehflächigen  Nebze  dieser  Gruppe  aind; 
dasDiakishexekontaedernetzSVI  (§28),  (12  +  20  +  30)- 

eckig,  a. 60 -flächig  (Fig.  U«), 
dasPeiitakisdodekaederiietzSr(§21),(12  +  20)-eckig, 

12.5-flächig  (Fig.  9), 
dasTriakisikosaedernetz   XIII  (§23),  (20  + i2)-eckig-, 

20.3-flächig  (Fig.  11), 
dasDeltoidhexekontaedernetz  XXII  (§  36), 

(12 +  20 +  30) -eckig,  60-fläckig  (Fig.  20), 
dasRhombentriakontaedernetz  XX  {%  33),  (12  +  20)- 

eekig,  30-fläcliig  (Fig.  18), 
das  reguläre  Ikosaedernetz  V  (§  8  u.  §  12),  12-eckig, 

20-flächig  (Fig.  4), 
das  reguläre    Pentagondodekaedernetz  VII   (§  Sund 
§12),  20-eckig,  12-fläcliig  (Fig.  4). 
Das   Netz   i.  wird   durch   die  vollständig    ausgezogenen 
15  Hauptkreise  b  gebildet,  welche  nur  teilweise  ausgezogen 
die  sechs  übrigen  glei ch flächigen ,  bez.  regulären  Netze  liefern. 
Und  zwar  werden  die  Netze  2.  bis  4.  auf  die  früher  angege- 
bene   Art    durch    Zusammenfassen    je    zweier   benachbarten 
Dreiecke   längs   einer  Kante,   das   fünfte  durch   Vereinigung 
von  je  vier,  das  sechste  von  je  sechs  und  das   siebente  von 
je    zehn    Dreiecken   des    Diakishexekoutaedernetzes   XVI   er- 
halten.    Die  Ebenen  der  15  Hauptkreise  i»,   zu   welchen  die 
Grenzflächen  eines   Triakontaeders   [XX]   parallel  sind,   sind 
für  sämtliche  sieben  Netze  direkte  Symmetrieebenen. 

Die  Eckpunkte  aind  für  die  Netze  2.,  3.  und  5.  Kombi- 
nationen der  Eckpunkte  G  des  Netzes  6.  und  der  Eckpunkte 
C  des  Netzes  7.,  für  die  Netze  i.  und  4.  Kombinationen 
dieser  Eckpunkte  G,  C  und  der  Eckpunkte  B  eines  sphä- 
rischen (12  +  20)-flächigen  30-Ecks  XX',  welches  das  ein- 
zige feste  gleicheckige  Netz  [erster  Art")]  dieser  Gruppe  ist. 
Die  nach  den  Punkten  G,  C,  B  gerichteten  Radien  sind  für 
sämtliche  sieben  Netze  Axen  von  der  früher  bestimmten  Zäh- 
ligkeit. 

1)  Zwei  andere  noch  möglicbe  feste  gleiche ckige Netze  höhei-er 
Art  mit  den  Eckpunkten  B  werden   sicli  im  letzten  Kapitel  ergeben. 
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2.  Was  die  Polarnetze  der  Netze  i,  bis  7.  anlangt, 
so  werden  die  Eckpunkte  derselben  durch  die  15  Punkte  B 
und  deren  Gegenpunkte,  die  Kanten  derselben  durch  die 
Hauptkreiae  g,  c,  h  gebildet,  welche  bez.  die  Polaren  der 
Punkte  G,  C  und  B  sind. 

Nur  das  Polarneta  des  Diakishesekontaedemetzes  XVI 
ist  ein  solches  gl  eich  flächig  es  (und  spe3iell  zugleich  gieich- 
eekiges)  Netz,  welches  die  Kugelfläche  mehrere  Mal  und 
zwar  45 -mal  bedeckt.  Denn  die  Winkel  einer  Grennüäche 
dieses  Polarnetzes  betragen  180"  — tp,  180"  — j;,  180"  — Jf^, 
der  Exzess  also,  da  rp  + i  +  ij^^dO"  ist,  270",  d.  h.  das  aus 
120  solcher  Dreiecke  zusammengesetzte  Netz  bedeckt  45-mal 
die  Kugelfläche.  Auf  dieses  Netz  werden  wir  im  letzten 
Kapitel  zurückkommen. 

3.  Den  sieben  gleichflächigen  Netzen  l.  bis  7,  sind  bez. 
folgende  gleicheekige  zugeordnet: 

das  Netz  XVr   des   (12 +  20 +  30) -flächigen  2. 60 -Ecks 

(§  28,  Fig.  14«), 
das  Netz  XI'  des  (12 +  20)-fläehigen   12.o-Ecka    (§21, 

Fig.  9), 
das  Netz  XIII'  des  (20  + 12)- flächigen  20.3-Ecks  (§  23, 

Fig.  11), 
das  Netz    XXII'    des    (12  + 20  +  30)-flächigen    GO-Ecka 

(§  36,  Fig.  20), 
das  Netz    XX'   des   (12 +  20) -flächigen    30-Ecks    (§   33, 

Fig.  18), 
das  Netz  VII  des  L2-flächigen  20-Eck8  (das  reguläre 
Pentagoudodekaedernetz)  (§  8  n.  §  12,  Fig.  4), 
das  Netz  V  des  20-flächigen  12-Ecka  (das  reguläre 
Ikoaaedernetz)  (§  8  u.  §  12,  Fig.  4). 
Die  Netze  XVI'  sind  zweifach  veränderliche  Netze, 
da  ein  Eckpunkt  P^  jede  Lage  innerhalb  des  Diakishese- 
kontaederdreieckes  Cr^  C^  B^ ,  der  Grenzfläche  des  Symmetrie- 
netzes, annehmen  kann.  Die  Netze  XI',  XIII'  und  XXII' 
sind  einfach  veränderliche  Netze,  weil  ein  Eckpunkt  .P^ 
jede  Lage  auf  dem  Syuimetriekreisbogen  einer  Grenzfläche 
des    Symmetrienet^es    annehmen    kann.     Endlich    sind    die 
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Netze  XX',  VII  mid  V  feste  Netze,  bei  welchen  die  Eck- 
punkte die  Mittelpunkte  der  Grenzflächen  dea  Symmetrie- 
netzes darstellen. 

Die  2.60  Eckpunkte  eines  Netzes  XVI'  gruppieren  sich 
einmal  ab  diejenigen  von  sechs  kongruenten  prismatischen 
Netzen  VIII",  ^J  =  5,  deren  Hanptaxen  die  Axen  OG  sind 
und  zwar  auf  sechs  Arten;  ferner  als  die  Eckpunkte  von 
zehn  kongruenten  prismatischen  Netzen  VIII",  ß  — 3,  deren 
Hauptasen  die  Axen  OC  sind  und  zwar  auf  zehn  Arten; 
endlieh  als  die  Eckpunkte  von  15  kongruenten  prismatischen 
Netzen  VIII",  p^2,  deren  Hauptaxen  die  Axen  OS  sind 
und  zwar  auf  15  Arten.  Für  die  Netze  2'.  bis  7',  reduzieren 
sieh  diese  prismatischen  Netze  VIII"  zum  Teil  oder  voll- 
ständig auf  Netze  VIII'  von  der  halben  Eckenzahl,  womit 
sieh  auch  die  Zahl  der  möglichen  Gruppierungen  vermindert 
(Tergl.  Kap.  V,  §  77). 

Die  Kanten  sämtlicher  Netze  i'.  bis  7'.  gehen  durch 
die  Punkte  Bj  nämlich  die  festen  Eckpunkte  der  Polar- 
netze hindurch. 

4.  Die  90  Hauptkreise  eines  Netzes  SVI'  zerfallen  in 
drei  Gruppen  von  je  30,  wobei  von  den  Hauptkreisen  jeder 
Gruppe  je  zwei  durch  einen  Punkt  B  hindurchgehen  und 
zu  den  beiden  sich  in  demselben  rechtwinklig  schneidenden 
Hauptkreisen  h  symmetrisch  liegen. 

Die  30  Hauptkreise  der  ersten  Gruppe  stehen  auf  den 
Kanten  BC^il)  senkrecht,  so  dass  der  Winkel  2k(s)  [vergl. 
Formel  34);)  in  §  28]  je  zweier  auf  demselben  Hauptkreise 
h  normalen  Hauptkreise  zwischen  0°  und  2^  variiert.  2u 
den  Ebenen  dieser  Haiiptkreise  sind  die  Grenzflächen  eines 
{12 -1-20) -eckigen  I2.ö-Plachs  [XI]  (eines  Pentakisdode- 
kaeders)  parallel. 

Die  30  Hauptkreise  der  zweiten  Gruppe  stehen  auf  den 
Kanten  BG^tp  senkrecht,  wobei  der  Winkel  ^^(s)  je  zweier 
auf  demselben  Hauptkreise  h  normalen  Hauptkreise  zwischen 
0"  und  2g>  variiert.  Trägt  man  (Fig.  29,  welche  die  stereo- 
graphische Projektion  eines  Netzes  XVI  für  den  Projektions- 
punkt B'i   darstellt)   auf  der  Kante    B^Q^^tp   des  Diakis- 
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hexekontaederdreieekes  G^  G^  B^  den  Bogen  B^  E^  =  Bi  C^ 
-"t  &h  und  erriclitet  in  E^  nonnal  zu  B,  Gj  den  Kreisbogen 
EiD^,  welcher  dem  Hauptkreise  c^  angehört,  so  folgt,  dass 
zu  den  Ebenen  der  30  Hauptkreise  die  Grenzflächen  eines 
(20 +  12) -eckigen  20. 3 -Flachs  [XIIIj  (eines  Pyramiden- 
ikosaeders)  parallel  sind,  so  lange  der  Punkt  P^  innerhalb 
des  Vierecks  B^E^D^C^  liegt,  dagegen  zu  den  Grenzflächen 
eines  (12  +  20-f  30)-eckigen  60-Plachs  [XXII]  (eines  Deltoid- 
hexekontaeders)  parallel  sind,  wenn  der  Punkt  Pj  innerhalb 
des  Dreieckes  i\  G^  B^  liegt.  Im  Übergangsfalle,  in  welchem 
der  Punkt  Pj  auf  dem  Bogen  E^D,  liegt,  fallen  die  30 
Hauptkreise  in  die  zehn  Hauptkreise  c  zusammen,  au  deren 
Ebenen  die  Grenzflächen  eines  regulären  Ikosaeders  parallel 
sind. 

Endlich  stehen  die  30  Hauptkreise  der  dritten  Gruppe 
auf  den  Kanten  GG  =  %  senkrecht,  so  dass  der  Winkel 
2()('  +  ^(ij)  je  zweier  auf  demselben  Hauptkreise  h  normalen 
Hauptkreise  zwischen  2i>  und  2i^-f2x=  180"  — 2q;  variiert. 
Fällt  man  (Fig.  29 ,  vergl.  auch  Fig.  18)  von  ß^  auf  6\  G^ 
das  sphärische  Perpendikel  B^E\^  welches  dem  Hauptkreise 
g^  angehört  und  wobei  Ci^F^—E.^G.i  =  rp  —  i>,  E^B^^^B^G^ 
-=45*'  — 9)  ist,  so  folgt,  dass  zu  den  Ebenen  der  30  Haupt- 
kreise dieser  dritten  Gruppe  die  Grenzflächen  eines  (12  +  20)- 
eckigen  12.5-Flachs  [XI]  parallel  sind,  so  lange  der  Punkt 
Pj  innerhalb  des  Dreieckes  Bj  6\  F^  liegt,  dagegen  zu  den 
Grenzflächen  eines  (12  +  20  +  30)-eckigen  60-Flaehs  [XXII] 
parallel  sind,  wenn  der  Funkt  P^  innerhalb  des  Dreieckes 
B^F^G-i  liegt.  In  dem  Übergangsfalle,  in  welchem  der 
Punkt  P^  auf  dem  Bogen  i?^  F^  liegt,  fallen  die  30  Haupt- 
kreise in  die  sechs  Hauptkreise  g  zusammen,  zu  deren 
Ebenen  die  Grenzflächen  eines  regulären  Pentagondodekaeders 
parallel  sind. 

Die  Varietäten  der  Polyeder  [XI]  und  [XXII],  welche 
bei  dieser  dritten  Gruppe  in  Betracht  kommen,  sind  von 
denen  bez.  bei  der  ersten  und  zweiten  Gruppe  auftretenden 
Varietäten  dieser  Polyeder  verschieden,  wobei  die  Varie- 
iäten,  deren  Grenzflächen  bez.  in  den  Punkten  E  und  B  der 
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Kugel  umgeschrieben  aind,  die  Übergangsfalle  darstellen. 
Diese  letzteren  Varietäten  werden  in  dem  nächsten  Kapitel 
analytisch  bestimmt  und  charakterisiert  werden. 

Die  aufgestellten  Beziehungen  folgen  auch  einfach  aus 
der  Lage  der  Pole  jener  HauptkreisSj  nämlich  der  Eckpunkte 
des  zugeordneten   Polarnetzes. 

5.  Bei  dem  Netze  XI',  dessen  Eckpunkte  auf  den 
Kanten  BG^(p  liegen,  reduziert  aieh  die  erste  Gruppe 
der  30  Hauptkreise  auf  die  15  Hauptkreise  &,  die  Haupt- 
kreise der  zweiten  Ü-ruppe  fehlen  und  die  der  dritten  Gruppe 
sind,  wie  im  allgemeinen  Falle  vorhanden;  es  treten  aber 
nur  solche  30  Hauptkreise  a.uf,  zu.  deren  Ebenen  die  Grenz- 
flächen eines  Polyeders  [XXII]  parallel  sind,  da  die  Fuss- 
punkte  der  von  den  Eckpunkten  P,  auf  die  Kante  Cj  G^  ge- 
fällten sphärischen  Perpendikel  zwischen  1\  und  G^  fallen. 

6.  Bei  dem  Netze  XIII'  fehlen  die  Hauptkreise  der 
ersten  Gruppe,  die  der  zweiten  reduzieren  sich  auf  die  15 
Hauptkreise  6,  während  die  der  dritten  Gruppe  vorhanden 
sind;  es  kommen  aber  hier  nur  solche  30  Hauptkreise  vor, 
zu  deren  Ebenen  die  Grenzflächen  eines  Polyeders  [XI]  pa- 
rallel sind,  da  die  Fusspunfcte  der  sphärischen  Perpendikel, 
welche  von  den  auf  den  Kanten  BC=il>  liegenden  Eckpunkten 
auf  die  Kante  Cj  Gj  gefällt  werden,  zwischen  C^  und  F^ 
fallen. 

7.  Bei  dem  Netze  XXII',  dessen  Eckpunkte  auf  den 
Kanten  GC  —  %  liegen,  fehlai  die  Hauptkreise  der  läritten 
Gruppe,  während  diejenigen  der  ersten  und  der  zweiten 
Gruppe,  wie  im  allgemeinen  Falle  vorhanden  sind. 

8.  Die  sechs  Hauptkreise  g,  welche  die  Kauten  des 
Netzes  XX'  bilden,  stellen  den  bereits  oben  erwähnten  Über- 
gangsfall  für  die  30  Hauptkreise  der  dritten  Gruppe  dar. 

9.  Für  die  regulären  Netze  VII  und  V  reduzieren  sich 
bez.  die  Hauptkreise  der  zweiten  und  der  ersten  Gruppe, 
während  die  der  übrigen  Gruppen  fehlen,  auf  die  nur  teil- 
weise ausgezogenen  15  Hauptkreise  h. 

Das  reguläre  Netz  VII  kann  auch,  wie  bereits  früher 
hervorgehoben  wurde,  als  spezieller  Fall  des  symmetrischen 


y  Google 


Viert,  Eap.   Zusammenfaasg.  d,  gleicMäct,  u.  d.  et«.  Nefae  etc. 

fondodekaedernetzes  XXIX,  und  das  reguläre  Ikosa- 
edernetz  V  als  spezieller  Fall  des  Netzes  XXIX'  eines  (8+  12)- 
flächigen  12-Ecks  angesehen  werden. 

10.  Die  Beschaffenheit  der  Polarnetze  dieser  gleich- 
eckigen  Netze  i'.  bis  i'.  ergieht  sich  aus  dem  Vorhergehenden 
ohne  Schwierigkeit. 

§55. 

B)   Veränderliches  gleichfläehiges  und  zugeordnetes 
gleicheckiges  Netz. 

1.  Das  einzige  veränderliche  gieichfiäehige  Netz  der 
Diakishexekontaedergruppe  ist 

das    Pentagonhexekontaedernetz    XXVII    (§  43), 

(12  +  20  +  60)-eckig,  60-fläehig  (Fig.  25(3), 
welchem  das  gl  eich  eck  ige 
Netz  des  (12  +  20  +  60)-flächigen  60-Bcks  XXYH'  (§  43, 

Fig.  25,3) 
zugeordnet  ist. 

Diese  beiden  Netze  sind  vollständig  unsymmetrisch; 
doch  kommen  ihnen  die  charakteristischen  Axen  eines  Dia- 
kishexekontaedernetzes  zu. 

2.  Die  Eckpunkte  des  zweifach  yerä.nderlichen  Netzes 
XXVII  sind  eine  Kombination  der  Eckpunkte  G,  C  und  der- 
jenigen 60  Eckpunkte  I\,  P^,  Pg...  (vergl.  Fig.  25^),  welche 
die  abwechselnd  aufeinanderfolgenden  Eckpunkte  eines  Netzes 
XVI'  darstellen.  Diese  60  Eckpunkte  P  gehören  einem 
Netze  XXVII'  an,  so  dass  zwischen  den  Punktsystemen  P 
und  ^,  den  Eckpunkten  des  dem  Netze  XXVII  zugeordneten 
gleieheckigen  Netzes,  eine  Steinersche  Verwandtschaft  be- 
steht (vergl.  §  43,  6.). 

Die  möglichen  Arten  der  Gruppierung  der  Eckpunkte 
eines  Netzes  XXVII',  welche  eine  .(gyroidische)  Hemigonie 
eines  Netzes  XVI'  darstellen,  in  Beziehung  auf  die  Axen 
OG,  OC,  OB  ergeben  sich  einfach  aus  denjenigen  des  voll- 
zähligen Netzes  (vergl.  §  54,  3).  Die  Eckpunkte  eines  Netzes 
XXVII'  gruppieren  sich  auf  sechs  Arten  als  Eckpunkte  von 
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sechs  kongnienteu  sägerandigen  Netzen  XXV',  ?<  =  5,  mit 
den  Hauptaxen  OG;  ferner  auf  zehn  Arten  als  Eckpunkte 
von  zeLn  kongruenten  sägerandigeu  Netzen  XXV',  jy-=3, 
mit  den  Hanptaxen  OC,  und  endlich  auf  15  Arten  als  Eck- 
punkte Yon  15  solchen  Netzen  XXV',  ^j  =  2,  mit  den  Haupt- 
axen OB,  d.  h.  von  lÖ  kongruenten  Netzen  XVII  (von  rhom- 
bischen Sphenoiden). 

3.  Von  den  Hauptkreisen  des  gleiehfläehigen  Netzes 
XXVII  gehen  60  zu  je  fünf  unter  Winkeln  von  72°  durch 
je  einen  der  zwölf  Punkte  G  und  G'  hindurch.  Zu  den 
Ebenen  dieser  Hauptkreise  sind  die  Grenzflächen  eines 
solchen  Pentagonhesekontaeders  [X5VI1]  parallel,  für  welches 
die  Berührungspunkte  zu  je  zehn  —  den  Eckpunkten  eines 
gleieheckigen  2.5-Ecks  entsprechend  —  auf  einem  der  sechs 
Hanptkreise  g  liegen.  (Ein  solches  Polyeder  ist  die  gyroi- 
disehe  Hemiedrie  eines  Diakishexekontaeders,  bei  welchem 
die  Berührungspunkte  der  Flächen  zu  je  20  auf  einem 
Hauptkreise  g  liegen.) 

Zu  den  Ebenen  der  60  Hauptkreise,  welche  zu  je  drei 
unter  Winkeln  von  120"  durch  je  einen  der  20  Punkte  C 
und  C  gehen,  sind  die  Grenzflächen  eines  solchen  Pentagon- 
hexekontaeders  [XXVII]  parallel,  für  welches  die  Berührungs- 
punkte zu  je  sechs  —  den  Eckpunkten  eines  gleicheckigen 
2.3-Ecks  entsprechend  —  auf  einem  der  zehn  Hauptkreise  c 
liegen.  (Ein  solches  Polyeder  ist  die  gyroidische  Hemiedrie 
eines  Polyeders  [XVI],  bei  welchem  die  Berührungspxmkte 
der  Flächen  zu  je  zwölf  auf  einem  Hauptkreise  c  liegen.) 
Endlich  gehören  die  30  Kanten,  welche  durch  je  einen 
der  30  Punkte  B  und  B'  hindurchgehen,  solchen  30  Haupt- 
kreisen an,  zu  deren  Ebenen  bez.  die  Grenzflächen  eines  Po- 
lyeders [XI]  oder  [XXII]  oder  [XIII]  parallel  sind ,  welche 
in  den  auf  den  Hanptkreisen  h  liegenden  Polen  jener  Haupte 
kreise  die  Kugel  berühren,  je  nachdem  der  Punkt  F^  inner- 
halb des  Dreieckes  (s.  Fig.  29)  B^  C^  F^  oder  des  Dreieckes 
-Bi  Fj  D^  oder  endlich  des  Dreieckes  B^  B^  G^  liegt.  In 
den  beiden  Übergangsfällen,  in  welchen  der  Punkt  P-^  auf 
dem   Hauptkreisbogen    B^  F,    oder   B^  Dj    liegt,   reduzieren 
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aich  jene  30  Hauptkreise   auf  die   aecbs  Hauptkreise  g  oder 
die  zehn  Hauptkreise  e. 

4.  Was  die  Haupfckreise  des  zugeordneten  gleich  eckigen 
Netzes  XXVir,  dessen  Eckpunkte  die  Punkte  ^,,  ^^ . . . 
(Fig.  25(3)  sind,  anlangt,  so  gehen  dieselben  bez.  durch  die 
auf  den  Hauptkreiaen  ^,  c  und  h  liegenden  Eckpunkte  des 
Polarnetzes  hindurch. 

Zu  den  Ebenen  der  beiden  Gruppen  von  je  60  Haupt- 
kreisen, welche  bez.  die  Kanten  der  regulären  sphärischen 
Fünfecke  mit  den  Mittelpunkten  G  und  G'  und  die  Kanten 
der  regulären  sphärischen  Dreiecke  mit  den  Mittelpunkten  0 
und  C  bilden,  sind  die  Grenzflächen  je  eines  Pentagonhexe- 
kontaeders  parallel.  Diese  Grenzflächen  berühren  die  Kugel 
in  den  Polen  dieser  Hauptkreise,  d.  h.  in  denjenigen  Eck- 
punkten des  zugeordneten  Polarnetzes,  welche  auf  den 
zu  jenen  Hauptkveisen  noi-malen  Hauptkreisen  des  Synametrie- 
netaos  liegen. 

Zu  den  Ebenen  der  30  Hauptkreise,  welche  durch  die 
Punkte  B  und  J3'  senkrecht  zu  den  entsprechenden  Haupt- 
kreisen des  Symmetrienetzes  hindurchgehen,  sind  die  Grenz- 
flächen eines  der  chei  Polyeder  [XI]  oder  [XIII]  oder  [XXII] 
parallel,  welche  in  den  Eckpunkten  eines  der  drei  gleich- 
eckigen Netze  XI',  XIII',  XXII'  der  Kugel  umgeschrieben 
sind.  Da  ein  solcher  Eckpunkt  auf  einem  Hauptkreiae  & 
um  einen  Quadranten  von  dem  entsprechenden  Eckpunkte 
des  gleichfiächigen  Polarnetzes  (vergh  3.  am  Ende)  absteht, 
ao  läast  sich  die  nähere  Beschaffenheit  jenes  Polyeders  immer 
leicht  feststelleu.  Als  Übergangafiille  treteii  hierbei  wieder 
die  besondere  Varietät  der  Polyeder  [XI],  welche  in  den 
Punkten  if  und  die  besonderen  Varietäten  der  Polyeder 
(XXII]  auf,  welche  in  den  Punkten  F  und  den  Punkten  -ö 
der  Kugel  umgeschrieben  sind. 

In  der  Fig.  29  ist  die  gegenseitige  Lage  der  entspre- 
chenden Punkte  auf  dem  Hauptkreise  b^g  leicht  zu  erkennen. 
Die  Punkte 

B,  E,  G,  ü,5  F,,  C,  Bi5 
stehen  von  den  entsprechenden  Punkten: 
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-B'15  C»  Fie  Ae  G2  E^  A 
um  je  einen  Quadcaateii  ab.     Dabei  ist 

C^8  -^le  =  <^2  -Es  =  -El  ff  1  -  -^'"is  C'?  =  <P  - '(' . 

-E16  Ab  =  Aeffä  =  öl  As  -Ai^is  -=  45"  -  9), 

-B'ifi-^ia  =  »^a  A  =  A*?i  ^--fieAs  =  ?■, 

C8&2  =  f3i(7,  =  z;  -ß'i5AG  =  A6A  =  AA5  =  A5A5  =  *5''- 

über  die  analytische  Darstellung  und  Herleitung  dieser 
Beziehungen  vergl.  man  das  folgende  Kapitel  unter  IIb). 

%  56.   Über  die  gleicheckigen  und  die  gleicifläcliigen 
Polyeder  erster  Art. 

i.  Durch  die  in  den  §§  48  bis  55  angestellten  Betrach- 
tungen ergeben  eich  auch  mit  Leichtigkeit  die  —  zum  Teil 
schon  hervorgehobenen  —  Lagebeziehungeu  für  die  Eck- 
punkte, Kanten,  Grenzflächen,  Axen  und  Symmetrieebenen 
der  gleicheckigen  und  der  gleichflächigen  Polyeder,  welche 
bez.  den  gleieheckigen  Netzen  ein-  und  umgeschrieben  werden 
können  (veigl.  §  47,  3.  u.  4.  und  §  17). 

Das  polare  Entsprechen  je  eines  gleieheckigen  und  eines 
gleicbfläcbigen  Polyeders  tritt  noch  allgemeiner  hervor,  wenn 
man  um  den  Mittelpunkt  des  Symmetrienetzes  und  des  zu- 
geordneten gleicheckigen  Netzes  zwei  konzentrische  Kugeln 
mit  den  Radien  »j  und  r^  beschreibt  und  den  auf  diesen 
beiden  Kugeln  entstehenden  gleieheckigen  Netzen  je  ein 
gleicheckiges  Polyeder  ein-  und  ein  gleichflächiges  Polyeder 
umschreibt,  Es  entsprechen  sieh  alsdann  je  ein  der  einen 
Kugel  ein-  und  je  ein  der  andern  Kugel  umgeschriebenes 
Polyeder  in  der  Weise  polar  in  Beziehung  auf  eine  konzen- 
trische Kugel  mit  dem  Radius  r  =  yr^t^,  dass  die  Eckpunkte 
(Grenzflächen)  des  einen  Polyeders  die  Pole  (Polarebenen) 
zu  den  Grenzflächeu  (Eckpunkten)  des  anderen  Polyeders 
darstellen. 

2.  Es  möge  daher  genügen,  im  Nachstehenden  eine 
Zusammenstellung    der    sämtlichen    gleich  eckigen    und     der 
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iLnen  polar  entspreclieiiden  gleichflächigeu  Polyeder  erster 
Art^)  zu  geben  und  an  dieselbe  nocb  einige  Bemerkungen 
zu  knüpfen.  Die  Einteilung  dieser  Polyeder  in  Klassen, 
Ordnungen  und  Gruppen  stimmt  mit  der  in  §  47  gegebenen 
und  in  den  §§  48  bis  55  befolgten  Einteilung  der  gleich- 
fiäcliigen  und  gleidieckigen  Netze  überein.  Der  Übersicht- 
lichkeit  wegen  sind  die  für  jede  Gruppe  charakteristischen 
Axen  nochmals  angegeben  worden.  In  jeder  Gruppe  wird 
die  durch  A)  bezeichnete  üntergmppe  durch  diejenigen  Poly- 
eder mit  festen  Symmetrienetzen  gebildet,  denen  die  sUmt- 
lichen  direkten  Symmetrieebenen  jener  Gruppe  zukommen; 
die  durch  B)  und  C)  bezeichneten  Untergruppen  umfassen 
diejenigen  hemigonischen  oder  hemiedrischen  Polyeder  mit 
veränderlichen  Symmetrienetaea,  denen  jene  Symmetrie- 
ebenen  nur  zum  Teil  oder  gar  nicht  zukommen.  Die  yer- 
schie denen  Arten  der  Hemiedrieen  (und  entsprechend  der 
Hemjgonieen)  sind  durch  die  in  der  Kryetallographie  üblichen 
Namen  gekennzeichnet. 

Grleicheckige  Polyeder.        1       Gleiohflä,ehige  Polyeder, 

Erste  Hauptklasse. 

Äsen:  zwei  gleiche,  entgegengesetzt  gericMete,  «-(oder  j/-)  zählige 
Hauptasen  OA, 
zwei  Systeme  von  je  n  (oderp)  zweizäliligen  Queraxen  OB, 
hez,  OB  und  OC. 
A')  PrismatiecLe  (ohiio  Bimd).       1      A)  Ibeiirandige  (gerade  Doppel« 
1  pjramiden). 

Symmetrieebenen;  die  Ebene  des  Hauptäquatora  a  eines  NetaeB  I, 
die  n  (oder  p)  Ebenen    der    Hatiptkreise  ö  oder 
I>  und  c  eiaes  Netzes  II. 
l'.  Prismatische    (2  +  w)-fläcHge   2n-   \   1.  Ebenrandige  (24-«)-eekige  3«- 

Bcke  [VIII'],  (g  16),  i        PJache  [VIII],     

!'.  Prismatische  (2+ji-f-^)-fliLcliige        1   2.  BbeBrandige(2+^-l-jp)-eokige2,2p. 
a.2j>-Ecke  [VIII"],  (§  18).  ;         Flache  [Villa]. 


1)  Vergl.Heasel,  Uborsiclit  der  gleiche  cki  gen  Polyeder  etc.  Mar- 
burg, 0.  Ehrhardt,  1371.  Hessel  hat  jene  Polyeder  zuerst  Tollstandig 
durch  Betrachtungen  entwickelt,  welche  von  den  unerigen  zum  Teil 
\erBchiedeii  sind. 
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Gleieheckige   Polyeder.        i      Glelchflächige  Polyeder. 

B')  Krouraudlge  (symmetrischer     '      B)  Kronrandige  (syuimetrisciier 
Kand).  I  Band). 

Sjmmetrieelianen;    die  jj  (oder  ^i)  Ebenen  der  Hauptkraiss  eines 
Netzes  IL 


8',  Kronrandige  (2 +  2i>)- flächige  2p- 
Ecke  [XXIV]  (§  39),  (GyroidiBohe 
Heiaigonie  von  1'.  für  w  =  2j)), 

4'.  Kronrandige  4-fläcMge  4-Ecke  (Te- 
tragonale  Sphenoide)  fXIV]  (g  24), 

6 '.  Unterbrochea-krontandige  (2  +  2^i  )- 
mchige  2.2j>,-Eeke  [XVIII']  (gl 


3.  Kronrandige  (2 +  2ji)- eckige  2p- 
Flache  [XXIV],  (Gyroidiache  Hemie- 
drie  von  1.  für  m  =  2J)), 

4.  Eronraadige  4-eckige  4-Ii'lache 
(Tetragonale  Sphenoide)  [XIV], 

5.  Kronrajidige  (2  +  2j)|)-eckige2,2pi- 
Flaohe  [XVIII]  (Skale) 


(Hemigonie  von  2'.  für  j)  =  2j)i).       j         (Rhomb.Hemiedr.  von3.farj5  =  2j9,). 

C)  Sügernndige  (imsymiaetriscliei-  |  C)   Sagerandigo  (un symmetr Isolier 

Rand),  I  Rand). 

Symmetrieebenen;  niobfc  vorhanden. 

S      Sdgerxnlge   (3  +  2p)-flächigo   2^-  1  6.   Sägerandige  (2  +  2jp)  -  eckige  ajJ- 

Ecke    [XXV]    (§  40)   (Gyroidiache  Flache  [XXV]  (Gyroidische  [trape- 

Hemigome  von  2'.),  |  zoedrischej  Hemiedrie  von  2.) 

7     Sigennd  ge  4-iächige  4-Ecke  1  7.  Sägerandige  4-eckige  4-Flache 

Rh  mb  s  he  Sphenoide)  |XVII]  (Rhombische  Sphenoide)  [XVII]. 

IS  2J)  I 

Zweite  Hauptklaase. 

Gleiche  tlauptaxen  Dach  mehr  als  zwei  Richtungen, 

Erste  Ordnung. 

Die  dreizShligen  Axen  sind  nach  den  Eckpunkten  eines  regulären  Hexaeders 

gerichtet. 
1'.  Erste   Gruppe   des   (6  +  8  +  12)-    1    i.  Erste  Gruppe  des  (e+8  +  12)- 
fläehigen  2,24-Bck3.  eckigen  2  .  24  -  Flachs    (Hesakia- 

I  Oktaedergruppe). 

Äsen:  drei  Paare  von  entgegengesetzt  gerichteten,  gleichen  4-zähligen  Axen  OA, 
vier      „       „  „  „  „        3-      „  „      OG, 

sechs   „        „  „  „  „         2-       „  „      OB. 

A')  Tollzilhllge,  symmetrische  Po-  1     A)  VollzUhligc,  symmetriselio  Po- 
lyeder. I  lyoder. 
Symmetrieebenen:  die  drei  Symmetrieebenen  der  Hauptkreiae  a 
eines  Netzes  IV, 
die  sechs  Symmetrieebenen  der  Hauptkreise  & 
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Gleicheckige  Polyeder. 
Eegulärea  8 -flächiges  6- Eck  (Beg. 
Oktaeder)  [IV]  (g  U), 
Raguiares  6 -flächiges  8-Eck(Eeg, 
Hesaeder)  [VI]  (§  11), 
(e  + 8) -flächiges    I2-Eck    {Kabo- 
okfaeder)  [XIS'J  (g  32), 
(6+ 8) -flachiges    6.  4 -Eck    [X' 
(§  20), 

(8-1- 6) -flächiges   8,3-Eok   [XII' 
(§22), 

(Ö+8  +  i2)-fläch!ges  24-Eck 
[XXF]  (§35), 

(6 -1-8 -1-12) -flächiges    2.  24 -Eck 
[XV]  (g  37). 

i')  GyroidlsctL-heiiiigonischc  im- 
syuimetrisclie  Polyeder. 


Gleiclif'lächige  Polyeder. 

8.  Keguläres  3-eckiges  6-Flach(Beg, 
Hexaeder)  [VI], 

9.  Eeguläres  e-eckiges  8-Pliicli(Reg. 
Oktaeder)  [IV]. 

10.  {6-|-8)-eckigesl2-Macli(Ehomben- 
dodefcaeder)  [XIX], 

11,  (6-|-8)-ectiges  6.4-Flaoli  (Tetra- 
kiahexaeder)  [X], 

13,  (8 -1-S)- eckiges    S.S-Flacli    (Tria- 
kisolitaeder  [XIIJ, 

13.  (6+8+13)- eckiges  24-Plach  (Del- 
toidikositetraeder)  [XXI], 

14.  (6+8+ la)- eckiges  2.24-Flach 
(Hesakisoktaeder)  [XV], 

B)  WyroiiiiBCh-hemiedrlsche  hu- 
Kyiiiiiictrisciic  Polyeder. 


Syrametrieebeni 
.  (6  +  8  +  24)-flächiges  24-Eck 
[XXVI']  (Gjroidische   Hemigonie 
von  14'.)  (§42). 
Z  weite  Gruppe  dea  (6  +  8  +  IS)- 
flilchigen  2.  12-Ecks. 

on;    zwei   Systenü 


15.  (6 +  8+24)- eckiges  24-riach  (Pen- 
tagonikositetraeder)   [XXVI]   (Gy- 
roidische  Hemiedrie  von  14.), 
2.  Zweite  Grappe  des  (6  +  8  +  12)- 
eckigen   2.12-PIachB   (Diakis- 
I  dodekaedergruppe). 

von  je  vier  gleichen,  dreiiähligeii  Äien  0(7;  je  zwei, 
gerichtete  sind  ajmmetriach  gleich, 
Paare   you   entgegeiigc setzt   gerichteten,   gleichen    zweiaähligen 
Axen  OA. 

B)   Parallelfläcliig-lieniiedrische 
Polyeder. 

es  Netzes  IV. 


B')  Geg:eiipiuiktIg-liemigontsclie 
Polyeder. 


6'.  {8+13)-äächige8l2-Eck[XXIX'] 
(Gegenp.  Hemigonie  von  11',) 
(§  *S),  1 

7'.  (6  +  8  +  12)-flächige3    2  .  13  -  Eck 
[XXIII']  (Gegenp.  Hemigonie 
von  14'.)  (§  38).  

■'.  Dritte  Gruppe  des  (4  +  4  +  8)-      1 
flächigen  3  .  12 -Ecks.  | 


n:  die  Ebenen  der  drei  Hauptkieise 

16.  (8 +  12) -flächiges  12-Ela^ih  (Sym- 
metrisches Pentagondodekaeder) 
[XXIX]  (Parallelfläch,  Hemiedrie 

17.  (6 +  8  +  12)- eckiges  2.12-Elach 
(Diakisdodekaedei-)    [XXIII],  (Pa- 
ralleifläohige  Hemiedrie  von  14.), 

3.  Dritte   Gruppe  dea  (4  +  4+6)- 
eckigen    2  .  12  -  Flachs    (Hexa- 
kiatetiaedergruppe). 
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(rleicheckige  Polyeder.        1      Gleiclifläcliige  Polyeder, 
seil:    zwei   Systeme   von  je    vier   gleiclieii,    dreizäMigen   Aien   OC,   je   zwei 
entgegengeeetüt  gerichtete  sind  ungleicliwertig, 
drei    Paart!    von    entgegengesetzt   gerichteten,    gleicheu   zweiaähligen. 
Äsen  OA. 


A')  Symmetrisülie  Polyeder,  zugleich 

tetra^onlsche  Hemigoiiieeu  tou  Po 

lyedern  der  Gruppe  1.  A') 

Symmetrieebenen:    die   Eben  i     ie 
18',  Reguläres  4-fläcHges4-Eck  ßeg 

Tetraeder)  [III]  (|  11)  (Tetragon. 

Hemigonie  tob  9'.), 
19'.  (4 +  4)- flächiges   4.S-Eok    [IX'] 

(§  19)  (Tetragon,  Hemigonie  von 

20'.  C4+44-e)-flächigea  12-Bok 

[XIX"]  (g  32)  (Tetragon,  Hemigo. 

aie  TOn  12',), 
21',  (4+4+6)-Mcliiges  2.12-Eok 

[X"]  (§20)  (Tetragon.  Hemigonie 

von  14'.). 

B')  IJnsymnietriscUe  Polyeder. 

22',  (4+4  +  12)-ftäcliiges  12-Eck 

[XXVUr]  (Gyroidiscke  Hemigo- 
nie von  21',  oder  von  16',  oder  von 
17'.,  GyroidiBcke  Tetartogonie  von 
U'.)  (§44), 


A)  SimiiietiischePohPÄei, 
tetiaedrlBclie  Htmiedi  leen 
Ijedern  dei  Giuppe  1    A)< 

iocbs   Hauptkieisp  }    eines    Hetze 


gleich 
>n  Po- 


m. 


18  Begilaxeai  eckigi,s  4  lliüh  Heg. 
Tetraeder)  [HI]  (Tetraedr.  Hemie- 
drie  von  9.), 

19.  (4  +  4)  -  eckiges  4.3-  Flach  (Triakia- 
tetraeder)  [IX]  (Teti'aedr.  Hemie- 
di-ie  von  13.j, 

20.  (4  +  4-(-6)-eckigea  I2-Flach  (Del- 
toiddodekaedor)  [XlXa]  (Teti-ae- 
dr.  Hemiedrie  von,  12.), 

21.  (4+4-F6)-eckiges  a,I2-Flach 
(Hexakistetraeder)    [Xa]    (Tetrae- 
dr. Hemiedrie  von  14.). 

B)  Unsymmetrische  Polyeder. 

:   nicht  vorhanden. 

22.  ("4+4 +  12) -eckiges  12-Flach  (Te- 
traedrisches  Penlagondodekaeder) 
[XXVIII])  Gfji-oidischo  Hemiedrie 
von  ai-,  oder  von  15,  oder  von  n,, 
Gyroidische  Tetartoedrie  von  14. 


Zweite  Ordnung. 

Die  di'eiKähllgen  Axen  sind  naoh.  den  Eckpunkten,  eines  reguläreH 

Pentagondodekaeders  gerietet. 

inzige  Gruppe   des  (12  +  20  +  30)-    1   Einzige   Grup.pe  des  (12+20  +  30)- 

flächigen  3  .eO-Ecks.  eckigen    2.90-Flachs    (Diakis- 

I  hexekontaedergruppe). 

xen:  6  Paare  von  entgegen  gesetzt  gerichteten,  gleichen  6-z'ahligen  AsenOG, 

10    „      „  „  „  „     3-    „        „    od. 


A')  Vollzählige,  sym metrische  Po- 
lyeder. 


A)  Vollzählige,  symmetrische  Po- 
lyeder. 
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Gleieheckige  Polyeder.       j      Gleichflä 
Symraetrieebenen;  die  Ebenen  der  16  Hauptkrei 
oder  Vn. 


Polyeder, 
les  Netzes  V 


-Eck  [XX'] 
iges  13.  5-Eck 


23'.  Reguläres  20-flächigea  12-Eck 

(Reg.  Ifcosaeder)  [V]  (§  12), 
24'.  EegQläres  12-flaehiges  20-Eok 

(Reg.  Pentagondodekaeder)  [VlIJ 

(§  12), 
26'.  (12-|-S0)-fläohi 

(§33), 
26'.  {13-|-20)-fiächi, 

[SI']  (§  21), 
37'.  (20  +  12)-fiächiges  20.3-Bck 

[Xni']  (§  23), 
28'.  (12+ao+S0)-flS,cliige3  60-Eok 

[XXII']  (§36), 
29'.  (12-i-a0-l-30)-fläcliige92  .60-Eck 

[XVI']  (§  28). 

B')  Oyi'oldbcli ■  hemlgoniscüe ,  an- 
s 7111  metrieche  Polyeder. 

Sjmmetrieeben. 
30'.  (12-^20  +  60)-flacliige9  60-Eck 
[XXVII'j,  Gjroid.  Hfemigonio'  von 
29'.  (§  4S), 


23.  Reguläres  30-eokiges  IS-Flack 
(Reg.  Pentagondodekaeder)  [VII], 

24.  Reguläres  12-eekigea  20-Flacli 
(Reg.  Ikosaeder)  [V], 

25.  (l2  +  20)-eckig6s30-Plach(Kliom- 
bentriakontaeder)  [XX], 

26.  (12+20)-eckiges  12.  6-Flach(Pell- 
taki^dodekaeder)  [XTj, 

37.  (20 +  12) -eckiges  20.3-Flaoli 
(Triakiaikosaeder)  [XIII] , 

28,  (i2-|-20-|-30)-eckiges  60-FIach 
(Deltüidhexekontaeder)  [XXII], 

20.  (12+20  +  30)-eckiges  2.60-Plach 
!  (Diftkishexekontaeder)  [XVI]. 

B)  ÖjroidlscU-liemledi-lscIie,  nn- 

I  symmetrische  Polyeder. 

q:   nicht  Toi'handen.. 

I   30,  (12 -l- 20 4-eo)- eckiges  60 -Flach 

(Pentagonbexekontaeder),  [XXVII] 
Gjroid.  Hamiedrie  TOn  29. 


4.  Von  den  in  vorstehender  Zusammenstellung  aufge- 
führten Polyedern  kommen  die  regulären  Polyeder  und  ausser- 
dem die  tetragonalen  und  die  rhombischen  Sphenoide  4.  und 
7.  sowohl  in  der  Reihe  der  gleicheekigen,  als  auch  der  gleich- 
flächigen Körper  vor;  die  Polyeder  4.  und  7.  sind  also  zu- 
gleich gleicheckige  uud  gleichflächige,  nicht  aber  auch  — 
wie  die  regulären  Körper  —  gleichkantige  Polyeder. 

Femer  können  viele  Polyeder  als  besondere  Fälle  von 
allgemeinen  Polyedern  angesehen  und  Beziehungen  zwischen 
den  verschiedenen  Klassen  und  Gruppen  gefunden  werden. 
So  ist  das  reguläre  Tetraeder  ein  spezieller  Fall  der  tetra- 
gonalen Sphenoide,  welche  selbst  in  den  rhombischen  Sphe- 
noiden  enthalten  sind.  Das  reguläre  Oktaeder  ist  - —  als 
gleicheckiges  Polyeder  betrachtet  —  ein  besonderer  Fall  von 
3'.  für  j>  =  .?,  dagegen  als   gleichflächiges   Polyeder    ein   be- 
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sonderer  Fall  von  l,  für  w  — =  4  (von  dem  tetragonalen  Ok- 
taeder), Entsprechend  ist  das  reguläre  Hexaeder  als  gleich- 
flächiges  Polyeder  eia  besonderer  Fall  von  3.  für  p  =  3  (von 
dem  Rhomboeder),  als  gleicheckiges  Polyeder  von  i.  für 
n  =  i  (einem  quadratischen  Prisma).  Das  reguläre  Ikoaaeder 
ist  als  gleicheekiges  Polyeder  ein  besonderer  Fall  von  is'., 
das  reguläre  Pentagondodekaeder  als  gleichflächiges  Polyeder 
ein  besonderer  Fall  von  16.  (dem  symmetrischen  Pentagou- 
dodekaeder)j  dies  letztere  ist  in  22.  enthalten  u.  s.  f. 

5.  Die  sog.  Ärchimedeisehen  Polyeder  stellen  die- 
jenigen besonderen  Fälle  der  obigen  Polyeder'  dar,  bei 
welchen  für  die  gieicheekigen  Polyeder  die  Grenzflächen, 
für  die  gleichflächigen  Polyeder  die  Ecken  regulär 
sind.  Die  Eckpunkte  der  gleicheckigen  Netze,  denen  die 
Archimedeischen  Varietäten  der  gleicheckigen  und  der 
gleiehflächigen  Polyeder  bez.  ein-  und  umgeschrieben  sind, 
sind  die  Mittelpunkte  der  den  Grenzflächen  des  gl  eich - 
flächigen  Symmetrienetz  es  eingeschriebenen  Kreise  (vergl. 
Kap.  III). 

In  der  obigen  Tabelle  sind  ausser  den  regulären  Po- 
lyedern die  unter  lo'.,  10.  uud  as'.,  25.  aufgeführten  unmittel- 
bar Ärehimedeische  Polyeder;  ausserdem  giebt  es  für  die 
unter  den  folgenden  Nummern  (und  den  aeeentuierten)  auf- 
geführten Polyeder  Ärehimedeische  Varietäten; 

Aus  der  ersten  Hauptklasse  1.  und  3,;  aus  der  ersten 
Ordnung  der  zweiten  Hauptklasse  il.,  13.,  13.,  14.,  15.  (le, 
ergiebt  23.);  19.;  aus  der  zweiten  Ordnung:  S6.,  ä7.,  28.,  39., 
30.  Diese  13  Polyeder  ergeben  mit  10.  und  2&.  die  bekannten 
15  Archimedeischen  gleiehflächigen,  die  mit  den  entspre- 
chenden aeeentuierten  Nummern  Tersehenen  die  15  Archi- 
medeischen gieicheekigen  Polyeder'). 

6.  Als  konjugierte  Varietäten  der  gieicheekigen  und 
gleichflächigen  Polyeder  werden  (vergl.  Kap.  III)  solche  be- 
zeichnet,  für   welche    das    entsprechende    gleicheckige   Netz 


1)  Vergl.  Baltaer,    Elemente  der  Mathem,  Stereometrie  g  6, 
oder  J.  H.  T.  Müller,  Trigonometrie  1869.    S,  345. 
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seinem  Symmetrienetze  konjugiert  ist,  so  dass  die  Eck- 
punkte des  ersteren  Netzes  die  Mittelpunkte  der  den  Grenz- 
flächen dea  Symmetrienetzes  umgeschriebenen  Kreise  dar- 
stellen. Diese  besonderen  Varietäten  der  Polyeder  sind  also 
dadurch  charakterisiert,  dass  hei  den  gleicheckigen  Poly- 
edern die  Grenzflächen  zugleich  eine  der  umgeschriebenen 
konzentrische  Kugel  berühren,  bei  den  gleichflächigen  Poly- 
edern die  Eckpunkte  zugleich  auf  einer  der  eingeschriebenen 
konzentrischen  Kugel  liegen.  Jene  Berührungspunkte  und 
diese  Eckpunkte  sind  die  Eckpunkte  des  Symmetrie- 
netzes. 

Diese  besonderen  Falle  sind  ausser  für  die  regulären 
Polyeder  und  die  Sphenoide  4.,  7.  für  die  unter  den  folgenden 
Nummern  (und  den  aecentuierten)  aufgeführten  Polyeder  der 
obigen  Tabelle  möglieh: 

Aus  der  ersten  Hauptklasse:  1.,  3,,  5.,  6.;  aus  der  ersten 
Ordnung  der  zweiten  Hauptklaase;  ii.,  12,,  14.,  15,  (i6.  er- 
giebt  23.);  19.:  aus  der  zweiten  Ordnung:  26.,  27,,  29.,  30.; 
wobei  die  konjugierten  Vatietäten  von  12,  und  27.  und  eben- 
so von  12'.  und  27',  nicht  konvexe  Polyeder  sind  (vergl.  §  22 
und  §  23). 

7,  Bei  allen  gleicbeckigen  Polyedern  mit  festen  Sym- 
metrienetzen [vergl.  die  in  obiger  Zusammenstellung  unter 
A')  aufgeführtenj  stellen  die  Grenzflächen  Kombinationen 
von  Ebenen  dar,  welche  in  den  Eckpunkten  zweier  oder 
dreier  konzentrischen  regulären  oder  zweier  regulären  und 
eines  der  beiden  festen  gleicheckigen  Netze  die  zugehörigen 
Kugeln  berühren.  Für  die  Polyeder  der  ersten  Hauptklasse 
sind  dies  zwei  parallele  Ebenen  in  Verbindung  mit  den 
Ebenen  eines  oder  zweier  regulär-prismatischen  Räume;  bei 
den  Polyedern  der  ersten  Ordnung  der  zweiten  Hauptklaase 
sind  es  Ebenen  entweder  je  eines  regulären  Oktaeders  und 
Hexaeders,  oder  zweier  regulären  Tetraeder,  oder  eines  Ok- 
taeders, eines  Hexaeders  und  eines  Ehombendodekaeders  oder 
endlich  zweier  Tetraeder  und  eines  Hexaeders;  bei  den  Po- 
lyedern der  zweiten  Ordnung  der  zweiten  Hauptklasse  sind 
es  entweder  die  Ebenen  je   eines  regulären  Ikosaeders   und 
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Pentagondodekaeders   oder  die  Ebenen   dieser   beiden  Poly- 
eder in  Verbindung  mit  denen  eines  konzentriscben  Triakon- 


;  ergiebt  sich  für  die  gleicMäehigen  Polyeder  mit 
festen  Symmetrienetzen  [yergl.  die  in  obiger  Zusammen- 
stellung unter  Ä)  aufgeführten]^  dass  deren  Eckpunkte  Komhiiia- 
tionen  von  den  Eckpunkten  zweier  oder  dreier  konzentrischen 
regnlären  oder  zweier  regulären  und  eines  der  beiden  festen 
gleieheckigen  Netze  darstellen.  Für  die  Polyeder  der  ersten 
Hauptklasse  sind  dies  die  beiden  Bndpunkte  der  Hauptaxen 
in  Verbindung  mit  den  Eckpunkten  eines  oder  zweier  regu- 
lären «-Ecke;  bei  den  Polyedern  der  ersten  Ordnung  der 
zweiten  Hauptklaase  sind  es  die  Eckpunkte  entweder  je 
eines  regulären  Hexaeders  und  Oktaeders,  oder  zweier  regu- 
lären Tetraeder,  oder  eines  Hexaeders,  eines  Oktaeders  und 
eines  Kubooktaeders  oder  endlich  zweier  Tetraeder  und  eines 
Oktaeders;  bei  den  Polyedern  der  zweiten  Ordnung  sind  es 
entweder  die  Eckpunkte  je  eines  regulären  Pentagondode- 
kaeders und  eines  Ikosaeders,  oder  die  Eckpunkte  dieser 
beiden  Polyeder  kombiniert  mit  denjenigen  eines  konzen- 
trischen (12-^20)-flächigen  30-Ecks. 

"Was  die  gleieheckigen  Polyeder  mit  veränderlichen 
Symmetrienetzen  anlangt  [vergi.  die  in  obiger  Zusammen- 
stellung unter  B')  und  C)  aufgeführten],  so  sind  in  der 
ersten  Hauptklaase  die  Grenzflächen  eine  Kombination  zweier 
parallelen  Ebenen  mit  den  Grenzflächen  eines  hemiedrischen 
gleich  flächigen  Polyeders  mit  veränderlichem  Symmetrienetze; 
und  zwar  ist  bei  den  Polyedern  3'.  und  6'.  dies  gleiehflächige 
Polyeder  bez.  eine  bestimmte  Varietät  der  entsprechenden 
Polyeder  3.  und  6.,  bei  den  Polyedern  b'.  dagegen  eine  be- 
stimmte Varietät  der  Polyeder  3.  In  der  zweiten  Haupt- 
klasse sind  die  Grenzflächen  eine  Kombination  der  Grenz- 
flächen eines  oder  zweier  regulären  Polyeder  mit  denjenigen 
eines  gl  eich  flächigen  hemiedrischen  Polyeders  mit  veränder- 
lichem Symmetrienetze.  Dies  gleichflächige  Polyeder  ist  bei 
den  Polyedern  15'.,  16'.,  23'.  und  30',  bez.  eine  bestimmte 
Varietät  der   entsprechenden    Polyeder   i5.,   16.,-  22,   und  30., 
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bei  den  Polyedern  17'.  eine  bestimmte  Varietät  der  Poly- 
eder 16. 

Analog  ei^eben  sieL  die  Eckpunkte  der  gleichflächigen 
Polyeder  mit  veränderlichen  Symmetiienetzen  [vergl.  Zu- 
sammenstellung unter  B)  und  C)]  als  Kombinationen  der 
beiden  Endpunkte  der  Hauptaxen,  oder  der  Eckpunkte  eines 
oder  zweier  regulären  Polyeder  mit  den  Eckpunkten  eines 
hemigonisclien  gleicbeckigen  Polyeders  derselben  Gruppe. 

Hessel"-)  hat  mit  Rückeioht  auf  die  im  Vorstehenden 
hervorgehobenen  Beziehungen  die  sämtlichen  gleicheckigen 
Polyeder  (erster  Art)  durch  gerade  und  gleichmässige  Ab- 
stumpfung der  Ecken  und  Kanten  der  regulären  Polyeder 
(einschliesslich  der  geraden  Prismen  mit  regulären  End- 
flächen) hergeleitet.  Analog  kann  man  die  gleichflächigen 
Polyeder  aus  den  reguläreu  (imd  den  regulären  Doppelpyra- 
miden) durch  gleichmässige  Verlängerung  der  Flächen-  und 
der  Kantenasen  erbalten.  Auf  diese  Art  der  Herleitung 
werden  wir  im  nächsten  Kapitel  noch  zurückkommen. 

8.  Der  Nachweis ,  dass  in  der  That  alle  möglichen 
einfachen  gleicheckigen  Polyeder  (und  entsprechend  die 
gleichflächigen}  durch  die  in  obiger  Zusammenstellung  auf- 
geführten gegeben  sind,  lässt  sich  einfach  folgendermassen 
führen. 

Zu  jedem  einfachen  gleicheckigen  Polyeder  ?)J  lässt  sich 
ein  zugehöriges  Symmetrienetz  konstruieren,  iadem  man  von 
einem  beliebigen  Punkte  des  Raumes  Perpendikel  auf  die 
Innenseiten  aller  Grenzflächen  fällt  und  durch  je  zwei  be- 
nachbarte Perpendikel,  welche  auf  zweien  in  einer  Kante 
des  Polyeders  ^  sich  schneidenden  Grenzflächen  senkrecht 
stehen,  Ebenen  hindurchlegt.  Beschreibt  man  nun  um  das  ge- 
meinschaftliche Centrum  der  sämtlichen  auf  diese  Weise  kon- 
struierten Polarecken  zu  den  Ecken  des  betrachteten  Poly- 
eders mit  beliebigem  Radius  eine  Kugel,  so  wird  das  durch 
die  Ebenen  dieser  Polarecken  auf  der  Kugelfläehe  erzeugte 
Netz    gleichflächig   sein   und   die  Kugel  einmal  bedecken. 

1)  A.  a.  0. 
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Dies  Netz  muss  also  notwendig  mit  einem  der  im  Kapitel  III 
hergeleiteten  einfachen  gleichflächigen  Netze  Shereinstimmen. 

Aus  der  Beschaffenheit  dieses  Netzes  folgt  nun  um- 
gekehrt die  Beschaffenheit  und  Anordnung  der  Ecken  und 
Grenzflächen  des  Polyeders  *^,  da  die  ebenen  Winkel  und 
die  Fläehenwinkel  desselben  die  Supplemente  bez.  der  sphä- 
rischen Winkel  und  der  sphärischen  Kanten  des  Symmetrie- 
netzes sind.  Da  nun  in  einem  gleichflächigen  Netze  höchstens 
drei  verschiedene  Systeme  von  sphärischen  Ecken  vorhanden 
sein  kiännen,  deren  Scheitel  den  Eckpunkten  eines  oder 
zweier  regulären  Netze,  oder  zweier  regulären  und  eines 
festen  gleicheckigen  Netzes,  mindestens  aber  denjenigen,  eines 
regulären  Netzes  entsprechen,  so  können  bei  einem  gleich- 
eckigen Polyeder  auch  nur  höchstens  drei  verschiedene  Systeme 
von  Grenzflächen  auftreten,  welche  auf  den  Eckradien  dieser 
regulären  Netze  oder  eines  festen  gleicheckigen  Netzes  senk- 
recht stehen.  Ist  das  gleiehflächige  Netz  ein  veränderliebes, 
so  entsprechen  die  Scheitel  des  zweiten  oder  des  dritten 
Systems  von  Ecken  den  Eckpunkten  eines  beweglichen  (he- 
migonischen)  gleicheekigen  Netzes;  das  zweite  oder  das  dritte 
System  von  Flächen  des  gleicheekigen  Polyeders  steht  auf 
jenen  Eckradien  senkrecht. 

In  allen  Fällen  müssen  aber  diejenigen  Grenaflächen 
des  gleicheekigen  Polyeders,  welche  auf  den  Eckradien  des 
einen  —  sicher  vorhandenen  —  regulären  Netzes  senkrecht 
stehen,  einander  kongruente  reguläre  oder  halhregulär-gleich- 
eckige  Polygone  sein.  Denn  da  die  sphärischen  Ecken  des 
Symmetrieuetzes,  deren  Scheitel  die  Eckpunkte  jenes  regu- 
lären Netzes  sind,  regulär  oder  halbregulär  sind,  so  folgt, 
dass  die  entsprechenden  Grenzflächen  des  gleicheckigen  Po- 
lyeders ^  gleichwinklig  sind  und  dass  die  Flächenwinkel 
an  den  Kanten  einer  Grenzfläche  gleich  oder  abwechselnd 
gleich  sein  müssen.  Nun  sind  aber  femer  nach  der  Voraus- 
setzung je  zwei  benachbarte  Ecken  des  Polyeders  entweder 
kongruent  oder  symmetrisch  gleich,  d.  h.  es  sind  für  solche 
nicht  nur  die  ebenen  und  Flächen-Winkel  bezüglich  gleich 
und    auf   gleiche    Weise    mit    einander    verbunden,    sondern 
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auch  die  homologen  Kanten  von  gleicher  Läoge.  Damit 
ergieht  aieli  denn,  dass  jene  kongruenten  Grenzflächen  gleich- 
eckig sein  müssen,  d.  h.,  dass  die  Kanten  entweder  gleich 
oder  abwechselnd  gleich,  die  Polygone  also  regulär  oder 
halbregulär-gleieheckig  sein  müssen. 

Da  sonach  die  sämtlichen  Eckpunkte  des  gleicheckigen 
Polyeders  auf  den  Ebenen  der  Grenzflächen  eines  regulären 
Polyeders  (oder  auf  zwei  parallelen  Ebenen)  als  die  Eck- 
punkte kongruenter  gleicbeckiger  (oder  speziell  regulärer) 
Vielecke  liegen,  so  folgt,  dass  der  Mittelpunkt  dieses  regu- 
lären Polyeders  von  allen  Eckpunkten  gleichen  Abstand  hat, 
das  glejcbeckige  Polyeder  also  einer  Kugel  eingeschrieben 
werden  kann.  Das  ursprünglich  konstruierte  Symmetrie- 
netz, dessen  Mittelpunkt  ein  beliebiger  Punkt  des  Raumes 
war,  wird  daher  durch  eine  Verschiebung  parallel  mit 
sich,  infolge  deren  dieser  Mittelpunkt  mit  dem  Mittelpunkt 
des  regulären  und  zugleich  des  gleicheekigen  Polyeders  zu- 
sammenfällt, in  eine  solche  Lage  gebracht  werden  können, 
dass  die  Eckradien  des  Symmetrienetzes  in  den  Mittel- 
punkten jener  gleicheekigen  Polygone  auf  den  Grenzflächen 
senkrecht  stehen.  Das  gleicheckige  Polyeder  stimmt  also 
mit  einem  derjenigen  überein,  welche  den  gleicheckigen,  dem 
Symmetrienetze  zugeordneten  Netzen  eingeschrieben  werden 
können, 

§  57.    Anwendung  auf  ^ie  Theorie  der  räumlichen 
Winkelspiegcl  (Polyederkaleidoskope). 

1.  Zum  Schlüsse  dieses  Kapitels  möge  noch  eine  nicht 
uninteressante  Anwendung  auf  die  Theorie  der  räumlichen 
Winkelspiegel  kurz  behandelt  werden'), 

Bereits  im  §  18,  5.  (vergl,  auch  §  5,  i.)  wurde  darauf 
hingewiesen,  dass  die  Eckpunkte  jeder  regulären  oder  halb- 

I)  Vetgl.  eine  Abhandlung  des  Verf.:  Üher  ein  Problem 
der  Katoptrik,  Sitzungsber.  der  Gesellack  z.  Bef.  der  gea.  Naturw. 
zu  Marburg,  1879,  S.  7  bis  20,  sowie  eine  Mitteilung:  Über  Poljeder- 
kaleidoskope,  Ebenda  1882,  S,  9  bis  13. 
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regulären  Grenzfläche  eines  gleicheckigen  Netzes,  dessen 
Symmetrien etz  ein  festes  ist,  aus  einem  dieser  Eckpunkte 
(z.  B.  P^)  als  Spiegelbilder  erbalten  werden  können,  welcbe 
durch  die  vereinte  AVirkung  der  spiegelnd  zu  denkenden 
Ebenen  der  beiden  Hauptkreise,  ■welche  den  Punkt  Pj  eiu- 
schliessen,  erzengt  werden.  Hieraus  folgt,  dass,  wenn  man 
die  Ebenen  aller  Hauptkreise,  welche  die  Grenzfläche  eines 
festen  gleicbfläcbigen  Netzes  einsebliessen ,  auf  ihren 
Innenseiten  a.ls  spiegelnd  annimmt,  die  gesamten  Eck- 
punkte eines  diesem  Netze  als  Symmetrienetz  zugeordneten 
gleieheckigen  Netzes  durch  einen  passend  im  Innern  jener 
Grenzfläche  angenommenen  Punkt  Pj  und  dessen  durch  die 
vereinte  Wirkung  dieser  spiegelnden  Ebenen  erzeugten 
Spiegelbilder  dargestellt  werden. 

Alle  diejenigen  räumlichen  Winkelspiegel  (d,  h.  drei- 
oder  mebrflächige  Ecken,  deren  Seitenflächen  auf  der  Innen- 
seite als  spiegelnd  angenommen  werden),  deren  Kugelschnitt 
die  Grenzfläche  eines  festen  gleichflächigen  Netaes  ist, 
haben  hiemach  die  Eigenschaft,  dasa  die  sämtlichen  Spiegel- 
bilder eines  im  Innern  der  Ecke  angenommenen  Punktes  P, 
nebst  dem  Punkte  Pj  selbst  den  Eckpunkten  eines  gleich- 
eckigen  (oder  speziell  regulären)  Netzes  oder  Polyeders 
entsprechen.  Ob  der  Punkt  P^  beliebig  im  Innern  der 
Ecke  oder  auf  einer  Symmetrie  ebene  derselben  oder  end- 
lich nur  auf  einem  Radiusvektor  derselben  angenommen 
werden  kann,  hängt  von  der  Beschaffenheit  der  Ecke  ab 
und  ist  mit  Benutzung  der  in  diesem  und  dem  vorigen 
Kapitel   gewonnenen  Resultate  immer  leicht  zu  entscheiden. 

Da  die  Seitenfiächen  jener  Winkelspiegel  den  direkten 
Symmetrieebenen  der  festen  gl eiehflä obigen  Netze  der 
beiden  Hauptklassen  entsprechen,  so  kann  man  mit  Hilfe 
der  vier  dreiflächigen  Winkelspiegei,  denen  als  Kugel- 
schnitte die  charakteristischen  Dreiecke  der  festen  Netze 
der  ersten  Hauptklasse,  feraer  der  Hexakisoktaeder-, 
der  Hexakistetraeder-  und  der  Diakishexekontaeder- 
gruppe  der  zweiten  Hauptklaase  entsprechen,  die  Eckpunkte 
sämtlicher  gleicheckigen  Netze   mit  festen  Symmetrienetzen 
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auf  die  angegebene  Weise  erhalten.  Es  sind  dies  folgende 
vier  dreiflächige  Ecken,  für  weiche  die  Zahl  der  Bilder 
m—1  ist,  wenn  das  sphärische  Dreieck,  welches  den  Kugel- 
schnifct  der  Ecke  bildet,  den  ni^™  Teil  der  Kugelfläche 
beträgt: 

2.^1  =  45»,    A^-m\   ^-90°;    «i^gO«-?;,    «2  =  45^ 
^n^V}    «*  =  48 , 

3.  ^j  =  90»,    J.g==^3  =  60°;    (^i  =  180*'-2jj,    ß,  =  ß^  =  ij; 

w*-=24, 

4.  yl,=36",    A^^GO",   ^3  =  90"-,    ci^j/',    (Jä^Vi    Ka=^X) 

jii  =  120. 

Legt  man  senkrecht  zum  Radiusvektor  eines  inner- 
halb der  spiegelnden  Ecke  befindlichen  Punktes  eine  Ebene 
und  bestimmt  die  dreieckige  Schnittfigur  derselben  mit 
den  Seitenflächen  der  Ecke,  so  stellen  die  m  —  1  Spiegel- 
bilder eines  solchen  Dreiecks  mit  diesem  zusammen  die 
vollständige  Oberfläche  eines  gleichflächigen  Polyeders  dar, 
wobei  für  besondere  Lagen  der  Ebene  sich  zwei  nnd  mehrere 
Dreiecke  zu  einer  Grenzfläche  vereinigen  können.  Es  lassen 
sich  auf  diese  Weise  die  aämthchen  den  angegebenen  gleich- 
eckif>en  Netzen  mit  festen  Simmetrienetzen  umgeschrie- 
benen gieichfi ichigen  Pol^edei  dei  beiden  Hauptklassen 
( auch  diejenigen  hohei  ei  4rt  j  mit  Hilfe  solcher  Spiegel 
erzeugen,  wenn  ein  pa><&enä  ausgeschnittenes  Dreieck  in 
richtigei  Läge  in  das  Irnieie  emei  solchen  Ecke  gebracht 
wird 

Abel  auch  die  zugehörigen  gleicheckigen  Polyeder, 
alle  Kombmationsgestalten,  sowie  überhaupt  die  Oberfläche 
jedes  Körpers,  welchem  die  betreffenden  Symmetrieebenen 
einer  Gruppe  zukommen  (also  auch  die  sphärischen  Netze 
selbst),  werden  durch  jene  Spiegelapparate  erzeugt,  wenn 
man  denjenigen  Teil  der  Oberfläche  eines  solchen  Körpers, 
welcher  durch  die  Ebenen  der  Ecke  ausgeschnitten  wird ,  in 
passender  Lage  in  dieselbe  hineinbringt. 
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Versieht  man  hierbei  das  einzulegende  Dreieck  oder 
den  entsprechenden  Teil  der  Oberfläche  mit  einer  OEFming, 
so  kann  man  in  das  Innere  des  Körpers  hineinsehen  und 
die  Lage  und  den  Verlauf  der  Flächen-,  Ecken-  und  Kanten- 
asen, welche  durch  die  Kanten  der  Ecke  und  deren  Spiegel- 
bilder dargestellt  sind,  sehr  bequem  verfolgen*). 


1)  Die  drei  unter  b.  bis  4.  angegebenen  Winkelspiegel  sind  nach 
meinen  Angaben  von  dem  Optiker  Herrn  Dr.  Krflaa  in  Hamburg  an- 
gefertigt und  von  mir  in  der  Sitzung  der  Gesellscli.  a.  Bef.  d.  gea. 
Natucw.  zu  Marburg  am  15.  B'ebruar  1882  vorgelegt  und  demonstriert 
worden.  Vergl.  Sitzungsber.  von  diesem  Datum  und  Beiblätter 
zu  den  Annaion  der  Plijsik  und  Ctemie.    Bd.  VI.    1882.    S.  742. 
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Fünftes  Kapitel. 

Änalytisclie  Darstellung  der  gleichflächigen  und 

der  gleicheckigen  Netze,  sowie  der  zugehörigen 

Polyeder. 

I)  Netze  uad  Polyeder  der  ersten  I 


§  58.  Feste  Netze  Till  uud  VIII«)  nebst  den  Netzen 
Till'  und  Till"  und  den  zugehörigen  Polyedern. 

1.  Zu  einer  einfachen  und  übevaiehtliolien  Darstellung 
der  in  den  vorhergehenden  Kapiteln  hergeleiteten  und  be- 
schriebenen Netze,  sowie  auch  der  zugehörigen  Polyeder  ge- 
langen wir,  indem  wir  unter  Zugrundelegung  eines  be- 
stimmten Koordinatensystems  die  Hanptkreise  und  Eckpunkte 
dieser  Netze  durch  analytische  Ausdrücke  repräsentieren. 
Als  anzuwendendes  Koordinatensystem  bietet  sich  ein  recht- 
winkliges bei  sämtlichen  Gruppen  beinahe  von  selbst  dar; 
mitunter  gewährt  auch  die  Einführung  von  Polarkoordinaten 
Nutzen.  Der  Radius  der  Kugel  wird,  wie  auch  früher  ge- 
schehen, immer  durch  r  bezeichnet  werden. 

2.  Was  zunächst  die  Netze  der  ersten  Hauptklasse  an- 
langt, so  erscheint  es  passend,  die  beiden  entgegengesetzten 
Riehtungen  der  Hauptaxen  als  die  beiden  Richtungen  einer 
der  Eo Ordinatenasen,  z,  B.  der  Z-Ane  (und  awai-  als  positive 
Z-  Axe  die  von  unten  nach  oben  gehende)  und  daher  die 
Ebene  des  Hauptäquators  als  ZY- Ebene  zu  wählen.  Die 
ZX-Ebene  sei  die  Ebene  eines  der  ii  durch  die  Endpunkte 
A  und  A'  der  Hauptaxen  hindurchgehenden  Hauptkreise,  die 
von  hinten  nach  vorn  gerichtete  Axe  {OB^  vergl,  die  Fig. 
1  und  6)  die  positive  X-Axe,  die  von  links  nach  rechts 
gehende  die  positive  F-Axe;  die  YZ-Ebene  wird  nur  für 
n  =  4pi  mit  der  Ebene  eines  Hauptkreises  des  regulären 
Zweiecksnetzes  II  zusammenfallen.  Die  Polar-  (Äquator-) 
Ebene  irgend  eines  Punktes  {x^,  )/i,  3^)  der  Kugel: 


y  Google 


§58,  Feste  Netze  VIII  uud  Villa)  nebst  den  etc.  NeUeu  etc.    267 

wird  alsdann  bekanntlich  durcb: 

1«)  x,xJry,y  +  !,!-0, 

die  Folarebene  irgend   eines   Punktes  x^,  y^,  ■^a   des  Raumes 
in  Beziehung  auf  die  Kugel  durch 

dargestellt. 

3.  Die  Ebenen  der  Hauptkreise  eines  Doppelpyramideu- 
netzes  VIII  (§  16),  nämlich  die  Ebene  des  Hauptäquatora 
a  eines  Netzes  I  und  die  Ebenen  der  n  (bez.  p)  Hauptkreise 
eines  Netzes  II  haben  die  Gleichungen: 


2«) 


-0;     y  =  xtaml >   1=^0,1,2,...  n-1, 

bez.  y  =  x tang l  — — - 1    /  =  0,1,2,  ...^  —  1, 


wahrend   die   beiden  Eckpunkte  A,  A'   und   die   n   auf  dem 
Hauptäquator  a  liegenden  Punkte  durch  die  Gleichungen: 

1,360° 
,    ,  360«     ,      .   ,    „ 
yij^i^rsml  —■,    ?  — 0, 1,2,...«— 1 
2;  +  l  =  0 
dargestellt  sind. 

Die  Eckpunkte  P  eines  zugeordneten  Netzes  "VIII ', 
deren  Poldi stanz  vom  nächsten  Punkte  A  früher  (§  16, 
Formeln  17)  durch  Sa  bezeichnet  wurde,  haben  die  Koor- 
dinaten : 

die  Ebenen  der  Seitenkanten  sind  durch  die  Gleichungen: 
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lenen  der  Endkanten  durcli  die  Gleichungen: 


2b)  xcos'^SeO°  +  y 


10"  ^Ä^  cos - 


repräsentiert.     Die  konjugierte   und  die  ArehiDiedeiaclie  Va- 
rietät entspricht  bez.  den  Relationen: 

180* 


2t) 


cotg  £„ ' 


und  cotg  Sa  =  sin - 


[vergl.  §  16,  Formel   17/3)  und  ITy)]. 

4.  Die  End-  und  Seitenfläelien  des  einem  Netze  VIII' 
eingeschriebenen  gleicheckigen  Prisma  [VIII']  haben  bez. 
die  Gleichungen; 


2,) 


-  ±  »-  COS  £a  1 

,360«  ,       .   ,3 


180» 


die  Pole  dieser  Ebenen,  nämlich  die  Endpunkte  der  beiden 
Hauptaxen    und    die    Scheitel     der    halbregulär -4 -flächigen 
Randeeken    des    dem   Netze    VIII'    umgeschriebenen   gleich- 
flächigen Polyeders  [VIII]  haben  bez.  die  Koordinaten: 
)■  ,360" 


-0, 


2») 


sins 

cos 

180" 

r 

sins 

cos 

180" 
n 

=  0, 

während  die  Gleichungen  der  Grenzflächen  (der  Berührungs- 
ebenen  an  den  Punkten  P)  sind: 

2t)  xa 

Die   Abstände   (>'„   und  q'^   der   End-   und    der    Seiteu- 
flächen des  Polyeders   [VIII']   vom  Mittelpunkte,  sowie   die 
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Eekradien   pa  und   ?(-   der   Scheitel-   und   der  Eandecken  des 
Polyeders   [VIII]   bestimmen  sich  aus: 


2h) 


Die  Länge  der  Kanten,  die  Neigungswinkel  aweier 
Seitenflächen  ergeben  sich  leicht  mit  Benutzung  der  Be- 
ziehungen 18a)  und  18d)  des  §  17. 

5.  Für  die  Netze  VIII «)  (§  18)  sind  die  analytischen 
Ausdrücke  der  Hauptkreisebenen  und  der  Eckpunkte  die- 
selben, wie  die  für  die  Netze  VIII  in  2k)  und  2/3)  ge- 
gebenen, wenn  n—-'2p  gesetzt  wird  und  in  2a)  dem  l  die 
Werte  0,1,2...^— 1   erteilt  werden. 

Was  die  beiden  Grappen  von  je  2p  Eckpunkten  eines 
zugeordneten  Netzes  VIII"  anlangt,  so  werden  dieselben, 
wenn  fvergh  §  18,  Formeln  19)  die  Poidistanz  eines  Punktes 
P  mit  £„  bezeichnet  wird  und  die  Länge  &a  (d.  h.  der 
Winkel  des  Bogens  ^Pmit  dem  in  der  .ZX- Ebene  liegenden 
Bogen   ^^i)   für  den   ersten    Punkt   P,   der  ersten   Gruppe 

X  )    für    den    ersten    Punkt    P,    der    zweiten    Gruppe 

^     p 

'  beträgt,  durch  folgende  Werte    der   Koordinaten 


P 
bestimmt; 

x-ii+y^rsineacos 180" 

P 
3«)    { ..„^  .:..2l  +  ^, 


180« 


0<;i<l, 
;  =  0,1,2,...  p-i. 


3«')  . 


1  +  2- 


yGoosle 
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Für  X  =  0  und  für  k  =  1  stellt  jede  Gruppe  die  2_p 
Eckpunkte  eines  Netzes  VIII'  (vergl.  2y)  dar,  für  3c=-|  re- 
sultieren  die  Eckpunkte   eines  Netzes  VIII'   mit  ip  Ecken. 

Die  beiden  Gruppen  der  Ebenen  der  Seitenkauten 
haben  zu  Gleichungen: 

3/3)  y  =  xtang^^^  180", 

3(3')  ij^x  lang  Hi+i-".:.'''  180", 

während    die   beiden    Gruppen    der   Endkanten    durch    die 
Gleichungen  t 

3y)      xcos^-^m0''  +  yslJ-^5Q0'*  +  i^co3-lS0Hangs„-0, 
P  P  P 

33-')  xcos ^.- ^-^- 180°  +  y  sin ^^■'^—  180»  =F z cos  ^—^  180» iangia  =  0' 

dargestellt  sind. 

6.   Die   beiden   Endflächen,   sowie    die    beiden   Gruppen 
der  Seitenflächen    des    einem  Netze  VIII"    eingeschriebenen 
gleicheekigen  Polyeders  [VIII"J  haben  bez.  die  Gleichungen; 
3  d)  2  =  ±r  cosEa  =  ±  <)'b  , 


■wobei  (vergl.  §  18,  Formel  19ß): 

3^)  p',,,  ^  r  cos fi,,  =  r  sine,,  cos    ■  180", 

3£')  Q'h.=rcossi,^  =  rsine^cos- —  180" 

gesetzt  ist. 

Die   Pole  der  Ebenen   30^),  Se),  und   5s'),  nämlich  die 

Endpunkte    der    beiden    Hauptasen    und    die    Scheitel  der 

beiden  Gruppen  von  halbregulär- 4-flächigen  Randecken  des 
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dem  Netze  VIII"  umgeschiiebeneu  gl eieli flächigen  Polyeders 
[VIIIk]  haben  bez.  die  Koordinaten: 


3,) 

n-o, 

i-p,,.eo!— .360», 

3») 

i/_(H.smy^360", 
.«-(H. cos  ?-^  180' 

3»') 

robei 

,:  =  0, 

3,) 

p^.J 

>'„  =  e4, -?'*,  =  p^,.p'4,- 

Die  Uleiciiungeu  der  beiden  Ginippen  Toii  Grenzflächen, 
welche  in  den  Punkten  P  die  Kugel  berühren,  sind  endlich: 
91-i-v  9!-i-u  r 

3«')  xeos^^^^^-180''  +  iism~^-^--l30''  +  ^cotgE, ^    =0,. 

welche  durch  Multiplikation  mit  sin  Sa  die  sog.  Normalform 
erhalten. 

7.  Die  Eckpunkte  eines  Netzes  VIII"  gruppieren  sich 
einmal  in  Beziehung  auf  die  Hauptaxen  OA  und  OA'  als 
die  Eckpunkte  zweier  gleicheckigen  (p+jj) -kantigen  2j> 
Ecke,  welche  für  l'>^2p^  sich  als  Gegenfiguren  entsprechen 
(rergl.  §  48,  3.). 

In  Beziehung  auf  eine  zweiziihiige  Queraxe,  z.  B.  die- 
jenige OB^  der  ersten  Gruppe  (§  18,  %)  sind  die  Eckpunkte 
eines  Netzes  VIII"  zu  je  vier,  den  Eckpunkten  eines  (2  +  2)- 
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kantigen  2. 2 -Ecks  entsprechend,  auf  einem  kleinen  Kugel- 
kreise  mit  dem  sphärischen  Mittelpunkte  ß  angeordnet.  Die 
sphiimchen  Radien  e'j,,  f\j  £"'(.,...  für  einen  Punkt  B  der 
ersten  Gruppe,  z.  B.  ß^  und  diejenigen  s'i,^,  £\,  e"\...  ffir 
einen  Punkt  ß  (z.  B.  ß^)  der  zweiten  Gmppe  lassen  sich 
leicht  angeben.     Man  erhält: 


3A} 


und  analog: 


cost',,^  —  sinsa  cos  —  180", 


3c) 


COS£"i,, 

=^.W„ 

2-« 
1» 

180», 

co„'\ 

—  sin  e 

COSf!"'' 

=  sin 

4- 
„cos 

1> 

"l80» 

u.  s 

f. 

COSSi,^ 

-.»,,,. 

1^-« 
p 

ISO», 

cose  i„^ 

=  siM£„ 

180», 

coss'\ 

-».. 

p 

COSi'I^' 

-sin 

.o»ä-± 

-180» 

Hieraus 

eines  Netzes  VIII 
zählige  Queraxe  OB. 


u.  s,  f. 
hält    man    für   %=  1    die    Gruppierung    der 


L  Beziehung  auf  eine  zwei- 


§  59,   Einfiihruug  der  Atoleitaugslioeffizienteii. 

1.  Die  gleicheckigen  Netze  VIII '  und  VIII"  hängen 
ehenso,  wie  die  ihnen  ein-  und  umgeschriebenen  gleieheckigen 
und  gleichflächigen  Polyeder  für  einen  gewählten  Wert  von 
I!  oder  Pj  die  erstereu  TOn  einer  Variabelen  ?„,  die  zweiten 
von  zwei  Variabelen  s„  unö  k  ab. 
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Wenn  man  umgekehrt  bei  einem  gleieheckigen  Poly- 
eder [VIII'j  den  Abstand  p'*  der  Seitenfläehea  unverändert, 
dagegen  denjenigen  p'a  der  Endflächen  und  damit  auch  r 
als  veränderlich  annimmt,  d.  h.  wenn  man: 


4«) 


<>'. 

=  rMmfa 

1 

cos- 

80 

--'', 

q\ 

,=  rcösf„ 

-6' 

J, 

erhält  man: 

,     r-S' 

1/ 

,       eilig  i, 
180" 

/._. 

1 

.180» 

i  +  '', 

4« 


wobei  die  reelle  Variable  t  den  sog.  Ableitungakoeffizienten, 
d.  h,  das  Verhältnis  der  Abstände  einer  End-  und  einer 
Seitenfläche  vom  Mittelpunkte  bedeutet. 

Wird   bei   dem   polaren  gleiehflüchigeii  Polyeder  [VIllJ 
entsprechend : 


L80"" 


4y) 


Y 


,181 


wo  T  das   Verhältnis   einer  Hauptaxe   zu  der   Handeckenaxe 
angiebt. 

2.  Ebenso  kann  man  bei  einem  gleieheckigen  Polyeder 
[VIII"]  den  Abstand  p's,  der  Seitenflächen  der  ersten  Gruppe 
konstant,  dagegen  denjenigen  q\  der  Seitenflächen  der 
zweiten  Gruppe,  sowie  denjenigen  ^'a  der  Endflächen  und 
damit  auch  *■  als  variabel  annehmen.  Setzt  man  dement- 
sprechend: 
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IpV  =)-sr«£„  cos  — ISO"  =  b', 
p 


so  erhält  mim  die  Relationen: 

cos  5-"^-"  180" 

5/5)  (= j  s  = ,    j  =  tungsac^ 

cos- 180»            cos- 180» 
P                         P 

180" 
s  —  cos 1 

57)!«»<,^180»- jJ-,     ta«<,~-^180"-- 

^                  sin ^                    s 

P 

s  -—  180" 
P 

180" 

-s.cos 

P 
.   180" 

.SJM 

P 

l/l-2scosM!  +  s' 

t.stn 

P 

^^  V      -,/.,   -  ,180"  ,  ,      „        180"  ,    , 

6«)  f---3gg,|/i'sm>-^+l-2scos  — +  s>. 


Für  das  polare  gleichflächige  Polyeder  erhält  mau,  weBH 
iiitsprechend 


gesetzt  wird: 
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1                      K                   1        ^"^-180" 
ö  j;)    T  =  -  -=  tang  f  „  cos  -  180 ",    o  - —  =  —       ■■  ■■ j 


180"                                                180» 
1— ff. cos——  ß  —  COS ~ 

50)  ^.«,^1800^   --T8^'   ''^"^^'^^^"-— T8Ö^' 


,  V  P 


,/  ,/  „      „          180"  ,   ,\   ,■        .  ,180 
1/  T  M  ö"  —  z  ö  cos 1-11  +  6  mi^  — 

s / 


p 


gleicheckiges  Polyeder  [Vlll"]  das  Verhältnis  der  beiden 
Seitenflächenaxeii  (also  diis  Mass  der  Ähstiimpfung)  an, 
wenn  dies  Polyeder  durch  gleichmässige  und  gerade  Ab- 
stumpfung der  Seifcenkanten  aus  einem  Polyeder  [VIII']  her- 
geleitet wird,  die  Variable  fl  giebt  für  das  gleiehflächige 
Polyeder  [VIII  a)J  das  Verhältnis  der  beiden  Randeckenaxen 
an.  Für  s  =  1  oder  für  e  -=  1  resultiert  dem  Werte  «  =  y 
entsprechend  ein  Polyeder  [VIII']  oder  [VIII], 

3.  Die  Elemente  eines  gleicheckigen  Netzes  VIII" 
(oder  speziell  eines  VIII')  lassen  sich  hiemach  in  einfacher 
Weise  durch  die  Variabein  t  und  s  ausdrücken.  So  erhält 
man  für  die  Koordinaten  der  Eckpunkte  (vergl.  3«): 
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^        .   180"  \         p  f         ' 

sm ■ 

P 

+-1  =  — THTüi  [s.cos  —  180"  —  cos  — —  180" , 
.   180"  \  p  p  / 

stn  — — ■ 
P 

b'       (       .    21  +  2.^.^       .   21+1 

fä"=  TTTTTö  \S-Sin löü"  —  Sm 

■^         .   180"  \  p  p 

S1M 

1> 


180") , 


Fasst  man  (  und  s  als  die  rechtwinkligen  Koordinaten 
eines  Punktes  einei  Ebene  auf,  so  sind  jedem  Punkte  i,  s 
je  2 .  2p  Punkte  der  Kugel  zugeordnet.  Läsat  man  hingegen 
einem  Punkte  t^,  s^  nur  einen  dieser  2.2p  Punkte,  z.  B.  den. 
dem  Werte  ?  =  0  zugehörigen  Punkt  P^  entsprechen,  so  erhält 
man  eine  eindeutige  Abbildung  des  gleicheckigen  Netzes  YIII" 
auf  die  Ebene  der  f,  s.     Setzt  man  dem  entsprechend: 

V      (  _       180°\ 

60)  i  ^^  .  ison*'    '^°^   p  )' 

'  stn 

p 

so  dass: 

180" 

S  —  cos  -';^ 

6y)  x:y:s- 


"  .    180" 

sm 

P 

ist,  so  ergeben  sich  die  Koordinaten  sämtlicher  Eckpunkte 
der  Abbildung  in  folgender  Weise  aus  denjenigen  ^j,  s^  des 
abgebildeten  Punktes  P^: 
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p 

sini- ISO' - s.  . 

07              ' 

-s,.si«i  180« 

,.„2J-il80. 
P 

sinV+hsO' 

it.sin^-mO'' 
P 

.   180» 

sw 

P 

-"2H2,„_o       .  21+1. 

s, .  Stil 180"  —  sin 1 

p  p 

■,.3in-^- 180" -^siJhsO" 
P P 


P 


180» 


Dem  Punkte  A  (und  A')  des  Symmetrienetzes  ent- 
spricht der  unendlich  ferne  Punkt  der  T-Äse,  dem  Haupt- 
äquator  a  die  S-Ase:  t-^O.  Den  Punkten  B^,  ^g...  ent- 
sprechen die  Punkte: 

l-l  , 


6  s) 


'180» 


l  . 


und    den    Seitenkanton    des   Symmetrienetzes    die   Parallelen 
zur  T-Axe: 


Den   beiden    Gruppen    der   Seitenkanten   des   Netzes 
VIII"  [vergl,  3(3),  3(5')]  entsprechen  die  beiden  Gruppen  von 
Geraden; 
6jj)  s  =  s-ii+i  und  s^Sbi+s, 
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[vergl.  6Ö)]  und  die  den  beiden  Gruppen  der  Eudkanteu 
[Tergl.  Sy),  3/)]  entsprechen  den  Geraden  sind  durch  die 
Gleichungen: 

i*  h  P  P 

Qd')  s . stn -^^~  180"  +  j-.t.sm sm  ■         180"  =  0 

P  hl'  P 

dargestellt. 

Für  §1  =  1  geben  diese  Formeln  6)  die  Eckpunkte  und 
Geraden  der  Abbildung  eines  Netzes  VIII'  an. 

Auf  weitere  Eigenschaften  dieser  ebenen  Abbildungen 
soll  hier  nicht  eingegangen  werden;  es  genüge,  noch  darauf 
hinzuweisen,  dass  jedem  Punkt  einer  solchen  Ebene  eine 
Gerade  entspricht,  welche  die  Polare  desselben  in  Beziehung 
auf  die  den  Kernkegelschnitt  des  Polarsystems  bildende  ima- 
ginäre Ellipse: 

.  ,       /  180 Y  ,  ^„    .  ,180"  ,     .  ,180"      ^ 

'      \  f    '  P  V 

darstellt. 


§  60.   Veränderliche  Netze  der  ersten  Hauptklasse. 

A)  Netze  XXIV  und  XXIV  nebst  den  zugehörigen 
Polyedern. 
1,  Die  beiden  Scheitelpunkte,  sowie  die  Endkanten 
eines  hauptaxigen  Deltoidnetzes  SXIV  (vergl.  §  39  und 
§  48,  6.)  stimmen  mit  denjenigen  eines  Netzes  VIII  für 
n  =  2p  überein.  Die  Ebenen  der  oberen  und  der  unteren 
Endkaiiten  sind  bez.  durch  die  Gleichungen: 

7  ß)  y  =  x  fang  2 1 > 

Itt')  j/  =  xte(/(2;-|-l)~ 
dargestellt;  je  zwei  solcher  Hauptkreise,  für  welche  die  Fak- 
toren des  um  p  differieren,  gehören  derselben  Ebene  au. 
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Die  Eckpunkte  des  Kronrandes,  welche  eine  Hemigonie 
eines  pHsmatischen  (2 +  2^) -flächigen  4ß-Bcks  bilden,  haben 
nml  zwar  bez.  die  oberen  und  die  unteren  folgende  Koor- 
dinaten: 


7« 


7^0 


^^1+1  = 

rsinsa 

p 

Sil. -180", 
P 

2S(  +  1  = 

rcoss. 

^(^il+il^ 

21+1 
P 

3/(2!+ 2)  = 

.   21+1 

^(3;+a)  = 

=  —■  rCOSBa- 

180», 


Die  Ebenen  der  oberen  bez.  unteren  liaudkanten, 
welche  je  eiaen  Punkt  des  oberen  (bez.  unteren)  mit  dem 
benachbarten  des  unteren  (bez.  oberen)  Randes  verbinden, 
haben  die  Gleichungen: 

ly)     —xsin  ———  90°  +  w  cos OO''  +  s  tanqi^  sin  —  =  0, 

'^  P  P  P 

2.  Die  Eckpunkte  P  des  zugeordneten  Netzes  XXIV, 
deren    Poldistanz    a'a   beträgt,   wobei    [vergl,   Formel   56jj), 

§  39]   die  Relation:    tang{aia^S^'i'=  ■  ~" ana   hesteht,   haben 


und   zwar   bez.   die    oberen    und    die    unteren    die    Koor- 
dinaten: 

*;  (-]_i— rsmSnCOS— —  loO  , 
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Die  Ebenen  der  oberen  und  unteren  Kanten  des 
jugierten  Kronrandes  sind  durch  die  Gleichungen: 


1«) 


dargestellt,   in    welchen   der   Koefßzient    des   ß    auch    durch 
-    ^  °^  ersetzt  werden   kann;    die   Ebenen   der   Eudkanten, 


welche  die  beiden  regulären  Endfiächen  einachliessen,  haben 
und  zwar  bez.  die  oberen  und  die  unteren  die  Gleichungen: 

214-9                      2l-\-2                                 180" 
It)    X  cos 180"  +  M  sin 180"  —  g  ta,ng^'a  cos =  0, 

7  £')  X  cos  — —  180"  +  ysin  —  180"  +  s  tang^'a  cos =  0. 

Aus  den  Gleichungen  la)  bis  7£)  ergeben  sich  mit 
Leichtigkeit  die  in  §  48,  6.  u,  o.  erörterten  Lagebe/dehungen; 
ebenso  auch  die  besonderen  Beziehungen  für  die  in  §  39 
[Yergl.  die  Formeln  56y),  Ö6d),  56fr),  Ööi)]  bestimmten  Va- 
rietäten der  Netze  XXIV  und  XXlV.  Für  p^2  resultieren 
die  Beziehungen  för  das  Netz  XIV  eines  tetragonaleu 
Spbenoids. 

3.  Die  beiden  Endflächen  des  einem  Netze  XXTV  ein- 
geschriebenen gleiehfläcbigen  Polyeders  [XXIV 'J  stimmen 
mit  denjenigen  eines  Polyeders  [VIII'J  [vergl.  2ij),  §  58] 
öberein;  die  Seitenflächen  sind  durch  folgende  beiden  Systeme 
von  Gleichungen  in  der  Normalform  dargestellt: 

2  j_L  2  2^4-2 

7«)    xsinsacos 180"+  y  sin  s^sin  ■ — - — l%0°^scossa  ■-'''(/  =  < 

P  P 
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■        2;+l,„„o  ,  r 

Sin  1 8Ü"  —  ß  cos  fo  —  p  ,;  ■=- 1 

wobei  fTergl.  Formel  56  ij)  in  §  39]: 

_    ,     ,  ,      rcosEaCosi'„  .        .    ,       „90" 

t^)  P,i  =  '*cöS£'-;  = -,-:-^    =r  sinia  szne a  cos''  — 

^  ,      , 90°  p 

tätig' 

P 
ist. 

Die  Pole  dieser  Ebenen,  nUmlich  die  Scheitel  der  gleich- 
scKenklig- dreiflächigen  Randecken  des  dem  Netze  5XIV' 
umgeschriebenen  gleichfläehigen  Polyeders  [XXIV]  haben  die 
Koordinaten : 


J=p,;.smf„cos^^^l80^ 
P 

7() 

V      prf.sm.„sm^^  +  ^180», 

s  =  ^a.cos(^; 

■.  =  ...„..»^J±llBO., 

70 

y  ^  Qa ,  sin  Ba  sin  — 180", 

l  ^  =  — 0,!.COSf„, 

'obei 

7x) 

(>■;  =  --■ 

ist;    während    die    Gleichungen   der   Grenzflächen    (der    Be- 
rührungsebenen  an  den  Eckpunkten  P)  durch; 

2J+1  2^+1 

7;.)    xsinB'aCos  ■ 180°+  P  sins'a  sin  ———  l80°+scos£'„—  r  =  0, 


-180"-.?  cos  £'.-)■==' 
P 
d  arge  stellt  sind. 

Aus  diesen  Gleichungen  ergeben  sich  auch  sofort  die 
einfachen  Beziehung en,  welche  zwischen  diesem  und  dem 
durch  die  Ebenen  Irj)  nnd  7jj')  bestimmten  gleichfläehigen 
Polyeder  bestehen. 
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4,  Führt  man  mit  Bücksicht  auf  die  Entstehung  eines 
Polyeders  [XXIV]  als  Hemigonie  eines  Polyeders  [VIII'] 
und  eines  Polyeders  [XXIVJ  als  Hemiedrie  eines  Polyeders 
[VIII]  für  die  dem  Netze  XXIV  ein-  und  umgeschriebenen 
ider  die  Abi eituugako effizienten  ('  nnd  t'  (vergl.  §  51) 
I  erhält  man  die  Relationen: 
=  b't', 
90' 


7^) 


V^rdns' 

cos  — 

p 

90" 

t'            ' 

'a  =  h'  sin 

a  COS 

P 

=  h'  t'  cos  E 
90" 

COUJ 

V  t'  cos^ 

P 

Ysh 

.  ,90« 

,,      .90« 

p 

t'  =  ta^tl/£ 

~^h 

cotgs'a 
90- 

7.U') 


h  t'  tanr/  - 


90 
sjra  So  cos  — 

Costa 

'V^' 

^sin^ 

f^ 

COS 

90" 

p 

cos 

^90" 
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Werden  die  Äbleitungskoeffizieiiteii  für  das  gleicheckige 
Polyeder,  dessen  Eckpunkte  die  Scheitel  der  EaJideoken 
des  gleicliflächigen  Polyeders  [XXIV]  sind  [vergl.  -7 1)  und 
7  t')]  und  für  das  gleichäüchige  Polyeder,  welches  durch  die 
Seiteuflächen  des  gleicheckigen  Polyeders  [XXIV ']  ein- 
geschlossen wird  [yergl-  7)j)  und  Itj')]  bez.  durch  (  und  t 
bezeichnet,  so  resultieren  die  Beziehungen: 


7.) 


-  ==  6  i  =  br'  tang'' 


90" 


=  I)r'  cose'n, 

■  ,90" 
.sMr  — 


7,/) 


r  cos  g'a  cotg^  ■ 


V  t' 
cose'f. 


p 


Die  projektivisch-involutorische  Verwandtschaft  der  bei- 
den Punktgruppen,  welche  durch  die  Eckpunkte  der  beiden 
konjugierten  Bänder  gebildet  werden,  wird  durch  die  Re- 
lation: 


U) 


t't'- 


■  lang'  —  i 


ebenso  diejenige  der  beiden  Gruppen  von  Ebenen,  welche 
durch  die  G-renzfliichen  Tjj)  bis  7ij')  und  71)  bis  1?.'")  ge- 
bildet werden,  durch  die  Relation: 

ausgedruckt. 


y  Google 


284   PiinftoB  Kap.  Anal. Darstellg.  d. gleioMäoh. u, d,  etcKetee  etc. 

f  90" 

Die  beiden  PLinkte  j         ~  p       sind  die  Doppel- 

pmilde  der  Verwandtschaft. 

§61. 

B)    Netze  SVIII   und   SVIII'    nobst    den    zugehörigen 
Polyedern. 

1.  Die  Elemente  eines  Skalenoedernetzes  SVIII 
(vergi.  §  30  und  §  48,  5.  u.  6.)  stimmen  mit  denjenigen 
eines  Netzes  XSIV  übereiu;  üb.  die  die  Eudkauten  bildenden 
Hauptkreise  vollständig  ausgezogen  sind,  so  fällt  der  Unter- 
schied der  oberen  und  \interen  Endkanten  [vergl.  §  60, 
Formeln  7a)  und  Tk')]  fort  und  die  Ebenen  der  Endkanten 
sind  durch  die  Gleichungen: 

8 «)        y=^x  lang  \  ---  ,    ^^  =  0, 1 , 2 . . .  Sjj^  -  l , 

dargestellt,  wenn  die  Zahl  der  Flächen  eines  Netzes  XVIIT, 
wie  früher,  2 .2p^  beträgt.  In  den  Formeln  7/5),  7^')  des 
§  60  ist  daher  auch  p  durch  p^  zu  ersetzen. 

2.  Was  die  Eckpunkte  P  eines  diesem  Netze  XVIII 
zugeordneten  gleicheckigen  Netzes  XVIII',  nämlich  eines 
sog.  unterbrochen-  kronrandigen  (2 -|-2^J- flächigen 
2,2j)j-Ecks  anlangt,  so  zei-fallen  sowohl  die  oberen,  wie 
die  unteren  Eckpunkte  in  zwei  Gruppen,  für  welche  sich, 
wenn  (vevgt.  §  30,  Formeln  36© 

gesetzt  wird,  die  Koordinateii  ergeben: 

(  _  4  ?  +  m' 

I    +         '      Ä      ' 

8r,1  ,  ■   ,    .  '"+«'„„, 
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r',,  1  ..  — 

si«  i'^ 

,  _4i+2-« 

90» 

it4i4-a  — 

ii, 

, 

■  smf'a 

_..4H2-a 

90", 

Vii+a--^ 

P, 

^'414-3  = 

COSE'a 

■r'  ..:  ^   ~ 

r  sin  f 

^^.4i+2  +  « 

DO", 

»t4(+a)  — 

i»! 

l/'(4(+3)  = 

/■smf 

^.^4!-|-2  +  « 

90", 

ft 

s'iil+3)  ^ 

—  »-cost'B; 

t' 

rSMe 

_4i  +  4-« 

90", 

X  ,4, +  4)  — 

n 

s'b.+o- 

ruine 

.    4I  +  4-» 

90», 

8r.) 


8/.) 


{  ^lii+i^='  —rcoss'a. 

Dabei  sind  die  beiden  Systeme  der  rechten  und  der 
linken  Ecken  diejenigen,  deren  Scheitel  bez.  die  Koordinaten 
8j'i),  8^2)  i'Q'i  S/i),  Sy's)  haben. 

Die  Ebenen  dec  oberen  und  unteren  Kanten  des  kon- 
jugierten (unterbrochenen)  Kronrandes  stimmen  mit  denen 
des  Netzes  XXIV  überein;  ihre  Gleichungen  sind  diejenigen 
1a)  und  le')  des  §  60,  wenn  in  denselben  pi  statt  p  und 
e"a  statt  s'a  geschrieben  wird,  wobei  [vergl.  Formel  36()  und 
36«)  in  §  30] 

Sd) 
und 


a  sind''a'=  lang  s"s  sin'—— 


Ä 


8d')  tangsa  io,ngs\  = 


1 


1 


sin^'aSin — ■     sinv!  —  sin  — 


Die  Ebenen  der  Endlianten,  welche  die  beiden  halb- 
regulären Endflächen  einschliessen,  sind  durch  die  Systeme 
der  Gleichungen: 

8«)  a:cos^^^±^900-|-usw— i^90°^gtoiff£^ cos ^—^90"  =  0, 
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^  Pi  ■^  Pi  '^  Ih 

dargestellt,    wobei   das    obere  Vorzeichen   dem   oberen,    das 
untere  dem  unteren  Parallelkveise  entspricht. 

3.  Die  Darstellung  eines  Netzes  XVni'  als  eine  be- 
stimmte Hemigonie  eines  Netzes  YIII"  für  j)  =  2j?j  ist  un- 
mittelbar in  den  obigen  Formeln  Sy)  [vergl.  3«)  und  3k') 
in  §  58j  enthalten,  wobei  ^'„  dem  früher  gebrauchten  «„  und 
x'  dein  n  entspricht. 

Die  Gleichungen  der  Grenzflächen  eines  gleiche ckigen 
Polyeders  [XVIII'J ,  welches  einem  Netze  XYIIl' eingeschrieben 
ist,  sowie  diejenigen  der  Grenzflächen  und  die  Koordinaten 
der  Eckpunkte  des  gieichflächigen  Polyeders  [XVIII],  welches 
jenem  Netze  umgeschrieben  werden  kann,  folgen  ohne 
Schwierigkeit  aus  den  unter  Sy)  gegebenen  Werten, 

Für  den  Abstand  p'(j  der  Seitenfläclien  des  eingeschrie- 
benen gleicheckigen  Polyeders  erhält  man; 

co^       :  :  •  ■     r         90"  ,90" 

während   der  Eckradiua  q^  der   vierflächigen  Randecken   des 
umgeschriebenen  Skalenoeders  sich  aus: 

bestimmt. 

4.  Durch  Einführung  der  Ab ieitimgsko effizienten  lassen 
sieh  die  Beziehungen  zwischen  den  Netzen  XVIII  und  XVIII' 
und  ebenso  zwischen  den  entsprechenden  Polyedern  ebenfalls 
in  einfacher  Weise  darstellen  und  nach  den  in  §  59  ge- 
gebenen Regeln  auch  die  Abbildungen  jener  Netze  auf  die 
Ebene  der  t,  s  bestimmen.  Es  möge  genügen,  hier  die 
wichtigsten  Relationen  aufzuführen. 


Es  f 


COtrj  fa 

" ""  9Ö"' 
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8ijV  = 


wobei  fa  die  Poldistanz  der  Randeekpunkte  des  gleichflächigeo 
Netzes,  f'«  diejenige  der  Eckpunkte  des  (unterbrochenen) 
Eandea  des  gleicheckigen  Netzes  und  £"„  die  Poldistanz  der 
Eckpunkte  bedeutet,  welche  die  Schnittpunkte  je  zweier  be- 
nachbarten Randkanten  des  gleicheckigen  Netzes  sind  und 
wiederum  einen  Kronrand  bilden.  Dann  ergeben  sich  leicht 
die  Beziehungen: 

i  9\  =  rcosk'^='  Vi', 


8&) 


b't'  cos- 
1 


,-l/^^-(i--»^f)" 


90« 

»s- — 

Ä 

Die  Verwandtschat'ts  gleich  Uli  g  für  die  projektivisch-invo- 
lutoriache  Beziehung,  welche  zwischen  den  den  Koeffizienten 
t  und  t"  entsprechenden  Punktsystemen  (und  den  den  Koeffi- 
zienten r  und  t"  entsprechenden  Ebenensystemen)  stattfindet, 
lautet: 

,90" 

ig"  — 

Pi 

[vergl.  36x}  in  %  30];    die  Doppelpunkte   sind   die   beiden 
Qno 

=  1,  während 


h) 


ti"-  —„-  - 1, 
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Ä_ 

90« 
COS  — 

Pi 

ist.  Diese  letztere  Gleichung  stellt  in  der  Abbildung  den 
durch  den  Punkt  Ci  der  Ebene  der  t,  s,  dessen  Koordinaten 

,  90*  sind,  hindurchgehenden  Strahl  C.  P,   dar. 

\  ^ ^cos  —  '  ^  ^     ^ 

Für  das  gleicheckige  Polyeder,  dessen  Eckpunkte  die 
Scheitel  der  Randecken  des  gleiehflächigen  Polyeders  [XVIU] 
sind,  und  für  das  gleichflächige  Polyeder,  welches  durch  die 
Seitenflächen  des  eingeschriebenen  gleich  eck  igen  Polyeders 
[XVIII']  eingeschlossen  wird,  erhält  man: 

8A)  p'u^  =  pd  CÖS  £„  =  ö  <,     pn,=  -  =  b't. 

§«2. 

C)  Netze  XXV  und  XXV  nebst  den  zugehörigen 
Polyedern. 
1.  Die  Systeme  der  oberen  und   der  unteren  Endkanten 
eines   hauptaxigen   Trapezoidnetzes   XXV    (vergl.  §  40 
und  §  48,  8.)  werden  durch  die  Gleichungen: 

9k)  y  =  xtang— ISO", 

9«'}  y'^xtang      "'"    "  180° 

dargestellt;  die  Eckpunkte  des  Sägerandes,  weiche  eine(gyroi- 
dische)  Hemigonie  eines  prismatischen  (2 +p+j))- flächigen 
2.2j)-Ecks  bilden,  haben  und  zwar  bez.  die  oberen  und  die 
unteren  Eckpunkte  folgende  Koordinaten: 

Xii^i^r  smeacos  —  180", 


'^^">  j/,,+,  =  rsm.„sm-180". 


r  cos  £„: 
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Diese  Werte  ergeben  sich  aus  (denjenigen  für  die  Eck- 
punkte des  vollzähligen  Netzes  VIII'"  wenn  in  den  Formeln 
3«)   und   3  k')    des  §  58   die   Länge   um    einen  Winkel   von 

—  180**  vermindei't  und  ti  statt  \  —  %  gesehrieben  wird. 

Für  die  Ebenen  der  beiden  Gn^ppen  von  Tlandkanten 
erhält  man  die  Gleichungen: 

9j.)  -a:sTO^^180''  +  )/cos?^-180*'  +  2to«^£„sm-180<'  =  0, 
Ji  'S  V 

9y)       3;sOT^'^^"^-^  180"-?/eos^-^i^^  180" 


Die  Formeln  9(3),  9/5')  und  9y),  9/)  gehen  für  'a  =  \  bez.  in 
diejenigen  7(3),  7^')  und  ly),  ly')  des  §  60  über. 

2.  Die   Eckpunkte    P   des   zugeordneten    Netzes    XXV, 
deren  Poldistanz  e'«  beträgt  und  bei  welchen  der  Punkt  P^ 

die  Länge  — —  hat,  wobei   [vergl,  Formel   ÖTS')  des   §  40] 

die  Relation: 

1 
tang  f„  t<xnff  e 


sin-iSO^ä»- 180 '^ 

P  P 

besteht,  haben  und  zwar  bez.  die  oberen  und  unteren  Eck- 
punkte die  Koordinaten: 

'     ,         _  .    .     ,         2H-1  . 


-  180", 


9(J) 


3S,   E:uBelteiIuD?. 
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y  i2/+ 3)=^  ■|^smE\s^n 180", 

Die  Ebenen  der  oberen  und  der  unteren  Kanten  des 
konjugierten  Sägerandes  haben  die  Gleichungen: 


9e)  - 


hierin    können    die    Koeffizienten    des    s    auch    hez.    durch 
-  und  durch  "  ■■■  ersetzt  werden. 


sin^- — -im°  sm-180« 

P  P 

Die  Ebenen  der  oberen  und  unteren  Endkanten,  welche 
die  beiden  regulären  Endflächen  einschliessen,  sind  durch 
die  Gleichunaen: 


^  +  s  tang  s'a  cos =  0 


P 
dargestellt. 

Auch  diese  Formeln  9ö)bis9£')  gehen  für  x  =  -^in  die 
entsprechenden  7d)  bis  7£')  des  §  60  über. 

Die  Koordinaten  der  Eckpunkte  9^),  9iJ')  folgen  auch 
aus  den  Werten  für  die  Eckpunkte  eines  vollzähligen  Netzes 
YHI",  wenn  in   den  Formeln  Sa),  3«')   die  Länge  um   den 

Winkel  180"  vermehrt  und  s'a  statt  £a,   sowie  k   statt 

P 
1—x  geschrieben  wird. 

Alle  in  §  48, 8.  hervorgehobenen  Lagebeziehungen  können 
aus  den  Gleichungen  9«)  bis  9^')  hergeleitet  werden;  für 
p-^2  resultieren  die  Beziehungen  für  das  Netz  XVII  eines 
rhombischen  Sphenoides. 
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3.  Die  Gleicliungen  der  Orenzfiäelien  eines  gleicheckigen 
Polyeders  [SXV],  welches  einem  Netze  XXV  eingesehrieben 
ist,  ferner  diejenigen  der  Grenzflächen  und  die  Koordinaten 
der  Eckpunkte  des  jenem  Netze  umgeschriebenen  gleich- 
flächigen  Polyeders  [XXV]  lassen  sieb  ebenfalls  ohne  Schwierig- 
keit ans  den  nnter  9i5),  9d')  gegebenen  Werten  herleiten. 

Der  Abstand  g'a  der  Seiteuflächen  des  Polyeders  [XXV], 

sowie    der   Eckradius   pd   der    dreiflächigen    Ran  decken    des 

Polyeders  [XXV]  ergiebt  sieh  aus: 

r^  K  1  —  x 

9u)  o'd  =  —  ^i'cos^a  ^^rsrnsaSinsLcos—QO"  cos  -—  90", 

4.  Endlich  'können  auch  die  Beziehungen  zwischen  den 
Netzen  XXV  und  XXV'  und  ebenso  zwischen  den  ent- 
sprechenden Polyedern  durch  Einführung  der  Ableitungs- 
koeffizienten in  einfacher  Weise  dargestellt  und  die  ebenen 
Abbildungen  jener  Netze  (verg!.  §  59}  bestimmt  werden. 

Wählt  man  wiederum,  wie  bei  den  Netzen  VIII",  als 
ZX-Ebene  die  Ebene  des  Hauptkreises  ÄC^  (Fig.  23k  und 
23  tf),  so  sind  die  rechtwinkhgen  Koordinaten  der  konjugierten 
Pole  ®i  und  Pi  bez.  [vergl.  3«)  §  5S]: 

i      ._.....   „.21  +  ^, 


-  180", 
P 


d&) 


1  e,  —r  cos  So 


Setzt  man  daher  [vergl.  5(3)  bis  5i5)  in  §  59] 


.3-180'' 
P 


yGoosle 
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ras-- 180» 


9.) 


9«') 


9  t')  ('  =  - 
ist; 

cotgs 

„ 

,      1 

(' 

1 

=^ff, 

so 

CO 

1-% 

180" 

*       0'            1 
cos- 

T" 

180»      ' 

h' 

'^-rcoss'a 

--^b't 

q' 

=  rcosB'a 

^Vt 

cos  Sa 

^P             "    P 
P 

180 

° 

>/(- 

2s  cos 

f+»')' 

'-^+(1- 

SCQS 

T-'X» 

180 
cos 

) 

9« 

cos  Sa 

ht', 

Qd 

r 

coss'a 

cos  Sa 

(»«,;- 180 

tonji^lSO 

Vo 

2scos 

p       ! 

P          V 

-COS 

T-X^- 

180 

flCOS 

p 

") 

,■  il80° 

Die    Steinersclie  Verwandtscliaft ,   welche   zwischen 

je  einem  Punkte  %^  und  P^  besteht,  wird  durch  je  zwei  der 

drei  Relationen  [vergl.  Formel  57  &)  des  §  40]  charakterisiert: 

9;i)  sa'-l  =  0, 

„    ,     ,„    ■  also»      /             ISOON/,           180%      ^ 
9(i)     tr  sin' -—   s  — cos 1 1  s~cos )  =  ü, 

„   ,     ,„    .  a  180"      A  180«\  A        ,       180°\      ^ 

9v)     ii'  stn^ 1  —  s  cos—      1  —  s'  cos  —   =  0. 

p        \  p  J  \  p   ) 

Für  S'^s',  (=;!'  stellen  diese  drei  Gleichungen  die  drei 
Linienpaare  dar,  welche  durch  die  vier  Basispunkte  der  Yer- 
wandtschaft  hindurchgehen.  Diesen  drei  Linienpaaren  der 
Abbildung  entsprechen  die  drei  Paare  von  Hauptkreisen, 
welche  durch  die  Mittelpunkte  Tj^,T^,2'^,Ti  der  vier  Kreise 
gehen,  welche  dem  Hauptdreieck  J.  (7^  C^  und  den  drei  Neben- 
dreiecken desselben  eingi 
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Die    GlGich-ungen   dieser  Linienpaare  (oder  Hauptkreie- 
paai'e)  werden: 


9J0 

s'-l 

-0, 

9C') 

„   .  ,180"      / 
rsm^ [s- 

-cos 

i?5!)"_o, 

M) 

SCO 

i8o^y_ 

oder, 

rr,r,...s-i_o, 

91") 

l  Tjr,...s  +  i-o, 

(r,r..,.i»l^ 

-s-l- 

180»     . 
cos =  0 

9."") 


9.») 


I  „  „        ,    ,    180"  ,  180"      ,      „ 

T,  T,,..i sin H s cos 1  =  0, 

I  f  P 

T,T,...lsm- 


wälirend  die   vier  Baaiapunkte   Tj,  T^,   Tg,  T^  und   die   drei 
Hauptpuulite  A^  C,,  C^  durch  die  Koordiuatenwerte : 


0,                180" 
s  =  cos 

l  p 

dargestellt  werden.     Die  entsprechenden  Werte  für  ^„,  s'a, 
K  and  für  die   rechtwinkligen  Koordinaten   der   Basis-   und 
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Haupbpmikte    auf   der   Kugel    ergeben    sieh   leicht    ans    den 
obigen  Formeln. 

5,  Für  den  Abstand  q'i,,  der  Endflächen  des  gleich- 
eekigen  Polyeders,  dessen  Eckpunkte  die  Scheitel  der  Eajid- 
ecken  dea  der  Kugel  umgeschriebenen  Polyeders  [XXV]  sind, 
und  für  die  Hauptaxe  p„j  des  gleiehflächigen  Polyeders, 
welches  durch  die  Seitenflächen  des  der  Kugel  eingeschriebenen 
Polyeders  [XXV]  gebildet  wird,  ei'giebt  sieh: 

6.  Zum  Schlüsse  sei  noch  darauf  hingewiesen,  dass  das 
Netz  VIII"  alle  gleicheckigen  Netze  dieser  ersten  Haupt- 
klasse als  besondere  Fälle  oder  als  Hemigonieen  in  sich 
enthält.  Es  können  daher  auch  die  —  für  die  Betrachtungen 
des  letzten  Kapitfels  wichtigen  —  Eigenschaften  der  voll- 
ständigen Figuren  aller  dieser  Netze,  sowie  der  ein-  und 
um  geschriebenen  Polyeder  aus  den  Eigenschaften  der  yoII- 
ständigen  Figur  dieses  Netzes   VIII"  hergeleitet  werden. 

IIa)  Netze  und  Polyeder  der  zweiten  Hauptlilasse 
erstor  Ordnung. 

%  63,    Analytiselie  Rolsitioaeü  für  (Ue  Gruppe  des 
Hexaklsoktaedörnctzes. 

1.  Das  Hexakisoktaedernetz  XV,  welches,  wie  früher 
angegeben  wurde  (§  27  und  §49,  i.),  in  einfacher  Weise 
die  sämtlichen  festen  gleiehflächigen  Netze  dieser  Gruppe  in 
sieh  enthält,  wird  durch  die  drei  Hanptkreise  %,  a^,  a^  und 
die  sechs  Hauptkreise  \...\  gebildet.  Wählen  wir  die  drei 
aufeinander  senkrecht  stehenden  Ebenen  der  Hauptkreise  a 
zu  Koordinaten  ebenen,  also  die  Eekenaxen  des  Oktaeder- 
netzes zu  Koordmatenaxen,  und  zwar  als  positive  Z-Axe 
die  von  unten  nach  oben,  als  positive  X-Axe  die  von  hinten 
nach  vom  und  als  positive  F-Äse  die  von  links  nach  rechts 
gerichtete,  so  erhalten  wir  als  Gleichungen  der  Hauptkreise  a 
and  b  die  folgenden  (vergl.  Fig.  3): 
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s-0, 

lOo)  j<i,...a;-0, 

..S-0; 

2-0, 

1"«  S,  ...-S/  +  S-0, 

-a!  +  s-0, 

a;  — j,=.0; 

während  die  KoordJBaten  der  Punkte  Ä,  C,  li  bezüglich  dar- 
gestellt werden  durch; 

10«')     A    »-o»     ^jU-o.     a\'J-'< 


10-/) 


JVS 


c,   »-+  '7='    c.   '--/=; 


s-0, 

»-■-      0, 


.»■  -  0. 
V- 


I        vi) 

■wobei  selbstvei-sfancllich  den  Gegenpunkten  jedesmal  die 
entgegengesetzt  gleichen  Werte  l'ür  die  Koordinaten  zu- 
kommen. 


Y2 


]/2 
0, 

W 


ys 
'yt 
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B,B^B,.. 

■      a;-s  +  «-0, 

BtB.B^.. 

. -I  +  S  +  B-O, 

-B,B.S,  .. 

."i-S+e-O 
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2.  Die  Hauptbreise  a  und  5  sind  bez.  <3ie  Äquatoren 
zu  den  Punkten  A  und  B,  während  den  Punkten  C  ab 
Aquatoren  die  vier  Hauptkreise  c  [welche  das  Kubooktaeder- 
netz  XIX'  (§  32)  bilden]  (Yergl.  Fig.  28): 


iOy) 


entspreciien. 

Die  Ebenen  dieser  Hanptkreise  c  sind  parallel  zu  den 
Grenzflächen  eines  regulären  Oktaeders ,  welches  dem  Netze 
IV  ein-  oder  dem  Netze  VI  (§  8  und  §  11)  umgeschrieben 
ist;  die  Grenzflächen  dieser  beiden  Oktaeder  haben  die 
Gleichungen; 

10/)  ±x±y±z-r  =  0 

und 

10/')  ±x±y±^-ry3^0. 

Die  Ebenen  a  sind  parallel  zu  den  Grenzflächen  eines 
regulären  Hexaeders,  welches  dem  Netze  IV  um-  oder  dem 
Netze  VI  eingeschrieben  ist ;  die  Gleichungen  dieser  Grenz- 
flächen sind: 

10«")  ±X'-r,    +t/  =  r,    ±ä  =  r 

und 

lOß'")    +x'=4-'  ±«/=4--'  ±z--~ 

^       ~       1/3  1/3  y3 

Endlieh  sind  die  Ebenen  &  parallel  den  Grenzflächen 
eines  in  den  Eckpunkten  li  der  Kugel  umgeschriebenen 
Rhombendodekaeders,  dessen  Grenzflächen  die  Gleichungen 
haben : 
l(\ß")±x±z-ry2  —  0,  ±y±s-r  Y2=-0,  ±x±y - ry2  ^(. 
3.  Die  vier  Punkte  C  sind  die  Eckpunkte  eines  voll- 
ständigen sphärischen  Vierecks ,  dessen  drei  Seitenpaare 
durch  die  sechs  Hauptkreise  b  gebildet  werden  und  für 
welches  die  Eckpunkte  A  die  Diagonalpnnkte ,  die  Haupt- 
kreise  a  die  Diagonalen  darstellen. 
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Entsprechend  sind  die  vier  Hauptkreiae  c  die  Seiten 
eines  y  oll  ständigen  sphärischen  Vierseifcs,  dessen  drei  Eck- 
punktpaare  die  Punkte  iJ^,  -ß^;  B^,  -B^;  S^,  ß^  sind  und 
dessen  Diagonaldreieck  ebenfalls  A^A^Ä^  ist. 


§  64,    Eoordiiüitei!  der  Eckpnjikte  eines  Kelzes  XY' 
uml  seiner  Hemigonieen. 

1.  Je  2.24  homologe  Punkte  der  2.24  rechtwinkligen, 
durch  die  Hanptkreise  a  und  b  gebildeten  Dreiecke  des  Ho- 
sakisoktaedernetzes  XY  sind  die  Eckpunkte  des  zugeordneten 
gleicheckigen  (6  +  8  +  12)-flächigeo  2.24-Ecks  XV'  [vergl. 
§  27  nnd  Fig.  13«),  13^)].  Bedeutet,  wie  früher,  t„  =  A^P^ 
die  Poldistanz  vnd  &„'=  i-^^n  -^i-^i)  die  Länge  des  Punktes 
Pj,  so  sind  dessen  Koordinaten: 

iXj^^r  sin  Ba  cos  9^ , 
y,=rsint^sin&a, 

welche  wir  kurz  symbolisch  durch 
105')  {x„  y„  ^0 

darstellen  wollen. 

Die  Koordinaten  der  sämtlichen  2.24  Eckpunkte 
werden  dann  in  einfacher  Weise  durch  die  sechs 
Permutationen  der  drei  Elemente  !ei,^i,Si,  wobei 
jeder  Komplesion  eine  der  acht  Vorzeichenkombi- 
nationen  zuz\isetzeu  ist,  dargestellt. 

Je  acht  Punkte,  deren  Koordinaten  dieselben  absoluten 
Werte  haben,  welche  also  derselben,  mit  den  acht  Vorzeicheu- 
kombinationen  versehenen  Permutation  der  drei  Elemente 
iCj,  )/,,2i  entsprechen,  liegen  in  den  acht  Oktanten  so,  dass 
sie  die  Eckpuakte  eines  rechtwinkligen  Parallelepipeds  mit 
den  Kanten  2a:^,  2i/^,  2s^  oder  eines  Netzes  IV"  dar- 
stellen. Je  sechs  Punkte,  deren  Koordinaten  den  sechs  Per- 
mutationen der  drei  Elemente  «j,  y^,  z^  entsprechen,  während 
die  Vorzeichenkombination  für  alle  dieselbe  ist,  liegen  in 
einem  der  Oktanten  als  Eckpunkte  eines  gleicheckigeu  Sechs- 
ecks, dessen  sphä,riseher  Mittelpunkt  einer  der  acht  Punkte  C  ist. 
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2.  Diese  Beaiehuiigen  stellen  sich  atif  der  in  die  2 .  24 
Dreiecke  des  HexaMsoktaedernetzes  [a.  Fig.  13«)  und  13(5)] 
eingeteilten  Kugelfiäche  sehr  anscliauHch  dai'.  Wird  nämlicli 
beim  Übergang  von  einem  der  2 .  24  Punkte  zu  einem  be- 
nachbarten einer  der  drei  Hauptkreise  a  überschritten,  so 
ändert  eine  der  drei  Koordinaten  das  Zeichen,  während  die 
PermutatJon  dieselbe  bleibt;  wird  dagegen  einer  der  sechs 
Hauptkreise  i  Überschritten,  ao  findet  eine  Vertausebung 
zweier  Koordinatenwerte  statt,  während  die  Vorzeichenkom- 
bination dieselbe  bleibt. 

3.  Unterscheiden  wir  die  sechs  Permntationen  Ton  x^, 
j/,,  .üi  in  die  beiden  Klassen  mit  gerader  und  an  gerader 
Anzahl  von  Inversionen,  wobei  die  der  ersten  Klasse  an- 
gehörigen : 

kurz  als  positive,  die  der  zweiten  Klasse  angehörigen: 

I  ^1  Vi  ^1 , 
kura  als  negative  bezeichnet  werden  sollen,  nennen  wir 
ferner  diejenigen  vier  Vorzeichenkombinationen,  deren  Pro- 
dukt positiv  ist,  kurz  positive,  diejenigen  vier,  deren 
Produkt  negativ  ist,  negative  Vorzeicheukombinationen, 
so  können  wir  die  48  Komplexionen  in  folgende  vier  Gruppen 
von  je  zwölf  bringen: 

Erste  Gruppe  JT^:  die  drei  positiven  Permntationen 

mit  den  positiven  Vorzeiehenkombinationen. 
Zweite  Gruppe  U^:  die  drei  positiven  Permutationeu 

mit  den  negativen  Vorzeiehenkombinationen. 
Dritte  Gruppe  U.^:  die  drei  negativen  Permntationen 

mit  den  positiven  Vorzeiehenkombinationen. 
Viei-te  Gruppe  TI^:  die  drei  negativen  Permntationen 

mit  den  negativen  Vorzeiehenkombinationen. 


100 


y  Google 


§  64.  Eoordinaten  der  Eckpunkte  eiiiea  Netaes  XV'  etc.     299 

Jede  dieser  vier  Gruppen  von  je  zwölf  Ptmkten  bildet  die 
Eckpunite  eines  Netzes  XSVIII',  nämlich  eines  (4-^-4  +  12)- 
flächigen  12-Ecks  (§  44,  §  53),  welchea,  wie  schon 
früher  (§  53,  l.)  bemerkt  wurde,  als  die  Tetartogoiiie  eines 
(6  +  8+ 12)-fiäebigen   2.24-Ecka    angeaehen.   werden   kann. 

Die  zwölf  der  Gruppe  JTj  angehörigen  Punkte  sind 
z.  B.  durch  folgende  Werte  der  Koordinaten  dargestellt: 

(^1,2/1,  «i),  (?/i>^i-  ^i),  K^i,yi), 

10'?)    A     (-^„2/,,-.0,       i-V^>^^,'^^,       (-^n^n-J/i), 

4.  Durch  Zusammenfassen  je  zweier  der  vier  Gruppen  17 
ergeben  sich  die  drei  Hemigonieen  des  (6  +  8-'hl2)-flä- 
chigen  2.24-Ecks  XV'. 

Ea  bilden  nämlich: 

a)    77^  und  IT^  oder  YJg  und  iZ^  die  2.12  Eckpunkte  eines 

(6  +  8  +  12)-flächigen   2.12-Eoks  SXIII' 

(vergl.  §  38  u.  §  52)  j 

h)    U^  v.nd  n^   oder  Ü^  und  i7^  die  2.12  Eckpunkte  eines 

(4  +  4  +  6)-flächigen  2.12-Eoks  X" 

(vergl.  §  20  u.  |  50); 

c)    TTj  und  U^  oder  IT^  und  11^  die  24  Eckpunkte  eines 

(6  +  8  +  24)-fläehigen  24-Ecks  SXVI' 

(vergl.  §  42  u.  §  51), 

dessen  24  Eckpunkte  die  Scheitel   der  24  rechten  oder   der 

24  linken  Ecken  des  (6  +  8+  12)-flächigen  2. 24-Ecks  XV' 

-sind. 

Aus  jedem  dieser  drei  gleich  eckigen  Netze  kann  daher 
umgekehrt  eine  der  vier  Gruppen  77  von  je  zwölf  Punkten 
als  Hemigonie  erhalten  werden. 

5.  Für  besondere  Ijagen  des  Punktes  P^  innerhalb  des 
Dreieckes  j1,  .Bj  C^  des  Hesakisoktaedemetzes  erhalten  die 
Koordinaten  x^,yiy^i  besondere  Werte,  die  sich  aus  den  im 
dritten  Kapitel  aufgestellten  besonderen  Werten  für  £„  und 
&a  in  einfacher  Weise  ergeben  und  spezielle  bemerkenswerte 
Varietäten  des  Netzes  XV'  oder  seiner  Hemigonieen  bedingen. 
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Durcli  Einführung  der  drei  Winkel  e^,,  e^^,  £„,  [vergl.  §  27, 
Formeln  33/J),  33^)]  nehmen  die  Koordinatenwerte  die  ein- 
fache Form  an: 


auch   ist   die  Einführung   der  Winkel   e,,, ,  £/>,  s^  [vergl.  §  27, 
Formel  33k)J  häufig  von  Vorteil. 


§  65.  Koordinaten  der  Eckpunkte  der  besonderen 

gleicheekigen  Xetne,  welche  zu  der  ersten  Ordnung 

der  zweiten  Hauptklasse  gehören. 

1,  Wenn  der  Punkt  Pj  auf  einer  der  drei  Kanten  des 
Dreiecks  ^^  Üj  Q ,  nämlich  auf  ^ji?^,  B^Cj  oder  C^^  liegt, 
so  bilden  die  homologen  Punlite  die  Eckpunkte  der  gleich- 
eckigen Netze  X'  (§  20),  XIT'  (§  22),  XXI'  (§  35)  (vergl. 
auch  §  49),  deren  Hemigoaieen  besondere  gleicheekige  Netze 
der  zweiten  und  dritten  Gruppe  dieser  Ordnung  darstellen 
(vergl,  auch  die  Tabelle  der  zugehörigen  Polyeder  in  §  56,  3.). 

2.  Die  Koordinaten  eines  auf  Ä^ß^  (dem  Hauptkreise 
«3)  liegenden  Punktes  Pj  folgen  aus  lOiJ)  für  d'a^O  (vergl. 
Formeln  21 ,  in  §  20); 

11«)  !/i-0, 

oder 

11«')  C^i,  0,  ^J. 

Die  Koordinaten  der  24  Eckpunkte  des  Netzes  X'  sind 
wiederum  durch  die  sechs  Permutationen  der  drei  Elemente 
a!i,0,  %,  wobei  jeder  Komplesion  eine  der  möglichen  Vor- 
zeichenkombinationen zuzusetzen  ist,  dargestellt.  Die  Zahl 
dieser  Vorzeiehenkombinationen  reduziert  sieh  hier  auf  vier, 
da  ein  Element  Null  ist;  die  Einteilung  derselben  in  posi- 
tive und  negative  (§  64)  fällt  also  hier  fort. 
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Eg  zerfallen  iiieriiacli  die  6 . 4  =  24  Komplexionen  nur 
in  zwei  Gruppen  von  je  zwölf,  welche  durch  die  positiven 
und  die  negativen  Permutationen  gebildet  sind,  nämlich 
in  die  beiden  Gruppen: 


(±»1,  0,  ±«,), 

11« 

TT, 

(0,  +«„  ±3],), 
(±2„  ±X,.  0) 

l(i 

(±Si,  ±«„  0), 

HC) 

-^1 

(±»1,  0,  ±^^1), 
(0,  ±x„  ±5,). 

Jede   dieser  Gruppen    stellt    die  Koordinaten  der  Eck- 
punkte eines 

(8  +  12)-flächigen   12-Ecks  5XIX' 

(§  45  u.  §  52)  dar,  welche  die  beiden  (gegenpiinktigen)  He- 
migonieen  eines  Netzes  S'  bilden. 

3.   Wenn  der  Punkt  P^  auf  B^C-^  (dem  Hauptkreise  65) 
liegtj  so  wird    wegen  cotgia'^cosd-a  [Formel  33v)   in  §  27] 


12«) 

oder 

u:- 

r^rz 

cos  2^^ 

12ft') 

(.", 

,    Vi, 

X,). 

Es  reduzieren  sich  daher  die  sechs  Permutationen  der 
drei  Elemente  iCj,  y^,  %  auf  drei,  deren  jeder  aber  die  acht 
Vorzeichenkombinationen  zugesetzt  werden  können.  Die  8  . 3 
Komplexionen,  welche  die  Koordinaten  der  Eckpunkte  eines 
Netzes  XII'  (§  22)  ergeben,  zerfallen  also  in  zwei  Gruppen 
n^  und  U^  [10£)  in  §  64],  von  denen  jede  die  Koordinaten 
der  Eckpunkte  der  (tetragonischen)  Hemigonie  dieses  Netzes, 
nämlich  eines 

(4  +  4  +  6)-flächigen  12-Ecks  XIX" 
(§  32  und   I  50,  3,)    darstellt.     Die    Gruppe    B^   wird  z,  B. 
durch  folgende  Wertsysteme  der  Koordinaten  f 
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12/3)  JJa 


(-^1.  -^1,  -a;,),     (~^i,  -aJn  "J/O- 


4.  Liegt  der  Punkt  P^  zwischen  Oj  imd  ^1^  (auf  dem 
Hauptkreise  ig),  so  wird  wegen  S-„'-=45'*: 

oder 

13ß')  {x,,  X,,  «0. 

Auch  hier  erhält  man,  wie  unter  ü.,  nur  die  drei  Per- 
niutationeu  der  drei  Eiemente  x^,  s/^,  S■^,  deren  jeder  die  acht 
Vorzeiehenkombinationen  hinzuzusetzen  sind.  Die  beiden 
Gruppen  U^  und  11^  sind  bez.  durch  die  positiven  und  die 
negatiTeu  Vorzeichenkombinationen  der  drei  Permutationen: 

13/3)  {cc^,  «1,  2j,  (a!j,  Sj,  %),  (2^1,  a;,,  x^ 

gebildet;  und  während  ihr  Verein  die  Koordinaten  der  24 
Eckpunkte  eines  Netzes  XSI'  (§  35)  darstellt,  so  liefert 
jede  der  beiden  Gruppen  JI,  und  ZZg  die  Koordinaten  der 
Eckpunkte  der  (tetragonischen)  Hemigonie,  nämlich  eines 

(4  +  4)-flächigen  4.3-Ecks  IX' 
(§  19  und  §  50,  5.). 

5.  Wenn  endlich  dei'  Punkt  P^  mit  einem  der  drei 
Eckpunkte  Ä^,  Cj,  B^  zusammenfällt,  so  resultieren  bez.  die 
Koordinaten  der  Eckpunkte  des  regulären  Oktaeder-,  Hexa- 
eder- und  des  Kubooktaedernetzes. 

Beim  Oktaedernetze  IV  (§  11)  ist 

14)  iKj  =^1  =  0,       ^i  =  ¥\ 

es    treten    also   hier   nur    die    drei   Permutationen   mit   den 
beiden  möglichen  Vorzeichenkombinationen  auf. 
Für  das  Hexaedernetz  VI  (§  11)  ist 

15)  -.--'--^-^-' 
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hier  also  die  einzige  Permiatation  mit  den  acht  Vorzeiclien- 
kombinationen  zu  versehen,  wobei  die  vier  positiven  und 
die  vier  negativen  Vorzeichenkombinationen  je  eines  der 
beiden  konjugierten  regulären  Tetraedernetze  III  (§  II) 
als  Hemigonieen  ergeben. 

Enrllicb  ist  beim  Kubooktaederneize  XJX'  (§  32): 

10)  >'.=».=^'  !-.-»; 

die  Koordinaten  der  Eckpunkte  sind  daher  hier  durch  die 
drei  Permutationen  mit  den  vier  mögliehen  Vorzeichenkom- 
binationen  dargestellt. 


§  06.   Die  den  gleichecbigen  Netzen  mit  festen  Syai- 

iiiütvieiietzcn    eio  -    und  umg'escjiriebenen   Polyeder. 

Äbleitnngskoeffizienten. 

1.  Die  Gleichungen  der  Grenzflüchen  der  gleich  flächigen 
Polyeder,  welche  den  gleicheckigen  Netzen  umgeschrieben 
sind,  werden  einfach  durch: 

17«)  x^x  +  y^y  +  B,s~r'^0 

dargestellt,  wenn  für  ^i,y,,^i  die  Koordinaten  sämtlicher  Be- 
rührungspunkte eingesetzt  werden.  Für  das  allgemeinste 
gleiehflächige  Polyeder  dieser  Gruppe,  das  Hexakisoktaeder 
[XY],  sind  also  die  drei  Elemente  *i,^i,3i  zu  permutieren 
und  jede  Permutation  mit  den  acht  Vorzeichenkombinationen 
zu  versehen  u.  a.  f. 

Da  (vergl.  §  56,  7.)  für  alle  gleieheckigen  (gleich- 
flächigen) Polyeder  mit  festen  Symmetrienetzeu  die  Grenz- 
flächen (Eckpunkte)  Kombinationen  der  Grenzflächen  (Eck- 
punkte) zweier  oder  dreier  konzentrischen  regulären  oder 
zweier  regulären  und  eines  Ehombendodekaeders  (Kubook- 
taeders)  darstellen,  so  genügt  es,  die  senkrechten  Abstände 
q\,  &'<:)  q'ö  dieser  Grenzflächen  vom  Mittelpunkte  (die  Längen 
der  Eckenaxen  Qa,Qe,Qi)  anzugeben  (vergl.  §  17c). 

Nun  ist  (-vergl.  §  27,  Formeln  33)  für  die  beiden  sich 
polar  entsprechenden  Polyeder  [XV]  und  [XV]: 


y  Google 


304    Fünftes  Kap,  Anal.  Daratellg.  d.  gleich^ch,  u.  d.  etc.  Natae  etc. 
17(3)  p'c-fcosfo, 


17^0 


in  welchen  Formeln  s„  und  £„  auch  nach  33«)  in  §  27  durch 

ia  und  &a  oder  durch  ?„,,  «„j,  Sß^  ausgedrückt  werden  können. 

Die  Innen-Fläcbenwinkel,  die  ebenen  Winkel,  die  Länge 

der  Kanten  der  beiden  Polyeder   können   mit  Hilfe   der   in 

§  17  unter  a),  b),  c),  d)  gegebenen  Beziehungen  durch  Einfiih- 

a'     y'     &' 
rung  der  sphärischen  Abstände -„-.  ~t  ~    [Ponneln  33d)   in 

§  27]  des  Punktes  P^  von  den  Kanten  dea  sphärischen  Drei- 
eckes A^C^B^  leicht  bestimmt  werden. 

Für  sämtliche  den  besonderen  gleicheckigen  Netzen  mit 
festen  Symmetrien etnen  ein-  und  umgeschriebenen  Polyeder 
[vergl.  die  Tabelle  §  56,  3.,  aweite  Hauptklasse,  erste  Ord- 
nung unter  A')  und  A)]  erhält  man  die  entsprechenden  Rela- 
tionen durch  Einführung  der  früher  (Kap.  III)  gegebenen 
besonderen  Werte  für  Sa  und  %■„,  oder  £„,  £c,  f*  oder  auch 
Sa,,  Eöä,  ^a,-    (Vergl.  auch  die  Zusammenstellung  in  §  67,  4.) 

2.  Das  gleicheckige  (6  -1-  8  -|-  12)-flächige  2.24-Eck  [XV] 
kann  aus  einem  regulären  Oktaeder  durch  gleichmässige 
und  gerade  Abstumpfung  der  Ecken-  und  der  Kantenaxen, 
entsprechend  das  Hexakisoktaeder  —  nach  dem  in  der 
Krystallographie  üblichen  Verfahren  —  aus  dem  regulären 
Hexaeder  erhalten  werden,  wenn  man  die  Flächen-  und  die 
Kantenaxen  in  einem  bestimmten  Verhältnisse  (welches  be- 
kanntlich für  alle  in  der  Natur  vorkommenden  Kryatallformen 
ein  rationales  ist)  verlängert  und  durch  je  drei  benach- 
barte Eckpunkte  der  beiden  verlängerten  Axen  und  der  un- 
veränderten Eckenaxe  eine  Ebene  legt. 
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Es  seien  für  ein  reguläres  Oktaeder  mit  der  Eckeuaxe 
Ug  die  Zahlen  t  und  s  die  Ableitungstoeffiaienten,  d.  h. 
das  Mass  der  Abstumpfung  bez.  für  die  Ecken-  und  die 
Kantenaxe,  entsprechend  seien  t  und  6  die  Ableitungskoeffi- 
zienten für  die  Flächen-  und  Kant«nase  eines  regulären 
Hexaeders  von  der  Pläehenaxe  (K;,,  dann  ergeben  sich  für  die 
beiden  sich  polar  entsprechenden  Polyeder  [SV]  und  [XV] 
folgende  Beziehungen  fvergl.  17/5)  und  17(3')]: 

f    p'ffl  ='■  cos 6a  =  «„.(, 


17).) 


"r'j 


p'i  =  )■  COS  f  j,  = 


% 


--».1/3, 


COSSi, 

Hierbei  werden  also  die  Flächenaxe  q'^  des  Oktaeders 
«der  die  Eckeuase  q^  des  Hesaeders  als  unverändert,  die 
Abstände  p'„  und  p'^  oder  die  Axen  &a  und  pj  und  damit 
auch  r  als  Teränderüch  angenommen.  Man  erhält  nun  (vergl. 
§  27,  Formel  33«): 

ns)    ^=1= J_^^ifi= ^ 


17  ^)    s  =  --  = 


cos  £q^  +  COM  «oj  +  cos  £n, 

-j  /2  cosfi  l  +  cos&atangSa 


3  cos  £;     1  -i-  {sin  *„  +  cos  d-„)  fe 


COSfa,  +  COSSo,  +  COS^o, 

17?)     s~-i  =  ^^ 


rOSf„,  -fCOSfa^  +  CÖS^a. 
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cos  £„^  -(-  COSSa^  +  eOSfa^ 


17,)    H_- 
und  umgekehrt: 


1 


1 


1«      mt  ,„|/2      raol/2  „  j/g 


17.) 


1-s     g-1 


1 


1 


17«) 


1/3  WS  t,      cos  E,,,  +  CÖS  £„,  H-  c. 


1 , 


ist. 


I    -l/(s-i)'+(l-s)»+l'_^)/{,-o)'+i'(«-l)'+o" 
3.  Flu'  die  Koordinaten  des  Punktes  P,    erhält  man; 
17  i) 


17i') 


^i  +  yi  +  ^'i  = 


Die  Winkel  f-«',  iß',  iy'  [Formeln  33tf)   in  §  27]   be- 
stimmen sieb  aus: 


17|U.)  sinket' 


m^Y'J 


2.s;-t-l     .    ,    ,      1-s, 


mit  Hilfe  welcher  Formeln  sich  z.  B.  die  Kanten  des  dem 
Netze  XV  eingeschriebenen  Polyeders  einfach  durch  a^ 
(oder  J-),  t^  und  s,  ausdrücken  lassen  n.  s.  f. 

Analog   erhält  man   als  Gleichung  der  Grenzfläche    des 
Hexakia Oktaeders  [vergJ.  Formel  17)J: 
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und  damit  einfache  Ansdrücke  für  die  ebenen,  die  Flacben- 
winkel  11.  s.  f.  dieses  dem  Netze  XV'  umgeschriebenen  gleich- 
flächigen Polyeders. 

4-  Die  Relationen  1.7^)  ergeben: 
18m)  x:y.£  =  s~t:l~s:t 

und  damit; 

(     t — t— ,       »---"^-±^, 


x+y-\-s  x-iry  +  z 

Betrachtet  man  wiederum  (vergl.  §  59,  3.)  t  nnd  s  als 
die  rechtwinkligen  Koordinaten  eines  Punktes  einer  Ebene, 
so  vermitteln  diese  Formeln  die  Abbildung  des  gleicheekigen 
Netzes  XV'  auf  die  Ebene  der  t,s. 

Die  Koordinaten  der  Eckpunkte  A,  0  nnd  B  des  zuge- 
hörigen Symmetrienetzes  XV  erhalten  dann  folgende  Werte 
[vergl.  10k'),  10/3'),  lOy')  in  §  63]: 

1Q   ^  1    /  /  =  !>      I        ,    J  *  =  '^.      i       j    i    ^=Ö, 


18«) 


i'-?lB,  '^i'U.'-?' 


B  I'-"'  i_l,Lß,     '-="'1  J;.' 


I  S  =  00  . 

Jedem  Haiiptkreise ,  dessen  Ebene  die  Gleichung: 
18£)  u'x-^vhj^tv'B^O 

hat,  entspricht  in  der  Abbildung  eine  Gerade; 

i8£')  !^=:^i+*l:::^s+i^o. 

Die  geraden  Linien,  welche  die  Bilder  der  Hauptkreise 
a,  c,  b  fvergl.  §  63,  10«),  10/3),  lOy)]  sind,  haben  die 
Gleichungen: 
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18Ö') 


...O.s  +  0.i  +  l=O...G«,      c,...  2s -1=0; 
...2(-2a  +  l  =  0,  c^...2t-i^0. 


,.s=0,  h^..J~s  +  1^0,  &3...^-i  +  l  =  0; 
..^4-8^1=0,  &6--2(-s-0,  b^...~t+2s-l=0. 
Die  Koordinaten axen  sind  also:  ü»j  die  T-Ase,  «^  die 
S'Axe,  ./i.j  ist  der  Koordinatenanfaii^spunkt,  C^  ist  der 
Schwerpunkt  des  gleichschenklig  -  reehtwinkligea  Dreiecks 
A^A^J,^,  ebenso  von  C^C^G^  und  von  B-yB^^ß^,  c,  ist  die 
unendlich  ferne  Gerade  der  Ebene  u,  s.  f. 

Jedem  Punkte  t^,  s^  der  Ebene  entspricht  als  Polare 
die  Gerade: 

(s,-y(s-()  +  a-».)(i-'')  +  i/-o 

oder: 

18»i)     f,i--i(Si(  +  iiS)  +  ssi--|-(s  +  s,)  +  i-0, 
d.  h,  die  Polare  in  Beziehung  auf  die  den  Kernkegelschnitt 
des  Polarsyetenis  bildende  imaginäre  Ellipse: 

deren   Mittelpunkt   der   Punkt  Cj  ist   und   deren   Hauptaxen 
unter  45"  gegen  die  Koordinatenaxen  geneigt  sind. 

Zwischen  den  Koordinaten  tj,  s^  des  Pols  und  deujenigeu 
»t,,  v-y  der  Polaro  bestehen  also  die  Eelationen: 

18^)       |".-T^'  ^-.^     \J,^     ' 

und  umgekehrt; 

18»")  l  '.--"+H^'  '.="-4?44 

5.  Die  verschiedenen  Lagen  des  Punktes  P^  innerhalb  des 
Dreieckes  Aj^B^C^  oder  auf  den  Kanten  desselben  lassen 
sich  hiernach  durch  einfache  Eelationen  zwischen  den  Grössen 
t  und  s  (oder  t  und  o)  charakterisieren  und  so  die  besonderen 
Fälle  der  gleicheckigen  Netze  und  der  ihnen  ein-  und 
umgeschriebenen  Polyeder  leicht  unterscheiden.  In  der  fol- 
genden Zusammenstellung  sind  die  charakteristischen  Werte 
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für  die  einfachen  vollzähligen  Gestalten  der   ersten  Ordnung 
der  zweiten  Hauptklasse  anfgefülirt  (vergl.  §  56,  3.). 

Gleicheekige  Polyeder! 
8'.  Oktaeder:  t  =  l,  k  =  1, 

o',  Hesaeder:  '  =  -5-,  5  =  -|, 

10'.  Kuboolctaeder;  i»=-|,  s  =  l> 

11'.        (6  +  8)-flächiges  6.4-Eck:  t,  s=l, 

18,,)         12'.  (8 +  6) -'flächiges  8.3-Eck:  t  =  ^odevs-2t, 

is'.  (6  +  8  +  12)-flächiges24-Eck:  t  =  2s-lo<Xev 

_   l  +  t 

6  2    7 

u'.  (6  +  8 -I-12J- flächiges  2.24-Eek:  t,  s. 

Grleicliaäoliige  Polyeder: 

8.  Hexaeder:  t  =  1,  e  =  l, 

9.  Oktaeder:  t==3,  <i  =  -|i 

10.  Rhombendodekaeder:  ir  =  2,  ö=l, 

11.  (6-f8)-eckiges  6.4-Flach:  t,  a^l, 

13.  (8  +  6)-eekiges  8.3-Flach:  r-=2öüder<)  =|? 

13.  (G  +  8+12)-eckiges  24-Fla,eli:  ^-=  öz:    °^^^ 
2t 

u.      (6  +  8-Hl2)-eckiges  2.24-Flaeh:  r,  0. 


§  67.  AnordHung  der  Eckpunkte  der  gleiclieekigen 
Netze.     Anwendung  a«f  die  Polyeder. 

1.  Die  in  den  vorigen  Paragraphen  behandelte  analy- 
tische Darstellung  gestattet  auch  die  Anordnung  der  hierher 
gehörigen  gleiebeckigen  Netze,  sowie  überhaupt  die  Eigen- 
schaften der  vollständigen  Figuren  dieser  und  der  gleich- 
flächigen   Netze    auf    einfache  Weise    auszudrücken.      Diese 


18.') 
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Beziehungen  sind  7,umal  für  diejenigen  Untersuchungen, 
■welche  die  Ahleitung  der  die  Kugelfläche  melirfach  he- 
deckcnden  Netze  zum  Gegenstände  haben  (vergl.  hierüber 
das  letzte  Kapitel)  von  "Wichtigkeit.  Wir  wollen  uns  hier 
darauf  beschränken,  einige  der  wichtigsten  dieser  Bezieh- 
ungen, welche  entsprechende  Eigenschaften  der  zuge- 
hörigen Polyeder  bedingen,  abzuleiten. 

2.  Die  2.24  Eckpunkte  des  Netzes  XV ',  des  allge- 
meinsten Netzes  dieser  Ordnung,  liegen,  wie  aus  den  im 
§  64  aufgestellten  Werten  für  die  rechtwinkligen  Koordinaten 
unmittelbar  folgt  (vergl.  auch  §  49,  s.),  einmal  zu  je  acht 
auf  drei  kleinen  Kugelkreiaen  iiiid  deren  Gegenkreisen,  deren 
gemeinsamer  sphärischer  Mittelpunkt  einer  der  drei  Punkte 
A,  z.  B.  der  Punkt  A^  ist.  Die  sphärischen  ßadien  dieser 
Parallelkreise  sind  die  Bogen  der  Winkel  ^a,,  ^n,,  *n,,  deren 
Cosinus  sich  in  einfacher  Weise  durch  t  und  s  ausdrücken 
lassen  [s.  Formeln  17*)  und  17»)  des  §  66J: 
in   ^  *  ^-i  !--*■ 

Zweitens  gruppieren  sich  die  48  Eckpunkte  zu  je  sechs 
auf  vier  kleinen  Kugelkreisen  und  deren  Gegenkreisen,  deren 
geraeinsamer  sphärischer  Mittelpunkt  einer  der  vier  Punkte  C 
(z,  B.  C,)  ist.  Bezeichnen  wir  die  sphärischen  ßadien  dieser 
Parallelkreise  der  Reihe  nach  durch  fj, ,  f^,,  f^^,  f^^,  so  ergiebt 
sich  durch  Benutzung  des  Cosinussatzes  der  sphärischen 
Trigonometrie  aus  den  Dreiecken  .^^PjC^,  A^F^C^,  A-fiC'a, 
A^T^C^  [vergl.  Fig.  13(3)  und  \Zy)  und  Formel  33«)  in  |  27, 
sowie  Formel  17*)  bis  17x)  des  §  66]: 

En+SW  ea{cOSQ-a+  SÜl  fr„)      COSE„^  -\-  COS  f  fl^-|-  COS  «„^  _       1 


19« 


COS  £„+  sin^a  [cos&a  ~  sind'a)    cos 

1/3                 ml/3' 

B^,  +  COS£i,,—COSEa,       2s— 1 

Vs 

cos  f  „+  Sm  fa  (-  COS&„+  SMJ#„} 

y?i              my3* 

cosfi,—cossa,+  coss^      2(— 2s-|-l 

1/3 

coss„+sJWE„(— eos*„— siw&„) 

1/3                        mV  3 
cos  Sa, — cossa—  cosi^^      2  i—  1 

1/3"  yä  m/s 
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Die  dritte  Anordnung  der  48  Eckpunkte  ist  diejenige 
zu  je  vier  auf  sechs  kleinen  Kiigelkreisen  und  deren  Gegen- 
kreisen, deren  gemeinacliaftliclier  sphärischer  Mittelpunkt 
einer  der  sechs  Punkte  S  (z.  B.  S^)  ist.  Für  die  sphärischen 
ßadien  e^,,  e^,...  S/^  dieser  Parallel  kreise  ergiebt  sich  aus  den 
sphärischen  Dreiecken  A^^  P^^  B  [vergl.  Fig.  Vdß)  u.  \5y), 
sowie  Formel  33  a)  in  §  27J: 

'.aSin&a     cos  Sa,  +  cosBt,^      t  —  s+l 


19,) 


1/2  1/2  ml/2 

nea^os^u  +  sine,,  sin^a  _  COSE^^  +  COSB^i  _  1  — ^ 
1/2  ~  1/2  ^»Ij/f' 

'Sfa— SmfaSm&a        C0SE„^  —  COSSa,        t+s—\ 


y2  1/2  ml/f 

fOSSn  — Sme„COS^Jn        cos  Sa,  —  cos  la,        2^  —  S 


>^  |/2  «1I/2 

:os&„  — ^'«£aSiw*n     cos£„,  —  cossa,     2 


)/2  1/2  ml/2 

2.  Die  Zahler  der  »uletzt  stehenden  Brüche  in  den 
Formeln  19«)  his  19;-)  sind  [vergl.  18^')  bis  18^')  des  §  66] 
die  linken  Teile  der  Gleichungen  für  die  Hauptkreise  (in 
der  Abbildung  für  die  geraden  Linien)  a,  c  und  b. 

Bestimmt  man  einen  Punkt  der  Kugel  durch  seine 
Abstände  £„,  £ö,  ej  von  den  Eckpunkten  J.j,  6j,  Ü,  des 
Hesakisoktaederdreieckes,  wobei  die  Relation  [vergl.  17k) 
in  §  66]: 

COS^  e„  +  (1/2  cos  Sb  —  cos  £a)  ^  -i-  (1/3  cos  E;  —  1/2  cos  £(,)^  =  1 

besteht,  so  werden  die  24  Punkte  (bez.  deren  Gegenpunkte) 
durch  folgende  Kombinationen  der  Werte  b^,  e^,  e^  (bez.  der 
diese  zu  180"  ergänzenden)  dargestellt: 
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180»- 
180»- 
180"- 

180»- 


190) 


',■■•«..,  e.. 

«*,) 

P,.. 

e^, 

'2  . . .  *fl„    Sc, 

a., 

P„.. 

t„,, 

'j...«.„  J» 

«6„ 

P„.. 

■  £<•„ 

'4. ..«„,,   £., 

»... 

P„. 

■B^, 

^6...«ao   £=, 

a., 

Ai- 

V) 

^g...E„,,      £t. 

£*.! 

jPu- 

-*ii,i 

^j...f„,,   £c. 

«1.1 

p„. 

*„,! 

',...«„,   «., 

••„ 

-P,.- 

■«»,, 

p„., 
p.f 
-P»-- 
p„. 

p 


-  *6., 


,  180«- 


,  180'>- 
,  180"- 

,     ISO«-«;,,, 


19  O 


Werden  nun  die  Koordinaten  des  Punktes  Pj  der  Ab- 
bildung durch  ij,  Sj  bezeichnet  und  bedeuten  (a,-),  (c^),  (^,) 
die  linken  Teile  der  Gleichungen  18/)  bis  18a')  des  §  66 
nach  Substitution  der  Werte  ^i,  %,  so  sind  die  Koordinaten 
eines  Punktes  P,  dessen  ÄbatÜnde  Es,,  £ct,  sti  sind: 
cog£a,    ^{a,)       „^y'2cQS%_(6i)_ 

1/3  COSEct        (Ci)  j/3  COS  Est        ((^i) 

Für  die  Abstände  180" -foj,  180" -e^j,  180"-%  er- 
halten («;),  (c,),  (6j)  das  entgegengesetzte  Vorzeichen;  Punkt 
und  Gegenpuntt  fallen  in  der  Abbildung  zusammen. 

Bei  den  Punkten  P^,  P«,  1\^,  P^^  ist  der  Wert  für 
£5,  kleiner  oder  grösser  als  90",  je  nachdem  der  Punkt  P, 
innerhalb  des  Dreieckes  A^B^D^  oder  B^D^C^  (Fig.  28) 
liegt  [vergl,  20y)  unter  9e)  dieses  Paragraphen]. 

3.  Aus  den  Formeln  19ß)  bis  Idy)  erhält  man  auch 
sofort  die  senkrechten  Abstände  p'„,,  p'o,,  g'a,;  p'c,---p'e,i 
p'ä, ...p't,  derjenigen  Ebenen  des  eingeschriebenen  gleich- 
eckigen Polyeders  [XV ']  vom  Mittelpunkte,  welche  bez. 
auf  den  4-zähligen  Äsen  OA,  den  3-zähligen  Axen  OC  und 
den    2-zähligen  Axen   OB   senkrecht    stehen.     So  ist  z.  B.: 
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19  5) 


;.  =*'ros«c  =J 


"-fl,(l-s), 


2s- 1 

f|(2»-l), 

(  +  S-1 

.»1/2 

u.  «.  t. 

für    das 

=Ff''^- 

-l) 

«mgeselmeben. 

Heiatis- 

Ebenso  resultieren 
Oktaeder  [XV]  die  Abstände  Qa„  Po,,  po,;  P^,  ■■■?<;,;  P(ii'--Pi, 
derjenigen  Schnittpunkte  vom  Zentrum,  in  welchem  sich 
dreimal  je  acht  Ebenen  auf  einer  4-zähligen,  viermal  je 
sechs  Ebenen  auf  einer  3-zähligen  und  sechsmal  je  vier 
Ebenen  auf  einer  2  -  zähligen  Eckenase  schneiden.  Diese 
Schnittpunkte  sind  die  Pole  zu  jenen  auf  den  Axen  senk- 
recht atehenden  Ebenen  des  gleicheckigen  Polyeders  als  Po- 
larebenen. Dabei  ist  in  den  Formeln  19k)  bis  19^)  t  — --i 
e  =  -  zu  setzen  und  auf  die  Beziehungen: 


19.) 

ßfl. .  p'o,  =  4)=, .  p'^i  -^  Q^i '  i>'* 

-»» 

Rüoksioht 

u  nebmeji.     So  ist  z.  B. 

19  J') 


»1/3 


11^2 


-<.,.l/2. 


11.  «.  f. 

4.     Für    die    besonderen    gleieheckigen   Netze    und    die 

ihnen  ein-  nnd  nmgesehriebenen  Polyeder  vereinfachen   sich 

diese  Beziehungen,  indem  diese  Abstände  besondere  Werte 

(auch    0   und  oo)    erhalten   und    zum    Teil    einander   gleich 
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werden.  In  der  folgenden  Tabelle  sind  die  betreffenden 
Werte  für  die  Grössen  £u;,  sc.  und  e^,  zusammengestellt 
[vergl.  180  in  §  66]  = 


19» 


Eegnlüre»   Oktaedernetz  IV  {§  8,  §  11): 
«..-0°,  5., -«.-90»: 


e\  =  £6,  =  fi.  ^  e^j  =  45^ , 


,,-(,,-90°. 


Reguläres   Hexaederneta  VI  (§  8,  §  11): 

'^*    e,'_0",    «4'-e,'-180«-2l,    f.,-2.Ii 
Ua,  =  £6,  =  e:^  =  90"  —  ij ,    ss,  =  £c.  =  %  =  90". 

Netz  des  (6  +  8)-flioliigen  12-Eelis  XIX'  (§  32) 
(Kubooktaedernetz): 
{t-h  s-1,  m-V^; 

lQft^ P"I  =  ^''■  =  'J=^^   £".  =  90": 
l''*)L„_,^_90»-,,    e,-,,-90'; 

let.^0",    fi,  =  £^==es, =  £4^  =  60",    £^,  =  90". 

Netz   des   (6  + 8)-flächigen   6.4-Ecks  X'  (§20): 

l,  -s-l,  m-V(l-fyTT',  9.-0",    twigi^-  — 


19.) 


-90"- 


-90"; 


19«) 


(fi,  =  45"--£a,,     £6j  =  £6,,     ££j  —  £ii ,     £&,  =  45"  +  £„,. 

Netz  des  (8  +  6)-näclrigen  S.3-Eoks  XU'  (8  22): 

+  -|S^J    toW5£aCOS9a  =  l, 


s  -  2  i,  »1  -  ^(1- 2i)"  +  2i!<  - 1/1-  2. 
£«,  =  £a,,  /ff»<7i% 

£.,  +  £.,- !80"-2tj,  £,^  +  £,^=180"; 
<^ÖS£6.  — 1/2C0S£.,,    £6,  =  £4,,   £6.  =  £l,,    £..,-=  90". 


l-2(_2(l-.9). 
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Netz  des  (6  + 8 +12)-flächigen  24-Ecks  XXI'  (§  35): 

i=2fi^l  oder  s='  +  ^  ■M^y^^^'^  +  t^=V2([-sf+{2s~lf 

..f.      ,  1-^      (l-s)"[/2 

'         ^  "'      i,/2  2,5-1     ' 

^^  =  ^..,    f.,  +  fc.  =  27;; 

«ii^^f^,,    ei,  =  90''— £5,,    f(,,=^SAs,    £6.  =  90". 

5.  Für  diejenigen  besonderen  Varietäten  der  drei  Netze 
X',  XII'  nnd  XSI',  welche  durch  besondere  Lagen  des  Punktes 
P^  auf  den  Kanten  des  Dreieckes  A^B^O^  bedingt  werden 
und  welchen  spezielle  Varietäten  der  ein-  und  umgeschne- 
benen  Polyeder  entsprechen,  ergeben  sich  die  charakteristi- 
schen Werte  aus  den  früher  (im  III.  Eap.)  aufgestellten 
Formeln  mit  Benutzung  der  Beziehungen  17ö)  und  17s) 
des  §  65. 

6.  a)  Für  die  konjugierte  Varietät  des  Netzes  X' 
(vergl.  §  20  Formeln  21/3),  bei  welcher  der  Punkt  I\  der 
Mittelpunkt  des  dem  Dreiecke  Ä^C-^C^  (Fig.  8«)  umgeschrie- 
benen Kreises  darstellt,  tritt  zu  der  Bedingung  tt3...5-=l 
noch  die  Bedingung: 

1 
V^ 

hinzu,   d.  h.  die   Gleichung   des    im   Hai biemngs punkte-  von 
Ä^Cy  errichteten  sphärischen  Perpendikels. 

Man  hat  also  entsprechend  den  Relationen  (Formel  21 3) 
iang Sa^  ^- tang  Si^  —  y  S  —  1  die  Beziehungen: 

19^')  '  =  -7='     s  =  l   und  T-/3,     ff-1. 

6.  b)  Für  die  Archimedeische  Varietät  des  Netaes  X', 
bei  welcher  Pj  der  Mittelpunkt  Ej  des  dem  Dreiecke  AjC^C^ 
eingeschriebenen  Kreises  ist,  kommt  zu  der  Gleichung  s  =  l 
noch  die  Bedingung: 

19^)  f^  =  f*„  oder  f-s4--|  =  0, 


19ft)  f«,  =  e^,  oiäer  (--^=^0 
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d.  h.  die  Gleichung  des  den  Winkel  A^  C\  B^  halbierenden 
Hauptkreises  hiazu.  Damit  erhält  man  entaprechend  den 
Beziehungen  [verg).  Formeln  21  y)  des  §  20]: 

/c(«(/Efl=  g-,  ia«(/fc  =  y-|,    P==29>  — 45" 
die  Werte: 

19v')  t=  l,  s-1;  T=.  l,  6  =  1. 

7.  a)  Die  konjugierte  (nicht  konvexe)  Vai-iet'ät  des 
Netzes  Sil'  [§  22,  Formel  24(3)  nnd  24^')]  J^t  durch  die 
beiden  Gleichungen: 

j  ^5...s  =  2(, 

'"8  .,.  =  ..,  od,,, -l=  =  o 

(      '        '  1/3 

charakterisiert,  ans  welchen 

folgt. 

7.  b)  Die  Archimedeisohe  Varietät  dieses  Netzes  XII' 
wird  durch  die  Gleichmigen: 

dargestellt,  von  denen  die  zweite  den  den  Winkel  JB^  A^  6; 
halbierenden  Hauptkreis  bedeutet.  Damit  ergiebt  sich  ent- 
sprechend den  Relationen  24  y)  in  §  22: 

19jt')  i= -1/2-1,  s=.2(l/"2-l)  und  t  =  i/2  +  1,  e^^!-^i. 

S.  a)  Für  die  Archimedeische  Varietät  des  Netzes 
XXI'  tritt  zu  der  Bedingung: 

Ö,...-(+2s-l  =  0, 
die  folgende: 

19p)         £a,  =  B„.^  oder  2i  +  (l/2- l)5-|/2  =  0, 
d.  h.  die   Gleichung    des   den  Winkel  A^'B^C^    halbierenden 
Hauptkreises  hinzu.     Man  erhält  somit  jvergl.  Formel  51/3) 
in  §  35J: 

19p')  ;=— -1-,  s=-l3-     und  t  =  2t/2-l,  6=11%:-^. 
2]/2-l         21/2-1  1/2 
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8.  b)  Für  diejenige  Varietät  der  Netze  XXI',  deren  Eck- 
punkte die  Punkte  Z>  fvergl.  Mg.  17ß)  und  Fig.  28]  sind, 
erhält  man,  da  der  Punkt  i?j  Schnittpunkt  von; 


19  ö) 

it 

-i  +  2s-l 
21-1-0 

ist  [vergl. 

äl-/) 

in 

8  36) 

,  äie  Werte: 

19o' 

) 

i::|: 

8.  c)  Die  Hauptkreise  d,  welche  die  Äquatoren  zu  den 
Punkten  D  sind  mid  je  einen  Punkt  B  und  C  (z.  B.  B^  und  Cg) 
verbinden,  achneiden  jede  Hypotenuse  AC  (z.  B.  -4^Cj)  in 
je  einem  Punkte  F  (z.  B.  F^).  Der  Punkt  F^  und  die  ent- 
spreckende  Varietät  eines  Netzes  XXI'  bestimmt  sich  aus 
den   Gleichungen: 


-;  +  2s-l.==0, 
2i4-s-2-0  (oder  i 


"''    1  z 

durch  die  Werte: 

19t')         f  =  x'   *  =  4    o<ie^  ^-  —  -j!    •^-^• 

Die  Hauptkreise  d  schneiden  die  Kanteu  ÄH  in  den  Punkten 
E{Q.b),  welche  der  Archimedeischen  Varietät  des  Netzes 
X'  entsprechen.  Der  Punkt  F-^  ist  mit  dem  früher  [§  45,  6.j 
Fig.  26<J)]  durch  i5u  bezeichneten  Punkte  identisch. 

9.  Von  dem  allgemeinsten  gleieheckigen  Netze  dieser 
Ordnung,  dem  Netze  XV',  mögen  endlich  noch  einige  be- 
sondere Varietäten,  welche  schon  bei  früheren  Betrachtungen 
hervorgetreten  sind,  erwähnt  und  durch  die  zugehörigen 
Werte  von  t  und  s  charakterisiert  werden. 

9.  a)  Die  Werte  für  die  konjugierte  Varietät  [iiergl. 
§  27  Formel  33 1)]  folgen  aus: 

f«,  =  ^r,  =  *(., 
oder  aus  den  Gleichungen: 


y  Google 


i--^-0.. 
1/3 

.  e„,  =  fc, 

20») 

s-vi-0.. 

■  *^,  =  ^'. . 

cl,   t: 

'-v-°- 

■  ^a,  =  fs,  ■ 

20«')        t. 

W'  -'^ 

und  r  = 
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[vergl.   19fi)  unter   6a) 
dieses  Paragraphen). 


^V3,  .r-i/y. 

9.  b)  Die  auf  den  Halbierimgskreiaen  der  drei  Winkel 
-dj,  Cj,  S^  des  Hexakisoktaederdreicckes  liegenden  Punkte  Pj 
sind  durch  die  GleieHnngen: 

[  /(y'2-l)-sV2"+]=0... £„,-=£*,, 
20^)  i-s+-l^0...io,  =  fö„ 

dargestellt;  der  Verein  dieser  (ileichungen  liefert  den  Punkt: 

,){.^^#. 

d.  h.  den  Mittelpunkt  des  dem  Hexakisoktaederdreieckes  ein- 
geschriebenen   Kreises    und    damit    die    Ärchimedeisehe 
Varietät  der  Netze  XV'  [vergl.  Formel  33h)  in  §  27]. 
9.  c)  Die  Bedingung: 

20;')  c^...2t--i=0 

bestimmt  alle  auf  dem  sphärischen  Perpendikel  -ß^  D^  des 
Hauptkveises  c^  liegenden  Punkte  P,;  die,  diesen  Varietäten 
umgeschriebenen  Hexakiaoktaeder  sind  die  sog.  parallel- 
kantigen  Hexakisoktaedei-  (vergl.  §  51,  2.), 

9.  d)   Durch  die  Bedingung  [rergi.  19r)  unter  8  c)]: 

20d)  (;?^„...2i^  +  s  — 2  =  0(oder  «(,,  =  £*.) 

werden  alle  auf  dem  Hauptkreise  di(^  =  B^C^,  also  auf  dem 
Bogen  B^F,  liegenden  Punkte  P^  bestimmt.  Wird  als  zweite 
Bedingung  [vergl.  20)3)  unter  9b]: 

20 (J')  i-s+  ?-  =  0  (oder  Et>  =  sO 

hinzugefügt,  so  resultiert  der  bestimmte  Punkt  Sj^: 
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20#"}  jf-l,    s  =  f, 

und  damit  eine  ganz  spezielle  Varietät  der  Netze  XV', 

Die  beiden  Hauptkreise  B^F^^Cg,  und  OiEj^B^,  als  deren 
Selinitt  jener  Pankt  flj  erscheint,  teilen  das  Dreieck  -/IjBjC, 
in  vier  Teile.     Aus  dem  Vorhergehenden  folgt  leicht,  daes, 

wennderPuHktP,  innerhalb  des  Vierecks  J.I'^.^.E  liest  {    '        ' 
;,      „       :,       >,  „  »   Dreiecks  Bi^,i',  '''''" 


■.) 


,      „      ,,,      „         „  „        „        'I\<\B, 

sein  wird. 

10.  Wenn  man  ¥0n  dem  Hexakisoktaedenietze  XV  aus- 
geht und  von  dessen  Eckpunkten  Ä,  B,  C,  welche  rationalen 
Werten  für  t  und  s  entsprechen,  zunächst  die  Punkte  B 
durch  die  Hanptkreise  c,  die  Punkte  B  und  C  durch  die 
Hauptkreise  d,  die  erhaltenen  Schnittpunkte  Z* ,  E,F,.. 
wiederum  mit  den  urspi-ün glichen  Punkten  und  unter  eiaander 
verbindet,  so  bedingen  diese  konstruierten  Schnittpunkte, 
■welche  bez.  innerhalb  oder  auf  den  Kanten  des  Dreieckes 
A^B^C^  liegen,  aämtlieh  solche  Varietäten  des  Netzes  XV' 
oder  der  Netze  X',  Sil'  und  XXI',  für  welche  die  charak- 
teristischen Werte  t  und  s  rational  sind.  Es  sind  da- 
her für  die  diesen  Netzen  ein-  und  umgeschriebenen  Polyeder 
die  Abi eitungsko effizienten  i  und  s  oder  r  und  ö  rational; 
die  Polyeder  entsprechen  also  solchen  Gestalten,  welche  in 
der  Natur  vorkommen. 

Die  durch  die  angegebene  Xonstruktion  abgeleiteten 
Netze  sind  ein  sphärisches  Gebilde,  welches  dem  von  Mö bin s^} 
und  Hamilton®)  untersuchten  „ebenen  geometrischen 
Netze"    vollkomnaen    entspricht.      Denn    ein    solches   Netz 

1)  A.  F.  Möbius,  Der  bai-yoentrisolie  Caleul,  Leipzig  1837. 

2)  W".  Hamilton,  Elemente  der  Quaternionen,  deutsch  von 
P.  Glan,  Bd.!  S.  S5  — 39. 
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■wird  erhalten,  wenn  man  von  einem  Vierecke  ausgeht,  dureh 
Verbindung  der  Durchschnitte  gegeuöberliegender  Seiten 
neue  Punkte  auf  den  Seiten  bestimmt,  diese  wieder  mit  den 
bereits  vorhandenen  verbindet  u.  s.  £  Als  daa  entsprechende 
sphärische  Viereck  ist  hier  das  durch  die  Punkte  C^C^C^Ct 
bestimmte  anzusehen  (vergl.  auch  Kap.  VI). 


§  68.    Analytische  Darstellimg  der  Haupikreise  der 
gleicheckSgen  Netze. 

1.  Die  Gleichungen  der  Hauptkreise  des  allgemeinsten 
Netzes  XV '  und  der  besonderen  gleicheckigeu  Netze  dieser 
Gruppe  lassen  sich  mit  Hilfe  der  gegebenen  Formeln  leicht 
in  rechtwinkligen  Koordinaten  oder  in  den  Ableitungskoeffi- 
zienten t  und  s  erhalten.  Aus  diesen  Gleichungen  ergeben 
sich  auch  die  bereits  im  Kap.  IV  hervorgehobenen  Lage- 
beziehungen. 

2.  Von  den  Hauptkreisen  eines  Netzes  XV'  gehen  drei- 
mal je  vier  durch  die  Punkte  A  und  zweimal  je  zwei  durch 
die  Punkte  _ß  hindurch  (§  49,  4.). 

a)  Die  Gleichungen  der  zwölf  durch  die  Punkte  Ä  hin- 
durchgehenden Hauptkreise  ergeben  sich  aus  der  Gleichung 
des  durch  P^  hindurchgehenden  und  auf  A^  IB^  normalen 
Hauptkreises  [vergl.  Formel  33  jj)  in  §  27]: 

21  ß)  XCOSEa,  —  ZCOSSc,=^0 

oder 

21  a')  x  —  z  tang^i^i  =  0 

durch  Vertauschung   der  Koordinaten  und   Hinzufügung   der 
Vor  Zeichenkombinationen,  so  dass: 

[       xcos^n^  +  0Cöss„,  =  O,   !        y  cos  Sa,  +^cose„j  =  0, 

+  XCOSea  +SCOSSa  '^^l    I     T;/COS£.   +SCÜS£a,  =  0, 

213)     !  J  . 

\  ^«COSFa, +  SCOSfa,  =  0 

bez.  die   vier    auf    den    Hauptkreiseo    «g,    «ä,    a^    senkrecht 
stehenden  Hauptkreise  darstellen. 
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Die  Oleictiung  des  ersten  Hauptkreises  21a)  oder  seiner 
ebenen  Abbildung  lautet,  wenn   i, ,  Sj   die  Koordinaten  von 
P^;  i,  s  laufende  Koordinaten  bedeuten: 
21y)  sJ-t^s  —  0. 

Die  zwölf  Ebenen  21 15)  sind  parallel  zu  den  Ebenen 
eines  (6  +  8)-eckigen  6,4-Flaclis  [X],  welches  in  den  Polen 
dieser  Hauptkreise ,  den  zwölf  entspreebenden  Eckpunkten 
des  zugeordneten  Polarnetzes,  der  Kugel  umgeschrieben 
ist.  Die  Varietät  des  durch  diese  Pole  bestimmten  gleich- 
eckigen Netzes  X'  bestimmt  sieh  einfach  aus  den  Koordi- 
naten des  auf  A-j_  Bj  liegenden  Eckpunktes  dieses  Netzes,  d.  h, 
des  Poles  von 

oder 

21 S')  (si  -  tj)  {s-t)-\-t,t  =  0. 

Für  die  Koordinaten  x\,  y\,  z\  oder  t\,  s\  dieses  Pols 


erhält  man  [vergl.  18*") 


cos  6a, , 


21  e') 


21i") 


[      ,         ,  ,         ,  COSla^       S\  —  h 

also  tang£a'^taMg'}'{i)  = =  ? 

woraus  zufolge   t\^z—-—, r  sich  ergiebt: 

I  ^       '      i  +  tangs\  ^ 


2.  b)  Die  zwölf  auf  den  Kanten  BC  senkrecht  stehenden 
Hauptkreise  werden  durch  die  Gleichung: 

21  £)  X  COSEa,  —  y  (cOSSa^  +  COSta^  +  Z  COSSg,  =  0 

oder 

2U')  s-s,  =  0 

und  die  aus  der  erateren  durch  Permutation  der  Koeffizienten 
des  a:,  y,  s  und  Kombination  der  Vorzeichen  hervorgehenden 
Die   Varietät   des  Netzes  SXI',  zu   dessen  Ee- 


y  Google 


322     Pünftea  Kap.  Anal. Darstellg.d.gleichfiäch.u.d. etc. Ketze  etc. 

ruh rungs ebenen  die  Ebenen  jener  zwölf  Hauptkreise  parallel 
sind,  ergiebt  sich  aus  den  Koordinaten  des  auf  A^  C^  liegen- 
den Eckpunktes  des  zugeordneten  Polarnetzes,  d.  h.  des 
Poles  Ton 

2 1 1?)  X  cos  (a,  +  y  cos  ea,  +  Z  (coS  £a,  +  COS  £a,)  =  0 

oder  von 

2I13')  (2s,-l)(  +  (l-s0  =  0. 

Die  Koordinaten  dieses  Poles: 

Ix\^r  Costa,, 
y\^rcosE,,, 
z\  =  r  (cos  Sa,  +  cos  £„,) , 
ergeben : 

[vergl.  Formel  33»;)  in  §  27],  oder 


210") 


.^1  = 


i\^\  1 


-  [vergl.  19;.)  in  67,  4.], 


Da  -f  <Si<l,  so  ist  -i-<i'i<l  und  \<^^<\^  d.  h. 
der  Pol  liegt  auf  A-^  C^  zwischen  A^  und  D^  [vergl.  Formel 
loa')  in  §  67,  8b]. 

2.  e)  Die  zwölf  Hanptkreise  endlich,  welche  auf  den 
Kanten  AO  senkrecht  stehen  und  ebenfalls,  wie  die  eben 
betrachteten,  zu  je  zweien  durch  einen  Punkt  Ti  gehen,  sind 
durch  die  Gleichung: 

21(.)  X  COSia,  +  y  COSSa,  —  S  (cOSBa^  +  CÖS*aJ  =  0 

oder 
21i')  t~t,  =  0 

und  die  aus  der  ersteren  durch  Permutation  der  Koeffizienten 
des  X,  y,  z  und  Kombination  der  Vorzeichen  resultierenden 
dargestellt. 
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Hier  sind  die  beiden  Fälle  zu  unterscheiden  [vergl. 
§  49,  4.  und  Fig.  28],  ob  der  Punkt  P^  innerhalb  des  Drei- 
eckes A^J3iD^  oder  des  Dreieckes  li^D^C^  liegt. 

Im  ersteren  Falle  liegen  die  Pole  jener  Hauptkreise 
auf  den  Kanten  B  0;  ihre  Ebenen  sind  parallel  zu  den 
Grenzflächen  eines  Polyeders  [XII],  welches  in  jenen  Polen 
der  Kugel  umgeschrieben  ist.  Der  auf  B^  C^  liegende  Pol 
hat  die  Koordinaten: 

aus  denen 

2U0       tan0&'„^V2tangß^2,-V2^^^^~^' 
[vergl.  33j?)  in  §  27]  und 


21x") 


2  2t 


2  +  tang&\     1  +  t^ 


als  die  charakteristischen  Werte  für  das  durch  jene  Pole  be- 
stimmte Netz  Sil'  folgen. 

Im  zweiten  Falle,  wenn  P^  innerhalb  des  Dreieckes 
B^  Dj  Cj  angenommen  wird ,  liegen  die  Pole  der  Hauptkreise 
auf  den  Kanten  AC,  aber  zwischen  J)  und  C;  ihre  Ebenen 
sind  denen  eines  Polyeders  [XXI]  parallel.  Die  Varietät 
des  durch  diese  Pole  bestimmten  Netzes  XXI'  ergiebt  sich, 
da  der  auf  B^C-^^  liegende  Pol  die  Koordinaten: 


\  s'i  =  r(cos£^  +  co.5f„,) 
besitzt  und 

21;.')  langs'a^cotgß(^,  =  — — ^ 

ist  [vergl.  33t;)  in  §  27]  durch  die  charakteristischen  Werte 
bestimmt : 
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Im  Übergangsfall ,  wenn  der  Punkt  P^  auf  dem  Haupt- 
kreisbogen  -Bi-Di  liegt,  geben  die  Formeln  21k")  UEd  211") 
für  fi  =  -|  übereinstimmend: 

^''•^  {''!-!! 

d.  h.  die  das  Hexaedernetz  cbarakteri gierenden  Werte. 

3.  Die  Hauptkreise  der  Netze  X',  XII'  und  XXI',  so- 
wie auch  der  Netze  XIX',  VI  und  IV,  ergeben  sich  als  be- 
sondere Fälle  der  Hauptkreise  des  Netzes  XV',  wie  bereits 
in  §  49,  5.  bis  9.  hervorgehoben  wurde.  Die  Gleichungen 
dieser'  Hauptkreise,  sowie  die  Beziehungen  zwischen  den 
Werten  t\,  s\  und  ij,  s^  folgen  unmittelbar  aus  den  unter 
2.  dieses  Paragraphen  aufgestellten  Formeln,  wenn  die  beson- 
deren Werte  für  ^,  s^,  welche  jene  Netze  charakterisieren 
[vergl.  18t)  in  §  66],  eingeführt  werden, 


§  69.   Analytische  Darstellung  der  den  festen  gleich- 
flächigeu    Netzen    der    Hexaklstetraedergruppe    zu- 
geordneten gleicheckigen  Netze. 

1.  Bei  den  vier  festen  gleichflächigen  Netzen  Xa),  IX, 
SIXß)  uud  III  (vergl.  §  50,  l.)  der  Hesakistetraedergruppe 
treten  als  Hauptkreise  die  ganz  oder  teilweise  ausgezogenen 
Hauptkreiae  ö^ . . .  6^  auf,  während  die  Eckpunkte  nur  durch 
die  Punkte  Ä  und  C  gebildet  werden.  Die  Funkte  0  zer- 
fallen in  zwei  Gruppen  von  je  vier,  welche  die  Eckpunkte 
zweier  konjugierten  Tetraeder  darstellen  und  deren  recht- 
winklige Koordinaten  [vergl.  Formel  lOy')  in  §  63]  bez.  den 
vier  positiven   oder   den  vier  negativen   Kombinationen  der 

Vorzeichen  von  — -;=  entsprechen.     In   der  Abbildung  fallen 

diese    beiden    Gruppen    zusammen    [vergl.   Formel    18 15)    in 
§66]. 
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2.  Was  die  Eckpunkte  der  diesen  vier  Netzen  zuge- 
ordneten gleicheekigen  Netze  X",  IX',  XIX"  und  III 
(vergl.  §  50,  3.)  anlangt,  so  sind  die  Koordinaten  dieser  He- 
migonieen  bereits  im  §  64,  ih)  und  im  §  65,  3.  bia  6.  an- 
gegeben worden. 

Von  den  Hanptkreisen  dieser  gleicheekigen  Netze 
möge  es  genügen,  diejenigen  des  allgemeinsten  Netzes  X" 
dieser  Gruppe  (vergl.  |  50,  i.)  analytisch  darzustellen. 

a)  Die  erste  Gruppe  von  zwölf  Hauptkreisen ,  welche 
normal  zu  einer  Kante  -40  zu  je  zweien  durch  einen  Punkt 
B  hindurchgehen  [z.  B.  P^P^,  P^P^  in  Fig.  8/3)]  ist  durch 
die  Gleichungen  21 1)  in  §  68,  3c)  dargestellt,  wobei  die 
dort  angegebenen  beiden  Fälle  zu  unterscheiden  sind. 

b)  Die  zweite  Gruppe  von  zwölf  auf  je  einer  Kante 
ÄC  normal  stehenden  Hauptlsreisen  [z.  ß.  P^Pg,  P^  Pf,  in 
Fig,  8ß)\  wird  durch  die  Gleichung: 

22  k)        xcoSBi„  —  ycoseai-\-^{coSBa,  —  cos  £„,)'=  0 
oder 

22«')  til~2s,)  +  2t,s-t,  =  () 

und  die  aus  der  ersteren  durch  Permntatioii  der  Koeffizienten 
und  Kombination  der  Vorzeichen  entstehenden  dargestellt. 

Die  Ebenen  dieser  Hauptkreise  sind  zu  den  Grenzflächen 
eines  Polyeders  [XII]  parallel;  die  Varietät  des  entspre- 
chenden Netzes  XII'  folgt  aus  den  Koordinaten  des  auf  B^C-i 
liegenden  Poles: 

Ix\  =  r  COSs„^ , 
if^  =  T  (cOSEa,  —  CÖS£„J, 
s\  =  reos£a„ 
als  durch  die  Werte: 

bestimmt. 

c)  Die  dritte  Gruppe  von  je  zwölf  Hauptkreisen,  welche 
auf  den  Kanten  J3C  senkrecht  stehen,  ist  durch  die  Glei- 
chungen 21  £)  bis  21i?)  des  vorigen  Paragraphen  unter  2  b) 
dargestellt. 
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3.  Es  empfiehlt  sich,  hier  die  Lage  eines  Punktes  P 
(z,  B.  Pj)  durch  die  Abstände  e^,,  e^^,  b^^  von  den  drei  Eck- 
punkten des  Hexakiatetraederdreieekes  A^  Q  C^  zu  bestimmen 
[vergl.  Formel  22)  in  §  20].  Entsprechend  der  Entstehung 
des  dem  Netze  X"  eingeschriebenen  Polyeders  [X"]  durch 
gerade  und  gleichmässige  Abstumpfung  der  Ecken  und 
Kanten  eines  regulären  Tetraeders  [III]  setze  man  [vergl. 
11  y)  in  §  66]  r 

2s-l 


22,)    ,..-.^...-^-- 

ys  2s-l  1/3 
wobei  C(  die  Eckenaxe  des  regulären  Tetraeders,  s'^^  das 
Maass  für  die  Abstumpfung  dieser  Eckenase,  P-^  das  Maass 
für  die  Abstumpfung  der  Kantenase  des  Tetraeders  angiebt. 
Zwischen  diesen  Ableitnngskoefflzienten  C-'',  s^^l  und 
denjenigen  t  und  s  bestehen  die  Beziehungen: 

oder  umgekehrt: 

"  3sOi  '    "  '     6siii 
Mit  Hilfe  derselben  erhält   man    fiir   die    gleicheckigen 
Netze  dieser  Gruppe  und  für  die  denselben  ein-  und  umge- 
schriebenen   Polyeder    die    charakteristischen    Werte    [yergl. 
191),  19«)  und  19i))  in  8  6']: 

Netz  X"  (als  Hemigonie  von  XV'):  i",  sW, 
Netz  IX'  (als  Hemigonie  von  XXI'):  *m-l,  sW, 

3sfl4-l 


228) 


Netz  XIX"  (als  Hemigonie  von  XII'):  m  - 

j        rn      4iW-l 
oder  s-"  = ^ ; 

Netz  in  (als  Hemigonie  von  VI):  |W-1,  «1» . 
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Für    die    diesen    Netzen    umgeschriebenen    gleichflä- 
ehigen  Polyeder  werden  die  Ab leitungsko effizienten: 


220 


"  ^fi] 


Die  Eckpunkte  und  Hauptkreise  der  vier  gleicheckigen 
Netze  dieser  Gruppe  können  biernacb  aucb'  eiufa-ch  durch, 
diese  Grössen  f^,  s^^^  analytisch  dargestellt  und  die  Ab- 
bildung in  der  Ebene  der  i^''^,  s^'^  erhalten  werden. 


§  70.  Teränderliches  Pentagonikositetraedernetz  XXTI 
nnd  zugeordnetes  gleicheckiges  Netz  XXVI'. 

1.  Die  Eckpunkte  eines  Netzes  XXVI,  d.  h.  eines 
(6 +  8 +  24) -eckigen  24-Fiachs  (vergl.  §  42  und  §  51)  sind 
eine  Kombination  der  Eckpunkte  Ä,  C  und  der  24  Eck- 
punkte PsPf-  (Fig.  24^  eines  Netzes  XV',  welche  eine 
gyroidiscHe  Hemigonie  desselben  bilden  und  bereits  in  §  6 
lOß'),  lOy')  und  in  §  64,  4c)  analytisch  dargestellt  wurdi 
[vergl.  auch  18y),  18ö)  in  §  66  und  19©),  19]))  in  §  67]. 

2.  0.)  Von  den  Kanten  eines  Netzes  XXVI  gehen  (vergl. 
§  51,  3.)  zweimal  zwölf,  z.  B.  P^Ä„  A^P^  und  P^A^,  A^P^, 
zu  je  zweien  auf  einander  senkrecht  durch  einen  der  sechs 
Punkte  Ä  und  A'.  Die  Varietät  des  gleicheekigen  Netzes  X', 
dessen  Eckpunkte  die  Pole  jener  zwölf  Hauptkreise  sind, 
ergiebt  sich  aus 

23  ß)  Ä  cos  Eü,  -i-  s  cos  a„,  =  0 

oder 

23ß')  t  (2si  -  i,  - 1)  +  s  (1  - Si)  =  0 

durch  die  Werte: 


i,«  = 


^"1-^1  ' 


s,("  ==  1 


bestimmt. 

2.  b)  Ferner  gehen  24  Kanten  (z.  B.  Pj  Cj)  zu  dreien  durch 
je  einen  der  acht  Pl^Qkte  G  nnd  C  hindurch;  die  Ebenen 
derselben  sind  zu  den  Grenzflächen  der  gyroidisehen  Hemi- 
edrie    eines    parallelkantigen    Hesakisoktaeders    parallel. 
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Für  die  Varietät  des  durch  die  Pole  dieser  Hauptkreise   be- 
stimmten gleiche cki gen  Netzes  XXVI'  folgen  aus; 

(X  (cos  Sa,  ~  CÖS  Ec,)  +  J/  (COSS^—  COS  Ba,)  +  ^  {cOS  Sa,—  COS  £,,,')  =  0 
oder  aus 

die  Beziehungen: 

[vergl.  20^)  in  §  67]. 

2.  c)  Was  endlieh  die  zwölf  Kanten  anlangt,  welche  (wie 
P2Pu)  durch  je  einen  Punkt  B  oder  B'  hindurchgehen,  so 
sind  hier  wiederum  die  beiden  Fälle  zu  unterscheiden,  ob 
der  Punkt  Pj  innerhalb  des  Dreieckes  A^  B^  D^  oder  des 
Dreieckes  B^  C^  J)^  liegt. 

Im  ersteren  Fülle  entsprechen  die  auf  den  Kanten  A^  C\ 
liegenden  Pole  jener  Hauptkreise  den  Eckpunkten  eines 
Netzes  IS',  für  welches  die  charakteristischen  Werte: 

"2ii-3si+2'    "^     ^""^    ~     ^2i!i~3sj-f 2 
ans: 

f  X  COSla,  +  y  COSE«,  +  2  {cOSSa,  —  COSSa^  =  0 

230  oder 

l;(2(,-l)  +  (l-s,)  =  0 
folgen. 

Im  zweiten  Falle  entsprechen  die  Pole  jener  zwölf 
Hauptkreise,  indem  sie  auf  den  Kanten  BO  liegen,  den  Eck- 
punkten eines  Netzes  XIX",  für  welches  aus: 

IX  cos  &a,  -f  y  (cos  *a,  ~  CS  £a,)  "j"  2  COS  «o,  =  0 
oder 
s(2ii-l)  +  (Si-2O  =  0 
sich  die  Werte: 

ergehen. 

Im  Ubergangsfalle,  in  welchem  der  Punkt  P^  auf  P,  P^ 
liegt,  ergeben  die  Formeln  23e)   und  23*)  für  t^^\  über- 
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eJHstimmend  t^^^>  ■=  ^,  S;'^*  =  -|-,  d.  h.  die  das   reguläre    Tetra- 
edemetz  charakterisierenden  Werte. 

3.  Die  Eckpunkte  ^j,  %...  {Fig.  2iß)  des  dem  Netze 
XSVI  zugeordneten  gleicheckigen  Netzes  SXVI'  (§  42  und 
§  51)  bilden  die  gyroidische  Hemigonie  eines  Netzes  XV'. 
Die  Steinei-sche  Verwandtschaft,  welche  zwischen  je  einem 
Punkte  P^  und  ^j  besteht,  lässt  sicli,  wenn  die  Koordinaten 
des  Punktes  Sß^  durch  die  accentuierten  Grössen  s'a„  e's,  e'j, 
oder  ©''o,,  &'„„  ^'b,  oder  s'a,,  e'ü,,  e'o,  ausgedrückt  und  in  der 
Abbildung  durch  t'i,  s\  dai-gestellt  -werden,  durch  folgende 
Relationen  charakterisieren. 

Aus  den  Gleichungen  63ö)  des  §  42: 
24}      *„  +  ^'„==45<',  s-„  +  *'(  =  60o,  d->,  +  &\  =  90° 
erhält  man  die  drei  Relationen: 

24k)       COSSa,  (cOSs'a,  ~  COSd'^  +  COSSa,  {COSS^^  +  COSs'^^)  =  0, 
24  ß)      cos  £a,  (cos  h'a,  —  COS  s'o  J  +  COS  £«,  (cOS  s'a,  ~  COS  b' a^ 

+  COSSa,  (cOSs'a,  —  COSs'a,)  =  0, 
24j')       (cOS£a,  —  COS£„,)  (cOSs'a,  —  COS^'h,)  —  2cOSSa,  COSi'^  =  0 

oder: 
24ß')     (s,  - 1,)  (1  -  2s',  + 1\)  +  (1  -  s,)  (1  -  i\)  -  0, 
24,3')     t,  (2 1\  -  s\)  +  (s,  - 1,)  (1  -  s',  - 1\) 

2iy')     (2t,  -  s,)  (2t\  - s\)  -  2  (1  -  sO  (1  ~ s\)  =  0. 

Je  zwei  dieser  drei  Rektionen  24k),  24/5),  24;^)  oder 
24«'),  24|9'),  24;»'),  welche  durch  Vertauschung  der  darin 
auftretenden  accentuierten  und  nicht  accentuierten  Grössen 
ungeändert  bleiben,  charakterisieren  die  Steinersehe  Ver- 
wandtschaft und  gestatten,  die  Werte  f^,  s,  oder  t\,  s\,  d.  h. 
die  Koordinaten  zweier  konjugierten  Pole  vermittelst  Auf- 
lösung der  linearen  Gleichungen  die  einen  durch  die  anderen 
auszudrucken. 

Setzt  man  in  den   drei  Gleichungen  24ß'),  24/5'),  24/) 

24d)  t,^t\  =  t,   s,  =  s\  =  s, 

so  stellen  die  drei  Gleichungen  bekanntlich  die  drei  Linieu- 
paare  dar,  welche  durch  die  vier  Basispunkte  der  Verwandt- 
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Schaft  (die  Gmndpunkte  des  Kegelschnittbüschels)  hindurch- 
gehen. Diesen  drei  Linieapaaren  entsprechen  auf  der  Kngel 
die  drei  Paare  von  Hauptkreisen,  welche  durch  die  Mittel- 
punlite  Tj,  Tg,  Tg,  T^  der  yier  Kreise  gehen,  welche  bez.  dem 
Dreiecke  A^  C^  J9j  (dem  Diagonaldreiecke)  und  den  drei 
Nebendreiecken  desselben,  nämlich  A',C^B^,  A^C'^B^  und 
A^  C,  B\  eingeschrieben  sind.  Die  drei  Paare  von  Haupt- 
kreisen  sind  also  die  Hauptkreise,  welche  die  Winkel  des 
Dreieckes  A^  C^  B^  und  dessen  Nebeuwinkel  halbieren. 

Man    erhält   als    Gleichungen   dieser   Linienpaare    (oder 
Hauptkreispaare): 

246)  i*'-4(s  +  2sä  +  2(-l=0, 

24E)  3i'-3s'-2f  +  4s^l_0, 

24.1)  4«'-4is-s«  +  4s-2-0, 

d.h.: 

(  T,T,...(y'2-l)t~sy'2  +  l—0  [Tcrgl.  20|5)  in  §67] 
oder  -(l/J-lj^  +  y-O, 

T,T,...(}'2+l)l-iy2~l—0  oder  x  +  yVI-Vj-O; 
T^Tg...t-s-^--l^O  [vergl.  20,5)]  oder  -2x-i-y-i-^^0; 
T^Ti...t  +  s~l  =0  oder  -i/  +  2  =  0  (Hauptkreis  6J; 


I  T,T,...2t  +  {V'i-l)s-Y2-0  [vergh  20/i)]  oder 
24,')     {  x  +  yVJ-e-O,  ^ 

\  T,T,...2t~(y2  +  l')s  +  VS-0  oder  -x  +  sYS+s- 


und  als  Koordinaten  der  vier  ] 


4-1/2' 

3  +  ]/2  , 

"3 
i  +  V2 


ispunkte  T,,  I'j,  T,,  1\: 

^'   I      _4  +  l/2 
,      3  +  1/^ 


4-1/2 

7 
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aus  welcheQ  Ausdrücken  sich  leicht  die  Werte  für  cosia,, 
cosSi^,  cosEa,  und  damit  die  rechtwinkligen  Koordinaten  der 
Basiapunkte  auf  der  Kugel  ergeben. 

4.  Was  die  Kanten  des  gleicheckigen  Netzes  XXVI' 
anlangt  (rergl,  §  51,  s.),  so  bilden  dieselben  zwei  Gruppen 
von  je  24  Hauptkreisen,  welche  bez.  die  rugulären  Vierecke- 
und  regulären  Dreiecke  des  Netzes  einschliessen  und  deren 
Ebenen  zu  den  Grenzflächen  zweier  Polyeder  [XXVI]  parallel 
sind,  und  ferner  eine  dntte  Gruppe  von  zwölf  Hauptkreisen, 
welche  durch  die  Punkte  -B  und  -ß'  hindurchgehen. 

Es  möge  genügen,  die  Gleichung  eines  Hauptkreises 
aus  jeder  Gruppe  anzugeben;  mit  Benutzung  des  mehrfach 
angewendeten  Verfahrens  wird  man  hieraus  die  charakteristi- 
schen Relationen  für  die  durch  die  Pole  jener  Hauptkreise 
bestimmten  gleicheckigen  Netze  herleiten. 

Ein  Hauptkreis  der  ersten  Gruppe  (z.  B.  5ß^^;,)  hat 
die  Gleichung: 

24 ()     X cose'a,  {cosi'a,  —  cose'o,)  —  y  eoss'^,  {coss'a^  +  cosb'„) 

+  &  {cOS^i'a,  +  COS^E'a,)  =  0, 

ein  Hauptkreis  der  zweiten  Gruppe  (z.  B.  ^i^ßjo): 

24«)       X  {cOSs'a^COSs'a,  —  COS^s'a,)  +  ^  (cOSs'a,  COSs'a,  —  COS^s'a,) 

+  s  (cose'a,  coss'o,  —  COS^e'nJ  =  0, 

und  endlich  ein  Hauptkreis  der  dritten  Gruppe  (z.  B.  ^i^ij 
wird  durch  die  Gleiehimg: 

24  J.)       X  cosa'ct,  —  y  {coss'i,,  —  cose',,,)  —  0  coss'a,  =  0 

[vergh  2St)  dieses  Paragraphen]  dargestellt. 

5.  Die  Anwendung  der  im  Vorstehenden  entwickelten 
Beziehungen  auf  die  einem  Netze  XXVI'  ein-  und  umge- 
schriebenen Polyeder,  wobei  für  die  letzteren  die  reziproken 
Werte  der  Ableitungskoeffizienten  t  und  s  einzuführen  sind, 
bietet  keine  Schwierigkeit. 
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§  71.   Diakisdodekaedoruetz  SXIII  iielbst  den  zu- 
geordneten gleicheckigen  Netzen  XXIII'. 

1.  Das  Diakisäodekaederueta  SXIII  (§  38  und  §  52) 
ist  ein  einfach  veränderliclies  Netz,  dessen  Eckpunkte  eine 
Kombination  der  Eckpunkte  Ä,  C  und  L  [Fig.  21/3)]  sind. 
Die  zwölf  Punkte  L  entsprechen  den  Eckpunkten  eines 
Netzes  XXIX'  und  bilden  die  gegenpimktige  Hemigonie 
eines  Netzes  XII'  (vergl.  §  65,  2.),  wobei  z.  B.  der  Punkt  L^ 
durch  die  Gleichungen: 

dargestellt  ist. 

2.  Die  zwölf  beweglichen  Hauptkreise  (z.  B.  C^  L^), 
welche  ausser  den  drei  festen  Oauptkreieen  a  die  Kanten 
des  Netzes  XXIII  (§  52,  3.)  bilden,  haben  zu  Polen  und 
Gegenpolen  die  gegenpunktige  Hemigonie  eines  Netzes  XV', 
dessen  Eckpunkte  auf  den  Hauptkreisen  c  liegen.  Ein  solcher 
Hauptkreis,  z.  B.  CiL^,  hat  die  Gleichung: 

25/3)       x(cos£a,  —sin£a,)  —  ycosea,  +zsmEc,  -^0, 
aus    welcher,    wenn   0<toM5'£a,<-j-    (oder    l>f^>-|-)    an- 
genommen  wird,   die  Varietät  jenes  Netzes  XV'   als    durch 
die  Wert 

bestimmt  sich  ergiebt.  Für  ^1  =  -^-  (d.  h,  wenn  die  Punkte  L 
der  Archimedeischen  Varietät  des  Netzes  XII'  entsprechen) 
folgt: 

[vergl,  §  67,  8b)]. 

3.  Die  Eckpunkte  P^,  P,,  Pj,  P^...  (Fig.  21/5)  der  dem 
Netze  XXIII  zugeordneten  gleich  eckigen  Netze  XXIII'  bilden 
die  bereits  früher  (§  52,  2.  und  §  64,  4a)  genauer  bestimmte 
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gegenpunkfcige  Hemigonie  eines  Netzes  XV',  deren  Eckpunkte 
auf  den  Hiiiiptkreiseii  C^L^. ..  des  Symmetrienetzes  SXIII 
liegen.  Wird  der  Punkt  P^  durch  die  Grössen  £'„,,  ^'a.,  oder 
f'oi,  «'oii  t'o,  lind  iü  der  Abbildung  durek  t\,  s\  bestimmt, 
so  findet  [vergl.  §  38,  Formel  ööe)]  die  Beziehung  statt: 

„.  ^,      ,               cos&'a,  —  cotas'„,      cosb'o,  —  coss'a,      coss'k 
2o  6)    tarn  f  „,  =  —  ■,— ~-,  -  =  ■ -, r  '^  - , 

[vergl.  §  67,  I9y)},  oder: 

25*')       -^  =  ^^+77-^  «der  h  =  -j^^- 

Diese  Beziehung  drückt  die  Bedingang  aus,  dass  der 
Puukt  t\ ,  s'^  auf  der  Geraden  ig  Q  (dem  Bilde  des  Haupt- 
kreises -ij  Gl)  liege,  welche  durch  die  Gleichung: 

dargestellt  wird. 

Der  Punkt  S^  (Fig.  21y)  (der  Schnittpunkt  des  Haupt- 
kreises L.^  C,  mit  Ä^  Ai)  bildet  mit  S^  (wenn  Ä^^  Sg  =  f„,  ist) 
zwei  konjugierte  Punkte  eines  involutoriscben  Systems,  da 
für  ^1  £',  =  £%  die  Beziehung  [55  &)  in  §  38]: 

25  £)  tmigsa,  +  tang6"o,  =  1, 

oder 

stattfindet;   die  Doppelpunkte  dieser  Involution  folgen  aus: 

25j?)  3f-2t^0, 

als  die  Punkte: 

25*)  yl'-O-  "--' 

4.  Von  den  Hauptkreiaen  eines  gleicheekigen  Netzes 
XXIII'  gehen  zwei  Gruppen  von  je  sechs  (z.  B.  P^  P^  und 
Pj  PJ  durch  die  Punkte  Ä  hindurch;  die  Pole  dieser  Haupt- 
kreise sind  die  Eckpunkte  zweier  Netze  XXIX'.  Die  erste 
Gruppe  dieser  Pole  bildet  die  Hemigonie  eines  Netzes  XII', 
für  welches  [vergl.  §  68,  2a),  Formel  21  e)]: 
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250  'i"'-"'    Si<"-1 

iat;    die   zweite   Gruppe   der  Pole    ist    die    Hemigoiiie    eines 
Netzea  XII',  für  welches : 

25»)        '>"■-, :4ti'  ''"'-' 

ist. 

Die  übrigen  zwölf  Hauptkreise,  welche  die  Kanten  der 
regulären  Dreiecke  bilden  (z,  B.  P^  Pj^  normal  zu  C^  L^) 
entsprechen  den  Hauptkreisen  2Ax)  des  §  70,  indem  z.  B, 
der  Hauptkreis  P^  Pj^^  durch  die  Gleichung; 

^  \  +s  (coss'a,  cos  t'a,  —  cose'^^,)  =  0 

dargestellt  ist. 

5.  Das  symmetrische  Pentagondodekaedernetz 
XSIX  (§  45  und  |  52,  Fig.  27)  entsteht  einfach  aus  dem 
Netze  XXUI  durch  Vereinigung  je  zweier  längs  einer  Kante 
jij  7^2  ■  ■  •  zusammenstossenden  Vierecke,  so  dass  diese  Kanten 
und  die  Eckpunkte  Ä  in  dem  Netze  XXIX  nicht  mehr  auf- 
treten. 

Die  Eckpunkte  Sj . . .  des  dem  Netze  XXIX  zugeordneten 
gleicheckigen  Netzes  XXIX'  stimmen  mit  den  Punkten  S^... 
(vergl.  unter  3.  dieses  Paragraphen)  überein,  sodass  je  zwei 
Punkte  ii  und  S^  konjugierte  Pole  desjenigen  inyolutoriseheu 
Systems  auf  dem  Hauptkreiae  Äj^A^  bilden,  dessen  Doppel- 
punkte die  Punkte  A^  und  S,,  sind. 

Die  beiden  Gruppen  von  je  sechs  Hauptkreisen  des 
Netzes  XXIII'  (vergl.  unter  4.  dieses  Paragraphen)  fallen  bei 
dem  Netze  XXIX'  in  die  drei  Hauptkreise  a  zusammen, 
während  die  zwölf  Hauptkreise,  welche  die  Kanten  der  re- 
gulären Dreiecke  bilden,  in  beiden  Netzen  dieselben  sind. 

Das  Netz  XXIX'  stellt  (vergl.  %  45)  einen  besonderen 
Fall  des  Netzes  XXVIII'  (vergl.  den  folgenden  Paragra- 
phen) dar. 
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§  73.  Tetraiidrisches  Pentagondodeliaederuelz 

XXTIII  nebst  dem  zugeordneten  gleicheckigen 

Netze  XXA'III'. 

1.  Das  zweifach  veräiiderliclie  Netz  XXVIIl  (§  44  und 
§  53j  hat  zu  Eckpunkten  die  Punkte  G  zweier  konjugierten 
regulären  Tetraeder  netze  und  die  zwölf  Eckpunkte  P,,  P,, 
Pjg,  P^g . . .  (Fig.  26/3),  welche  eine  Tetartogonie  eines 
Netzes  XV'  darstellen  [vergl.  §  64,  3.  unter  100] 

2,  a)  Die  sechs  Hauptkreise  (z.  B.  P3P1),  von  denen 
je  einer  durch  einen  Punkt  Ä  oder  A!  hindurchgeht,  haben 
zu  Polen  die  Eckpunkte  eines  Netzes  XSIX',  dessen  Varietät 
sich  aus: 

26ß)  XCOSS^  +  ßCOSE„,=  ^) 

oder: 

26ß'}  ((2si  _  ;^  -  1)  4  s  (1  -  Si)  =  0 

durch  die  Werte: 

bestimmt,  d.  h.  sich  als  Hemigouie  des  Netzes  X'  in  §  70 
[23«),  23|3i)]  ergieht. 

2.  b)  Die  beiden  Gruppen  von  je  zwölf  Hauptkreisen 
(vergh  §  53,  2.),  die  zu  je  dreien  durch  die  vier  Eckpunkte 
der  beiden  konjugierten  regulären  Tetraedemetze  hindurch- 
gehen (z.  B.  C^Pg  und  C^P^),  haben  zu  Polen  die  auf  den 
Hauptkreisen  c  liegenden  Eckpunkte  zweier  Netze  XXVIII', 
welche  Tetartogonieen  von  zwei  Netzen  XV'  darstellen. 
Die  charakteristischen  Relationen  für  diese  letzteren  Netze 
folgen  wiederum  einfach  aus  den  Gleichungen  der  Haupt- 
kreise jeuer  beiden  Gruppen. 

Ein  Hauptkreis  der  ersten  Gruppe  (z.  B.  (7,  Pg)  hat 
die  Gleichung: 

ein  Hauptkreis  der  zweiten  Gruppe  (z.  B.  C^  Pj)  wird  durch 
die  Gleichung: 
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26d)  x(coss^-cossa)-y(cosi^-coss^)  +  g{coss^^coss^)^0 
dargestellt. 

Damit  erhält  man  für  die  beiden  Varietäten  der  Netze 
XV'  oder  ihrer  Tetartogonieen  die  Beziehungen: 

und 

Die  letztere  Varietät  stimmt  mit  der  in  §  70,  2S'y), 
25S),  erhaltenen  überein. 

3.  Die  Eckpimkte  '^y,  %,  %^,  %^...  (Fig.26;3)  des  dem 
Netze  XXVIII  zugeordneten  gleicheckigen  Netzes  XXVIII' 
bilden  die  Tetartogonie  eines  Netzes  XV',  welches  durch 
die  Werte  £'„,,  &'a,,  *'s,,  ■&'(,,  f'^,,  ^'c^,  und  in  der  Abbildung 
durch  die  Werte  t\,  s\  charakterisiert  sei. 

Die  Steinerache  Verwandtschaft,  welche  zwischen  je 
einem  Punkte  P^  und  ^^  besteht,  wird  durch  folgende  Be- 
ziehungen dargestellt,  welche  sich  aus  den  Formeln  65^) 
des  §  44:  &„  +  »'^^0,  &„^+&',^^0,  ^,^  +  ^',^  =  0,  ergeben: 

27  k)       COSBa,COSs'g^  -\- COS  ^a^  COS  b' a,  ^  0 , 

21  ß)      COS  Sa,  (cOSe'a,  —  COSE'a,)  +  COSEa,(cOSs'a,  —  CÖSi'o,) 

+  cöSfia,  (coee'b,  —  coss'g^)  -=  0, 
27  j-)     cossa,  (cosf'o,  —  coss',,,)  +  cose^^  {coss'a,  +  COSt'a^ 

+  COSla,  {cos  B'a,  +  COS  f '„,)  =  0, 

oder: 

27a')  {s,  -  (i)  (1  - s\)  +  (1  -  s,) (s'i  - 1\)  =  0, 

27(3')  (3fj-3si+l)(£'i+s'i^l)  +  (fi+s,-l){3(',-3s'j+l)=0, 

21y')  (3t^-s^-l)it\~s',  +  l)+(t^-s,+l)(5t\~s\-^l)^0. 

Aus  je  zweien  dieser  Formeln  27«')  bis  27/)  lassen  sieb 
die  Koordinaten  t^^,  Sj  oder  t\,  s'^  zweier  konjugierten  Pole 
durch  Auflösung  der  linearen  Gleichungen  die  einen  durch 
die  anderen  ausdrücken. 

Für 
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stellen  die  drei  Gleicbungen  die  drei  Liuienpaare  äa,r,  welche 
durch  die  vier  Basispunkte  S,,,  ^4^,  B^,  B^  (^ig-  26i5)  der  Ver- 
■wandtsehaft  hindurchgelieii,  deren  Hauptpunkte  die  Punkte 
■^11  ^ij  ^'i  sind.  Die  Gleichungen  dieser  drei  Linieupaare, 
welchen  auf  der  Kugel  die  Hauptkreiae  entsprechen,  welche 
die  Innen-  und  Aussenwinkel  des  Diagonaldreieckes  A^C^C^ 
halbieren,  sind; 


27.) 

s=-sf  +  f-s-0, 

370 

^e~?,s^-2t  +  'i!i-\=0, 

27,) 

3i^~4;s  +  s^+2i-l  =  0, 

i.  k: 

27. •) 

1   S^A^...a^...    i-    s  =  0  oder  */  =  0f 
i  ]i,H,...a,...   »-1    -0      „     x-0; 

2n') 

1  C,B,...ä,..,3t~3t  +  l-H  oder2a;-y- 

1  0,J,...6,|...     (+    s--l_0     „          -J/  + 

m..f\ 

J  V,B,...d,...3t-   a-\-0  oier2x  +  y~ 

27,') 


l  C,li....b,...    i- 


s  +  1-0 


y  +  t-0. 


Die  KoordiiiateB   der  Basispunkte  Sg,  Ä.^,  i^g,  B^  sind; 


27») 


I      "  Vi 

(.%  ^  s  =  1 ,    oder    y  =  0, 


s=-l,   oder    !;  =  0, 


1/2 


1/2 


ya 


4.  Von  den  Kanten  eines  gleicheckigea  Netzes  XXVIII' 
gehen  sechs  (z.  B.  ^i^jj^)  durch  die  Punkte  A  und  A!  hin- 
durch; die  Pole  dieser  Hauptkreise  entsprechen  den  Eck- 
punkten eines  Netzes  XXIX',  dessen  Varietät  [vergl,  §  70, 
asß)  und  §  71,  26p)J  sich  aus: 
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bestimmt. 

Die  Hauptkreiae  der  beiden  Gruppen  von  je  zwölf; 
welcbe  die  Kanten  der  beiden  Gruppen  von  regulären  Drei- 
ecken mit  den  Mittelpunkten  C  bilden,  haben  zu  Polen  die 
Eckpunkte  zweier  Netze  X5VIII',  deren  Varietäten  sich  aus 
den  Gleichungen  dieser  Hauptkreise  leicht  bestimmen  lassen. 

Ein  Hauptkreis  der  ersten  Gruppe  (z.  B.  ^iSßjo)  hat 
die  Gleichnng: 

+  2  (cos  e'a,  cos  f '„,  —  cos^  «'„  J  =  0 
[vergl.  Formel  24x)  in  §  70];  ein  Hauptkreis  der  zweiten 
Gruppe  (z.  B,  ^ßiSßiJ   wird  durch  die  Gleichung: 

27A)    xicOS^a^COSt',,^  +COS^E'„^)  —  y(cOSE'ci,,COSE'a,  +  COS^s'a,) 

~  S  (cos  e'n,  COS  f 'n,  —  COS^  i'„  J  =  0 

dargestellt, 

5,  Ein  Netz  XXVHI'  kann  (vergl.  §  64,  3.  und  4.)  so- 
wohl als  die  Hemigonie  eines  Netzes  XXIH',  als  eines  Netzes 
XXVI',  als  auch  eines  Netzes  X"  erhalten  werden.  Bei  der 
analytischen  Darstellung  dieser  letzteren  Beziehung  wird 
man  sich  mit  Vorteil  auch  der  iu  §  69,  3.  eingeführten  Äb- 
leituiigskoef feien ten  t^'-^,  s^'-^  bedienen. 


§73.    Die  Netze  XYll  eines  iliombisclien  nwd  die 
Ketze  5IV  eines  tetragonalen  Spheaoids. 

i.  Zum  Schlüsse  dieses  Abschnittes  mögen  auch  noch 
die  wichtigsten  Relationen  für  die  Netze  XVII  und  XIV, 
welche  (vergl.  §  50,  8.)  bez.  Hemigonieen  der  Netze  IV" 
und  IV  darstellen  und  bereits  andererseits  als  Grenzfälle 
der  hauptasigen  Trapezoid-  und  Deltoidnetze  erwähnt 
wurden  (vergl.  §  62),  angegeben  werden. 

2.  Die  rechtwinkligen  Koordinaten  der  vier  Eckpunkte, 
z.  E.  Pj,  Pj,  P'i,  P'g  eines  Netzes  XVII  entsprechen  den 
1  Vorzeichenkombinationea  derselben  Permutation 
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(.^iiVi^^i)  (^ergl-  §  64,  3.);  die  Gleichungen  der  iJrei  Gruppen 

von  Kanten  sind  bereits  in  den  vorhergehenden  Paragraphen 

aufgestellt  worden,  nämlich  ton  [vergl,  Fig.  13«): 

P1P5  und  P\F\  in  §  70  unter  23«)  und  §  72  unter  26«), 

F^F'.^   „     F^F\    „  §  71      „      25k), 

P^P',   „     F\F^     „  §  68       „      21(3). 

3.  Die  Eckpunkte  ^  des  symmetrisch -konjugierten  Netzes 
(§  29),  z.  B.  ^33,  ^ly,  Sß'is,  ^'sä,  sind  die  Mittelpunkte  der 
den  Grenzflächen  des  ersfceren  Netzes  umgeschriebenen  Kreise. 
Für  die  Steinersche  Verwandtschaft,  welche  zwischen 
je  zwei  konjugierten  Polen  Pj  und  ^^  besteht,  ergeben  sich 
[vergl.  Formel  35e)  in  §  29]  aus: 

O.,  +  d'„,=  90°,   i=  1,2,3, 
die  Relationen: 

28«)         is,-h)(s\^t\)-^{l^s;){l-s\)  =  0, 
28j5)         (l-sO(l-s'i)-^i'i  =  0, 
28  y)         (1  (',  --  (s,  -  ^)  (s'i  -  i'i)  =  0, 

Für  #ii=!l'i  =  (,   s^^a'i^s  erhält  man  hieraus: 
28«')  \.\...{t-r){t^2s  +  l)  =  0, 

28(3')  &,.i,...(^~s  +  l)(f  +  s-l)  =  0, 

28y')  Ö,.i5...s(s-20-=0, 

d.  h.  die  Gleichungen  der  drei  Linienpaare,  welche  durch 
die  vier  Basispnnkte  (7,,  C^,  Og,  G4  der  Verwandtschaft  hin- 
durchgehen, deren  Hauptdreieck  A-^A^A^  ist  (Fig.  15/3), 

4  Für  ■9'fl,  =  45"  werden  die  rhombischen  Sphenoide  zu 
tetragonalen  (§  24);  die  beiden  (auf  dem  Hauptkreise  \ 
liegenden)  Punkte  P^  und  ?ß^  sind  konjugierte  Pole  der 
projektivisch  -  involutorischen  Verwandtschaft,  deren 
Doppelpunkte  C^  und  C^  sind.  Die  Verwandtsehaftsgleichung 
lautet : 

28«)  ,,,._(lz:«(i^i)=o, 

übereinstimmend  mit  der  früher  20  Ö)  in  §  24  aufgestellten 
E«lation: 

tangsatange'^  =  2. 
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5,  Über  die  Anzahl  der  mögliclieii  Gruppierungen  der 
Eckpunkte  eines  Netzes  SV  als  Eckpunkte  rhombischer  oder 
tetragonaler  Sphenoide  vergi.  das  letzte  Kapitel. 


III,  Zweite  Ordnung  der  zweileii  Hauptklaase. 

Gruppe  der  DiakishexekontaedGr netze. 

§  74.    Walil  fles  Koordinatensystems.     Analytische 
.  Relationen. 

1.  Als  rechtwinkliges  Koordinatensystem,  in  Beziehung 
auf  Welches  die  Elemente  eines  Diakishexekontaedernetzes 
SVI  (§  48  und  §  54)  und  der  in  demselben  enthaltenen 
besonderen  Netze  analytisch  darzustellen  sind,  bietet  sieh 
das  durch  drei  auf  einander  senkrechte  zweizählige  Axen 
OB  gebildete  natiirgemäss  dar.  Wir  wollen  die  von  unten 
nach  oben  gerichtete  Ase  OB-^  als  positive  2'-Axe,  die  von 
hinten  nach  yomen  gerichtete  Axe  OB^^  als  positive  JX-Axe 
und  die  von  links  nach  rechts  gerichtete  Ase  OB^^  als 
positive  T-Axe  wählen  (vergh  für  die  folgenden  Betrach- 
tungen die  Fig.  29,  welche  die  stereographische  Projektion 
eines   Netzes   XVI   für   den  Projektionspiinkt  S\   darstellt). 

2.  Die  15  Punkte  B^  die  sechs  Punkte  G  und  die  zehn 
Punkte  G  nebst  deren  Gegenpunkten  werden  da.iin  durch 
folgende  Koordinaten  dargestellt  (wobei  die  Koordinaten  der 

I  die  entgegengesetzten  Werte  erhalten): 


29  a)' 


B^l^l 


-0, 


^'Jy- 


s  =  r  cosi&'=-^cotg  <p^ 


x=--^tangfp, 

'j^—  cotgq), 

^>-2 

r 

=  0; 


y  Google 


29  ß) 


g  74.   KoovdinateB System.     Analytisclie  Eelatione 


X=       -^J 

y -^langtp, 

i?, 

^-     Yotg(p, 

s=     ^/otgtp^  I 
r 

y — o*«"3'p,   Sc 

r  I 


«-          'g'O'W, 

ü—'ftg'p, 

-Es 

'~     2' 

<  =  ~^cotg<p, 


^cotg(p, 


2-      2' 


-.^  iawi/y. 


Je  drei  neben  einaiidersteli  ende  Punkte  B  entsprechen 
den  Eckpunkten  eines  Oktantendreieckes,  die  30  Eckpunkte 
B  gruppieren  sich  also  als  die  Eckpunkte  von  fünf  konzen- 
trischen regulären  Oktaedern.  Je  vier  von  der  zweiten 
Reihe  an  untereinanderstehende  Punkte  nnd  deren  Gegen- 
pnnkte  (z.  B.  B^,  .Bj,  JS^,  li^  und  deren  Gegenpunkte)  haben 


welcher  die  acht  Vor z eiche nkombinationen  zugesetzt  sind, 
die  beiden  anderen  Gruppen  von  je  acht  (B^^,  B^,  Bg,  Bg 
nebst  Gegenpnnkten  und  .Bjj,  .Zi^^,  Bc,,  -Bjo  nebst  Gegen- 
punkten)  entsprechen  den  beiden  anderen  positiven  Per- 
mutationen  jeuer  Elemente.  Es  folgt  hieraus,  dass  je  24 
der  30  Punkte  B  und  B',  d.  h.  der  Eckpunkte  eines  Netzes 
SS',  fünfmal  den  Eckpunkten  eines  Netzes  XSIII'  (§  71) 
entsprechen  und  zwar  eines  Netzes  SSIII',  für  welches; 
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29a)  £..-60«,  £..=  72°,  «„,  =  36", 

also  [yergl,  US),  e)  m  §  66]: 


29  b)   ■ 


■s36''  +  cös60''  +  eos72» 

cos  36"  + cos  60" 
ä  36  "  +  003  60"  + cos  72"" 


1/5  + 1      , 


ist  [vergl.  20;')  irt  §  67],  welchem  also  die  parallGlflllchige 
Hemiedrie  eines  parallel  kaatigen  Hexakisobtaeders  um- 
w  erden  kann. 

seclis  Punkte  G  erkält  man: 


Als  Koordinaten  ( 


I    ^^' 
Gy  \y^rsinq>, 

I  s  —  rcosf, 

Ix  —  rsin(p, 
2  =  0, 


Gg  \y^~-rsin(f 
ix^  —  rcos(p 

G,  h-0, 

I  .s  =  )■  sin  w 


G,  U- 


s  =  0, 


■woraus  erhellt,  dass  die  zwölf  Punkte  G  und  G'  die  Eckpunkte 
eines  besonderen  Netzes  XXIX'  (vergl,  §§  45,  52  und  71,  3.  bis 
5.),  nämlieli  des  regulären  Ikosaedemetzes  V  darstellen  (vergl. 
66fi),  v),  in  §  45].  Die  Werte  für  s^,,  ^"a,  oder  für  i,  und 
t'\  [Formeln  2Ö£;),  t')  in  §  71]  werden  hier: 


29  c) 


t- 


f\^tangip. 


Die  zwölf  auf  den  Hauptkreisen  Ij^,  \^,  h^^  liegenden 
Punkte  G  nebst  Gegenpunkten  entsprechen  also  den  früher 
mit  S  (Fig.  21y)  bezeichneten  Punkten;  diese  zwölf  Punkte 
bilden  mit  den  übrigen  acht  Punkten  (Cg,  G^,  Q,  Q  und  deren 
öe genpunkten),  welche  den  Eckpunkten  eines  Hexaeders  ent- 
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sprechen,  ein  spezielles   symmetriscbes  Pentagondodekaeder- 
Hetz  XSK,  nämlich  das  reauläre  Netz  VII. 


Die  Koordinaten  der  zelm  Punkte  C  sind  folgende: 


297,) 


X  =  ~=  ißtitf  ip^rsin  ^, 


Ci  {y-0, 


20-/,) 


[•      Vi 

j=»  =  0, 

c, 

j  is^rsinipj 

x  =  rcosil>, 

0, 

y  =  rsiniij, 

g^O, 

;t  =  +         ,. 

c. 

I:t  ^' 

Cg    { J/  ==  —  *'  cos  ^, 

Ix  =  rcos  ijß, 
S  =  0: 


1/3 


(^  =  + 

(x=  — 


Hieraus  folgt  auch  leicht  mit  Beräcksichtigung  des 
oben  über  die  Lage  der  Punkte  B  gesagten,  dass  sieb  die 
20  Punkte  C  (nebst  Gfegenpunkten)  fünfmal  (so,  wie  in  29^3) 
den  acht  Eckpunkten  eines  regulären  Hexaeders  ent- 
sprechend anordnen  lassen,  wobei  also  im  ganzen  jeder 
Punkt  C  oder  6"  zweimal  auftreten  wird  (vergl.  auch  das 
letzte  Kapitel). 

3.  Die  Ebenen  der  15  Hauptkreiae  b,  der  sechs  Haupt- 
kreise g  und  der  zehn  Hauptkreise  c,  welche  bez.  die  Po- 
laren zu  den  Punkten  U,  G  und  C  sind,  werden  durch  die 
folgenden  Gleichungeo  dargesteliti 
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b,    ...£  =  0, 

K 

..x  =  0, 

K 

..y-^O; 

h 

..      x  +  y  tang<p  +  z  cotytp  ^  0, 

K 

..  ~ xtang <p  —  y  cotgip -\- z '=0 

\^ 

..-X  cotgtp  +  y  -\-ztangtp  —  0 

h 

. .      x  —  y  tangtp  +  s  cotgtp  ~  0 

29(.') 

K 
h 

h 
h 
h 

..—cc  iang  q)-{-ycotgq!  +  s^O 
..  —  X  cotgtp  —  y  +  iskmgcf  =  0 
..  —x-\-ytang(p~\-scotgip^O 
X  tangip  —  y  cotgrp  +  2  =  0 
. .      X  cotgip  +  y  +  e  iangq)  -=  0 
..—x  —  y  tangq>  +  s  cotgcp  =  0 
. .      X  tang<p  +  y  cotgip  +  s^0 

\^...      xcotgtp  ~y-\'Z  tanff<p  =  0 

1  j7i  •  ■  ■      y  sinip  +  s  cosq)  =  0, 

!  ?3  . . .  —  y s-intp  +  s  cosq) ^  0; 

29,3') 

Ug  ...      xcos<p  +  gsin(p'^0, 

[fU...  -xcosgi  +  ssinip^O; 

1  (/s ...     xsintp  +  ycoscp'^O, 

\ 

g^  ...  —xsin<p+yeos<p  =  0; 

[  Cj  ...     xtangip  +  sicotgq>^0  oder  xsinijj  +  z  cosi-^O, 

—  X  sinjp  -[-  ^  cosip  —  0; 
y  costl'  +  2  smijj  =  0, 

—  ycosip-[- 0  sinip  — 0:, 
X  cosiIj  +  y  sinf  ^0 , 
X  cosip  —  y  sinip  =  0; 

x  +  y  +  ^^O, 
x  —  y-\-s-^(>, 

—  x  +  y  +  ^-=-0, 
~x  —  y  +  s  =  0. 

Zu    den   Ebenen   der    15    Hauptkreise   l,    welche    ganz 
oder    teilweise    ausgezogen     die    sämtlichen    festen    gleich- 
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flächigen  Netze  dieser  Gruppe  bilden,  sind  die  Ebenen 
eines  Triakontaeders  [SS]  parallel,  welches  in  den  Punkten 
B  der  Kugel  umgeschrieben  ist;  zu  den  Ebenen  der  sechs 
Hauptkreise  (?,  welche  das  feste  gleicheckige  Netz  SS' 
bilden,  sind  die  Grenzflächen  eines  regulären,  der  Kngel 
in  den  Punkten  G  umgeschriebenen  Pentagondodekaeders 
parallel;  und  zu  den  Ebenen  der  zehn  Hauptkreise  c,  welche 
ein  anderes  festes  gleicheckiges  Netz  höherer  Art  SS'3 
bilden  (vergl.  das  letzt«  Kapitel),  sind  die  Grenzflächen 
eines  regulären,  der  Kuge!  in  den  Punkten  C  umgeschrie- 
benen Ikosaeders  parallel  (vergh  Fig.  29). 

4.  Die  Gleichungen  für  die  Grenzflächen  und  die  Koor- 
dinaten der  Eckpunkte  dieser  umgeschriebenen  Polyeder, 
wie  andererseits  diejenigen  der  den  Netzen  SS',  V  und  VII 
eingeschriebeneu  gleicheckigen,  bez.  regulären  Polyeder  er- 
geben sich  mit  Leichtigkeit  aus  den  obigen  Relationen; 
auch  folgen  aus  den  angegebenen  Gruppierungen  der  Punkte 
B,  G  und  C  entsprechende  Gruppierungen  der  Eckpunkte 
und    Grenzflächen   der   ein-   und   umgeschriebenen   Polyeder. 


§  75.   Koordiuaten  der  Eckpiinlite  eines  Netzes  STi' 
und  seiner  Heiiiigonic, 

1.  Die  Eckpunkte  des  gl  eich  eckigen,  dem  Diakishese- 
kontaedenietze  SVI  zugeordneten  Netzes  SYI'  sind  je  2.60 
homologe  Punkte  der  2.60  durch  die  vollständig  ausge- 
zogenen Hauptkreise  h  gebildeten  rechtwinkligen  Dreiecke 
(§  28  und  §  54),  [vergl.  Fig.  14  und  Fig.  29,  in  welcher  die 
in  die  Dreiecke  G  C  B  gesetzten  Zahlen  den  Indices  der 
Eckpunkte  P  entsprechen'!. 

Wenn  die  sphärischen  Abstände  des  in  dem  Dreiecke 
Gj  C,  B^  liegenden  Punktes  P^  von  den  drei  Eckpunkten 
B^,  -Bjg,  Bj5  des  Oktantendreieckes,  wie  früher,  durch  fj, 
e'\,  i"'t  bezeichnet  werden,  so  sind  bei  dem  festgesetzten 
Koordinatensystem  die  Koordinaten  Xj,  y^,  z^  dieses  Punktes 
Pi  durch  [vergl.  34(3)  in  §  28]; 
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I  a^i  =  r  coss"i,  ■=  r  sini/,  cos 9-^  =  r  coss/,,^ , 
30a)         {  y^  =  r coss"'),  =  r  sineiSin9i,  =  r  cossi,^ , 
I  s^^rcossi,  ^rcoSBi,^ 

dargestellt. 

Versehen  wir  die  drei  Werte  a',,  j/j,  «^  in  derselben  ku- 
ordiiimg  mit  den  acht  Voraeiclienkonibinationen,  so  erhalten 
wir  {vergl.  §  64,  1.)  acht  den  Eckpunkten  eines  Netzes  IV" 
entsprechende,  in  den  acht  Oktanten  liegende  Punkte,  näm- 
lich bei  den  angewendeten  Bezeichnniigen  die  Punkte: 
mß)     Pi,  P,a,  P2o>  -Pii  ^nd  deren  Gegenpnnkte, 

Bilden   wir  femer  die  beiden   anderen  positiven   Per- 
mutationen  von  (^^uJ/n^i),  nämlich  {^it^nVi)  und  {yi,^i,Xi), 
so  erhalten  wir,  wenn  diesen  beiden  Permutationen  die  acht 
V orzeich enkombinationen  zugesetzt  werden,  die  Punkte: 
SOj»)     P^,  P55,  P'is,  P'bs  i^iid  deren  Gegenpunkte, 
30«)     !>„,  F,„  P,„  P„       „        „ 
■wobei  den  Punkten  P^  und  Pg^  die  Koordinaten: 

30  e)       {  y^^  ^^i^*"  ^ös  Ei„ ,     I     j/gj  =  äfj^  =  r  cos  Et, , 
1  043  =  Pi  =rcosst,^^ ,    j      %  =  a^i  =  rcos£i,,. 


Diese  24  Punkte  entsprechen  also  (vergl.  §  64,  3.  u.  4  a) 
den  Eckpimkten  eines  Netzes  XXIIl',  da  ihre  Koordinaten 
die  beiden  Gnippen  TI^  und  U^  [Formel  10  £)  in  §  64]  dar- 
stellen. 

2.  Vier  weitere  Gruppen  von  je  24  in  ähnlicher  Weise 
angeordneten  Punkten  P  ergeben  sich  aus  den  vier  Punkten 
Pj,  Pjg,  P3,  Pjg  und  zwar  bestimmen  sich  die  Werte  für 
die  Koordinaten  derselben  in  einfacher  Weise  aus  den  sphä- 
rischen Abständen  des  Punktes  I\  von  den  Eckpunkten  der 
vier  anderen  Okfcantendreiecke  [vergl  29  c)  des  ■  '  " 
ragrapheu],  nämlich  von  den  Punkten: 

i^,JS„Pj3  fßr  den  Punkt  P,, 
P,J5,  Ui,  „  „  „  P,s, 
PjZfg  1^3  „  „  „  Pg; 
B.B.  B,.    „      ,,  ,       Pis. 


30g) 
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Werden  diese  Abstände  dnreh  die  mit  dem  entspre- 
chenden Index  versehenen  Grossen  s  bezeichnet,  so  ergeben 
sich  als  Werte  dieser  Koordinaten: 


30,) 


^lä 

—  »-CÖSE6,, 

Vn 

—  r  cossi^^ 

H 

—  Tcossi,; 

*1 

^reosBi^, 

«/l 

-rcosBi,^ 

Aus  der  nachfolgenden  Zu! 


instellung  kann  man  die 


zu  je  einer  Gruppe  von  24  Punkten  gehörigen  Punkte  er- 
kennen, wobei  den  in  einer  Horizontah'eihe  stehenden  die- 
selbe Permutation  der  Koordinatenwerte  zukommt. 


Zweite   G 

uppe 

P.  P,    P,„  P„  r 
-PjjP's.-P's.-P'.. 
P1.P4S-P«  -P« 

nd  Gegciipunkte 

Dritte  Gl 

nppe: 

P„  P„  P„    F„ 
P„  P'„  P'„  P„ 
P,  I'\  P'„  P, 

" 

Vierte  Gi 

uppe; 

P,  P,  P„  P„ 
P„  P.,  P'„  P'„ 
-Pu-Pis-Pi«  -P« 

;,      !: 

Fünfte  Gruppe: 

y^p..  ^..-P.. 

)'      )■ 

-Pl4-P'«-P'!7-P6. 

:) 

P.  F'^FUtF, 

r                   r. 

30&} 


3.  Was  die  Werte  für  die  Cosinus  der  zwölf  apliä- 
risehen  Abstände  [in  den  Formeln  30?;)]  anlangt,  so  lassen 
sich  dieselben  in  einfacher  Weise  durch  die  Cosinus  der  drei 
Abstände  £4,  e"i,  s"'i,  oder  «(,,,  f^,,,  f;,,^  ausdrücken  und  zwar 
erhält  man  leicht  [vergL  die  Formeln  29  a)  in  §  74]: 

IcosSö,  =-|-[cos£ä,  cotgrp  +  cose/,^^  +eose/,^Jangq)], 

cösi(,„  =  -|-  [cosEj,  —  cos£t^,  tangip  —  cosBi^^  cotgip], 

cos  Ej,,  =  -^  [cos  £i,  tang  rp  —  cos  £*„  cof (/  ly  -f  cos  ej, J ; 
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30x) 

-[cos  £6,                —  CÖSii 

[cosej^  tmtg<p—cosEb 

j  —  eosEt^^iang^], 
Jmg(p  +  cosEi,^^cotg<p], 
^cotg<p-cos€bJ; 

30-1) 

cosei,,  ^^■ 

[cos£ä,tow(/g)+cosit 

+  cosst,Jang(p], 
,  (dMt/ip  —  cosE/,,^  colgip], 
cotgip+cosc/,J; 

30  f.) 

cos%  =- 

[eoSEi,  cotg(p  —  cosSi 

■{cOSEi^                 -\- cos  Et 
ffifl.?  j:.    ^(i,w(7  fn  4-  r.ns  F 

—  eosEi^Jangtf], 
^  iangq)  +  cosEt,,^  cotgrp\ 

Setzt  man  diese  Werte  m  die  Formelß  30  jj)  ein  und 
berücksichtigt,  dass 

Cös60"=--|,    cos^i'6'^  =^'^cotg(^^    cosl2'*  —  ^tangq) 

ist,  so  erkennt  man  durch  Vergleichung  mit  30«),  dass 
die  so  umgestalteten  Formeln  30ij)  die  Koordinaten  des 
Punktes  Pj  bez.  für  die  vier  rechtwinkligen  Systeme  dar- 
stellen, deren  Koordinatenaseu  nach  den  Eckpunkten  der 
vier  in  30£}  angegebenen  Oktantendreiecke  gerichtet  sind. 
Denn  die  Formeln  stimmen  genau  mit  den  Transfor- 
mationsformeln für  je  zwei :  konzentrische  rechtwinklige 
Systeme  überein;  die  Substitutionadeterminante  wird  gleich 
±  1. 

Mit  Hilfe  der  Torsteheuden  Formeln  kann  man  daher 
sofort  die  Koordinaten  aller  Eckpunkte  eines  Netzes  XVI' 
erhalten,  wenn  man  diejenigen  eines  Eckpunktes  in  Be- 
ziehung auf  irgend  eines  der  fünf  bezeichneten  Koordinaten- 
systeme als  bekannt  annimmt. 

Die  nachfolgende  Zusammenstellung  giebt  fünf  Gruppen 
von  je  zwölf  Punkten  (und  deren  Gegenpunkten),  welche 
in  Beziehung  auf  das  erste,  zweite,.,,  fünfte  Oktanten- 
dreieck  in  gleicher  Weise  angeordnet  sind  [vergl.  30^)  bis 
d)  und  rj)}. 
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^1  -Bu  B'„ 


SOv)     l  F,    P,    P„  P„       i3,P,  üu 


Erste    Gruppe: 

P, 

-Pie 

P»  P„ 

F„ 

^a. 

P'uP'i. 

P« 

.P» 

P«  P.. 

Zweite  Gruppe 

P„ 

-P. 

P'i     Pu 

-P» 

-P» 

P'isP'ö 

P', 

-P'i 

iP'jjP'.s 

Dritte  Gruppe 

-Pn 

?3I 

p„  p.. 

P, 

P'i 

p'i.  Pll 

^4. 

P» 

P"uP'.4 

Vierte  Gruppe 

A 

-Ps 

-Pl.     Pl. 

P, 

Ps 

P'.P'.. 

-P, 

P"! 

P„     P„ 

Fünfte  Gruppe 

A 

Pb 

J°40~P!0 

P, 

P. 

P„  P,s 

P, 

Ps 

P'o  P'i. 

-B4-C3 


Die  120  Eckpunkte  eines  Netzes  XVI'  lassen  sich  da- 
her  fünfmal  zu  Gruppen  yon  je  fünf  Netzen  5XIII'  zu- 
sammenfassen. 

4.  Die  Soordinaten  für  die  Eckpunkte  der  beiden  Netze 
SXVII'  (§  43  und  §  55),  welche  die  gyroidische  Hemigonie 
eines  Netzes  XVI'  bilden,  ergeben  sich  einfach  aus  den 
rechtwinkligen  Koordinaten  für  die  Eckpunkte  eines  Netzes 
XVI',  wenn  jeder  Permutatioii  der  Koordinaten  werte  ent- 
weder nur  die  vier  positiven,  oder  nur  die  vier  negativen 
Vorzeichenkombinationen  zugesetzt  werden  [vergl.  Fig.  25/3)]. 
Datait  ergiebt  sich  sofort,  dass  die  60  Eckpunkte  eines 
Netzes  SXVII'  sieh  fünfmal  zu  Gruppen  von  je  fünf  Netzen 
XXVIII'  (§  44,  §  53)  zusammenfassen  lassen  [s.  m&)  und 
30x^)1. 

5.  Die  sphärischen  Abstände  eines  Punktes  P,  z.  B.  Pj 
von  den  Endpunkten  ö^ , . , ffg  und  Cj^... C^^  der  ftinfzähligen 
und  der  dreizähligen  Axen  lassen  sich  ebenfalls  in  ein- 
facher Weise  durch  die  Grössen  £j,  e"*,  e'"i,  oder  «j^,  £;,,,,  fs„ 
ausdrücken.     Man  erhält  für  £j,,...£j,  [vergl.  29j3)  in  §  74]: 
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30;t) 


cos%,  = 

cos  Ei 

COSf  +  CÖSEi,, 

sintp 

COSSg,  - 

cos  El, 

cosq^'-cosej. 

sinrp 

i:osf^  = 

cos  et 

SJ«(p  +  CÖSi6j 

cos<p 

COSSg,^ 

cosei, 

sin<p—cos£t,^ 

COS(p 

COSEp,^, 

COS£b 

,sinq}  +  cos£/„ 

COS(p 

CÖS£„  = 

-COSB, 

^sinfp  +  msst^ 

COS(p 

301) 


und  für  Sr^...s^^^  [vergl.  2931)  in  §  74]: 


cosBc,  =cos^f,^  cosil)  —  cossi,i^sinij!j 
cossc,  =-cosSi^  sinij>  +  cos%,cosilj, 

COSSc,  =-C0SE6,  SmijJ--C0S£t„COSi}, 
COSSa,   =^eOSBi,^^COSll)-\-COSEb,^si'n^^ 

cos£c,^=^cosei,^,cosip—cosst,,,sinip, 


[cose^,  +  cossb,,  +  cosEtjJ , 


'-VE'" 


:,j  +  C0S£6„  — COSEiiJ, 


CÖSS,..   =—7=  [WSEJ,  ~C0S£6,,  +  COS£i,J, 

Aus  diesen  Relationen  lassen  sieh  die  —  zum  Teil 
schon  früher  (§  54  u.  §  55)  hervorgehobenen  —  verschiedenen 
Arten  der  Gruppierung  der  Punkte  P  um  die  Äsen  OG  und 
OC  mit  Leichtigkeit  erkennen. 

§  76.  Koordinaten  der  Eckpunkte  der  besonderen 
gleicheckigen  Ketze. 

1.  Die  Eckpunkte  der  besondereu  gleicheckigen  Netze 
XI'  (§  21),  SIII'  (§  23)  und  XSH'  (§  36)  werden  erhalten, 
■wenn  der  Pimkt  P,  auf  einer  der  drei  Kanten  des  Dreieckes 
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G^C^B^,  mimlieii  bez.  auf  i\  (?,,  !>,(],  uiicl  C^G^  liegt 
(vergl.  aueii  §  54  und  die  Tabelle  der  zugehörigen  Polyeder 
§  56,  s.). 

2.  Die  Koordinaten  eines  auf  B^  G^  (dem  Hauptkreise 
^13)  liegenden  Punktes  P^  feigen  aus: 

(st^^aO",    fs,  +  £f,,==  900  oder   ^,__90o^   Ö.^^O" 
31k)  oder 

[  */,,  +  *p,  =  ¥> 

[Yergl.  34ft)  in  §  28]: 

^j  =  0, 

Den  \'ier  Yorzeichenbombinationen  für  die  drei  (nega- 
tiven) Perniutationen  dieser  Koordinaten  werte  entsprechen 
zwölf  Punkte  [vergh  die  AnordnuDg  JJ,  in  §  65,  11(3)], 
welche  die  Eckpunkte  eines  Netzes  XXI5'  (§  45  und  §  52) 
sind.  Die  Varietät  <3ieses  Netzes  bestimmt  sich  aus  dem 
Werte  für  £}, .  Je  zwei  benachbarte  inBeziehuDg  auf  eine  Kante 
SQ  symmetrische  Punkte  [z.  B.  Pj  und  P^,,,  Pg,,  und  P^,^, 
vergl.  30/3)  in  §  75]  des  Netzes  XVI'  fallen  hier  in  einen 
Punkt  zusammen. 

Die  vier  anderen  Grappen  von  je  zwölf  in  gleicher 
Weise  angeordneten  Gruppen  P  ergeben  sich  aua  den 
Formeln  30jj)  und  der  Zusammenstellung  30v)  in  §  75, 
wobei  die  Werte  für  die  Cosinus  der  Winkel  £;,.  nach  den 
Formeln  30 1)  bis  30 fi)  mit  Berücksichtigung  von  31«)  zu 
bestimmen  sind. 

Die  60  Eckpunkte  eines  Netzes  XI'  gruppieren  sich 
also  als  diejenigen  von  fünf  kongruenten  konzentrischen 
Netzen  XXIS'. 

Die  besonderen  Werte  für  die  sphärischen  Abstände 
ff,  %,  «c  sind  in  den  nachfolgenden  Eelationen  übersichtlich 
b  [vergl,  30(.)  bis  30 fi),  30^),  30Z)  des  §  75]: 


yGoosle 


352    Fünftes  Kap.  Anal.  Daratellg.  d,  gieiciiflilch.u.d.  ttc.  Netze  etc. 


31  y) 


cos  So,  =  cos  f  i,,  —  -|-  (cos  £6j  cofö"  (p  +  sins^^  fang  y) 

=  cos  fjj  cos  36 "  +  s!»  Ej,  CöS  72  ", 
cöSEj,  "-cos Es.  —  l  {cos Si^cotgip  — sine;, J-anptp) 

=  cosej,  cosSG"  —  ^£5,  cosTS", 
cos  f 4^  =  cös  f i,  ^  -|  (cos  fj,  +  sin  «s,  cö^  qi) 

=  cos  £i^  cos  60**  +  sin  f  (,,  cos  36  **, 
cos  Bi,,  =  cos  £,,„  =  -i  (cos  sj^  —  sin  Sj^  coi^r  (p) 

=  cosej^  cos60"  —  sins/,^  cosSö", 

COSe^^  ^  CÖSfftj,=  -i  (cOSfi^  toj/qs  +  SWEiJ 

=  cos  £6^  COS  72 "  +  sm  f^,  cos60 ", 

cos  f  (^,,  —  COS  f  4„  =  -^  {cos  Ejj  ißWi;  q:)  —  sin  e^^ 

=  cos  Et,,  COS  72°  —  sniSi,  cos  60"; 


31  d) 


■5(9'  —  ^*,)!      *ä,+  %,=fP, 

^s  £;,,  =  COS  £/,,  sin  <p , 
>S£j,j  ^sinBi,^  COSg); 


31.) 


)s  t^,  co^g  y 


1/3 

1 
)s  f  „^  =  cös  £,,  =  —  (cos  f;,,  +  sm  f  6,) , 


COSft,  =  COSEc 


.  — (cos.,-s..uO, 


ij,  -=  Sm£j,  SJMI/J,     E^  +  it„  =  180' 


f^^+f^^^lSO^-Si/', 


Von  besonderen  Varietäten  der  Netze  XI'  iat  ausser  den 
früher  erwähnten,  nämlich  der  konjugierten  [%=£si  Formel 
23p)  in  §  21]  lind  der  ArchimedGischeii  [Formel  23y) 
in   §  21]    noch   diejenige    hervoranheben,    deren   Eckpunkte 
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die    durch   E  bezeichneten   Punkte    (Fig.  29   und   30)   sind 
und  für  -welche  die  einfache  Beziehung: 

3U)  s.^^ijj 

gilt  (vergl.  §  54,  4.). 

3.  Für  die  Koordinaten  eines  auf  S-^Cy  (dem  Haupt- 
kreise h,^)  liegenden  Punktes  erhält  man  wegen  [vergl.  34i') 
in  §  28]: 

32«)  4i„  =  90«,  £,,  +  ^,,^  =  90",  »,,^0,  ^.,-60«,  fi„4-£,-^; 

Ix^  ^r  sin  St,, 

Werden  den  drei  positiven  Permutationen  dieser  Koor- 
dinatenwerte die  vier  Vorzeichenkombinationen  zugesetzt,  so 
erhält  man  die  Koordinaten  von  zwölf  Punkten  [vergl.  die 
Anordnung  i7j  in  §  65,  11;^)],  welche  ebenfalls  die  Eck- 
punkte eines  Netzes  XXIX'  (§  45  und  §  52)  sind,  dessen 
Varietät  sich  aus  dem  Werte  für  Sa,  bestimmt.  Je  zwei  be- 
nachbarte, in  Beziehung  auf  eine  Kante  HC  symmetrische 
Punkte  [z.  B.  P,  und  P„,  P,o  und  P^^,  vergl.  30^)  in  §  75] 
des  Netzes  SVI'  fallen  hier  in  einen  Punkt  zusammen. 

Ebenso  giebt  es  vier  andere  Gruppen  von  je  zwölf 
analog  angeordneten  Punkten,  für  welche  sieh  die  Koordi- 
nateuwerte  aus  der  Zusammenstellung  BOv)  und  den  Formeln 
SOjj)  in  §  75  mit  Berücksiclitigung  der  Werte  32«)  er- 
geben. 

Eb  gruppieren  sich  also  auch  die  Eckpunkte  eines  Netzes 
XIII'  als  diejenigen  von  fünf  kongruenten  konzentrischen 
Netzen  SXIX'. 

In  den  nachfolgenden  Formeln  sind  die  besonderen  Werte 
für  die  sphärischen  Abstände  si,,  ig,  s^  [vergl.  30i)  bis  30^;) 
des  §  75]  zusammengestellt: 

Hess,  Kngelleilung.  23 
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eosEj^  =cossi,^  —\{cofiEb,cotgip  -sinsi.) 

=  cosEi,^  cosSQ"  —  sin  ej,  cos 60", 

cos  fij  =  cos  fjj  —  "2"  (cos  «6,  +  SM*  f ft,  (öJJ^  ijl) 

32  y)  =  cosFb,  cosGO"  +  sm^t,  cos72'', 

cosf/,,  =  cosf  j^j  =  ^-  (cöSfj,  —  siMfjj  tangq>) 

=  cosfti  cos60"  —  sJMEs,  cos  72", 

cos  S(,^  =  cos  £6,„  =  -^  (cos  E*,  itmt?  f  +  SIM  fjj  coi^  9) 

•"  cosfi,  cöseO^  +  swfi,  cosSö", 
COS  ^6j,  =  CDS  £sj^  =  Y  (cos  Eh,  ^fig  f  —  sin  f *,  cotg  «p) 
==  cos  Et,  cos60°  —  sin  E/,^  cos  36"; 


32  d) 


32.) 


=  cos  Eg^  =  cos  «i,  COS  cp , 

■  /  \  HAo   ^         \  U».+  '^?.  =  180''— 2.p, 

=  sm(9)  — fj,),  tp,=90''-(tp-£6j  I  '^' 

—  —  cosEi,^  =  sinfb,sin(p,   %  +  %t  =  180"; 

cos «c,  =  cos  (^  +  EsJ,     i(,--  l/J  4- ^*i  =  2 1/J  —  fc,, 


'•      ]/3 


(C0S£s,+AWf6,), 


COS  «e,  =  COS  Ec 


^-^^  —  w"^' (cos Ei,  -siwes,), 

cosfi,  tanqip 
=  cos  Ef,^  sm  ^  ^ j— 1 

y  3 


( f  c,  ==  cos  f  c,„  ^  sm  Sfi,  eosi^  = '-—^ — 

y  ö 

Von  besonderen  (konvesen)  Varietäten  der  Netze  5II1' 
ist  bereits  früher  die  Ärchimedeische  [Formel  25^)  in 
§  23]  erwähnt  und  charakterisiert  worden. 

4.  Wenn  der  Punkt  P,  endlieh  auf  der  Hypotenuse 
CiGi  (dem  Hauptkreise  b^^)  liegt,  so  besteht  die  Beziehung: 
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33«)  ^i„-90" 

oder  zufolge  30x)  in  §  75: 

33  a')  coss^,^  =  cosEt,,  tangq)  —  cosf^,,  cotgip, 

welche    Bezieliung,    wie    leicht    nachzuweisen    ist,    mit    den 
folgenden : 

33ci")         ^,,  =  36'',   ^,,-0*'  oder  b„  +  b,,  —  % 
identiscli  iat. 

Die  Koordinaten  des  Punktes  Pj^  [des  ersten  Punktes 
der  dritten  Gruppe  in  30-3')  §  75]  sind  alsdann,  da 

33a'")  «(..--ÖO«,    s,^  +  f,^=.900 

ist, 

Die  vier  Vorzeichenkombinationen  der  drei  positiven 
Permutationen  dieser  Koordinaten  werte  liefern,  wie  unter  3. 
zwölf  der  bezeichneten  Gruppe  ungehörige  Punkte,  welche 
die  Eckpunkte  eines  Netzes  XXIX'  sind,  indem  je  zwei  in 
Beziehung  auf  eine  Kante  CG  symmetrische  Punkte  (z.  B. 
P;^  und  P^j,  Pm  und  P^g  u.  s.  w.)  in  einen  Punkt  zu- 
sammenfallen. 

Die  vier  anderen  Gruppen  von  je  zwölf  in  gleicher 
Weise  angeordneten  Punkten  erhält  man,  wenn  man  die 
analog  dieser  dritten  Gruppe  30O)  in  den  Übrigen  vier  Ok- 
iantendreiecken  (und  ihren  Neben-  und  Gegendrei  ecken)  grup- 
pierten Punkte  betrachtet  und  je  zwei  symmetrisch  zu  einer 
Kante  CG  liegende  Punkte  zusammenfallen  lässt.  Die  Koor- 
dinaten ergeben  sich  dann  a,u3  den  besonderen  Werten  für 
die  sphärischen  Abstände  des  Punktes  F,  von  den  Punkten  P, 

Die  folgenden  Formeln  enthalten  die  besonderen  Werte 
ülr  El,,  sowie  für  fj,  und   Ec\  sie  resultieren  aus  den  Formeln 
30i)  bis  30/t),  301)  und  30ä),  wenn  zufolge  33k): 
costti,  =  l  {co3B6,cotg^  +  sinBt,^)f 
3  3  /S ')         cos  Eo,3  =  ■  2  (öös  Sjj  —  sin  ej^  tang  (p) , 

cos  !,„^  ^  2"  (~  cosi;,^  tangfp  -\-  sin  i/,^  cotgtp) 
gesetzt  wird. 
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ääc) 


cosEt^  =  cos  et,  =  |i 


cos  £4.  *ff«ir(p  -f  sj«£4,  cotgtp) 
eos  E^i  cotg  9  —  sin  «*,) , 


j  f^_  +  £^  =90"- % 

'     f^OS  £j,.,  =  COS  £,,,  ■=  COS  £1,  COS^ , 

cos  £g^  =  COS  f  j.^  =  sifi8i^sinip, 
[  cos  £(,j  =  Sin  (sjj  —  <p) ,    £^j  =  %,  +  2  9; ; 

)S£c,  =COs(£t.  —  1/i),     «c,  ^Si,  —  lJ'  =  Z  — Eff.f 

w  Sj,  -=  COS  E;,  =  1/^  cös  (45"  ~  £^)  -=smii  cos  (45"—  £(,,) ') 

9S£c^  =■  cos  {St,  +  t),      «c,  =  fit,  +  Slfi, 

3S£cj  =  cose^,  ^  srntj,  cosii'j 

9SS,:^  —  COSS;,,,  =-  "jZ-l  cos  (45''+£i^)  =  SinT]  COS  (45''  +  fi,). 


Von  besornJeren  Varietätei:i  dieser  Netze  XXII'  sind 
einmal  die  sog,  Archimedeische,  für  welche  [vergl.  52/5) 
in  §  36j: 

33 £)         tanffSg,  =  -j  taiig(p    oder   tangi^,  =  cos^ <P 
ist,  ferner  diejenige,  deren  Eckpunkte   die  Schnittpunkte  F 
der  Diagonalen  des  Vierecks  G^  B^  C^  C^  [§  36,  Formel  b2y), 
%  54,  4.  und  §  55,  4.]  sind  und  fßr  welche: 

33j))  £g,  =  90''-2(p,    E,=(p~i>,    si,,  =  (p 

iat,  endlicli  diejenige,  deren  Eckpunkte  die  Punkte  -ß  (§  54, 
4.  und  §  55,  4.)  sind  und  für  welche: 

1)  Siehe  Pig.  29  imd  SO  ■  (7^  23,  =  B,  C,  =  90  *  ~  ij. 
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35&)         ej^=45",    Jj,  =  45''  — g),    £(,  =  45"  —  ?^ 
ist,  bemerkenswert  (b.  die  Fig.  29  und  30)  ^). 

Bei  der  Varietät  33  jj)  gehen  die  fünf  konzentrischen 
Netze  XXIX',  deren  Eckpunkten  diejenigen  eines  Netzes 
SXII'  entsprechen,  in  reguläre  Ikosaedernetze  V,  bei 
den  Netzen  339-)  in  Kubooktaederaetze  XIX'  über  (vergl. 
das  letzte  Kapitel). 

5.  Wenn  endlieh  der  Punkt  Pj  mit  einem  der  Eck- 
punkte Gfi,  C\,  B^  zusammenfällt,  so  resultieren  die  bereits 
im  §  74,  Formeln  29)  angegebenen  Koordinaten  der  Eck- 
punkte der  Netze  Y,  VII  uud  XX'. 


%  77.  Die  den  gieicheckigeii  Netzen  mit  festen 
Symmelrienetzen  ein-  und  «mgeschriebenen  Po- 
lyeder.    Aljleitxingsltoefüzienten. 

1.    Setzt  man  in  der  Gleichung; 
34)  x^x  +  y^y  +  s^z  —  r^  =  0 

für  a^j,  yj^,  g^  die  Koordinaten  der  Eckpunkte  der  gleicheckigen 
Netze  ein,  so  erhält  man  die  Gleichungen  der  Grenzflächen 
der  jenen  Netzen  umgeschriebenen  gleichflächigen  Poly- 
eder. Diese  sämtlichen  Polyeder  sind  als  besondere  Fälle 
in  dem  allgemeinsten  Polyeder  [XVI]  dieser  Gruppe  ent- 
halten. 

Die  120  Grenzflächen  gruppieren  sich  also  (§  75,  3.)  fünf- 
mal zu  Gruppen  Yon  je  fünf  Diakisdodekaederflächen,  wobei 
in  den  24  Gleichungen  einer  Gruppe  die  Koeffizienten  x^, 
j/i,  2i  in  der  angegebenen  Weise  zu  permutjeren  und  mit 
den  Vorzeichenkombinationeu  zu  versehen  sind. 

Die  Eckenaxen  p^,  po,  ps  dieses  Polyeders  [XVI],  sowie 
die  senkrechten  Abstände  p'^,  p'^,  q\  des  polaren,  dem  Netze 

1)  Die  60  Punkte  D  sind  identisch  mit  den  Toii  Cayley;  Ou 
the  regulär  Bolids  (Quarterly  jouni.  Vol.  XV,  1S78,  pa^.  127  —  131) 
durch  iP  hezeichneten  Punkten.  Die  von  uns  durch  ff,  C,  B  bezeich- 
neten Punkte  stimmen  hez.  mit  den  vou  Cayley  durch  A,  B,  0  be- 
zeichneten Punkten  iiberein. 


y  Google 


358    Pünflua  Kap.  Anal.  Darstellg.  d.gleicMäch.  u.  d.  etc. Netze  etc. 

XVI'  emgeschriebenen  gl  eich  eckigen  Polyeders  [SVI']  [vergl, 
§  28,  Formeln  34)]  bestimmen  sieh  aus: 


34/3')     y'j,,  =rcösej,,j    p'j,  =  r cos Sc, ,    p',,,  =rcosa6,, 

in  welchen  Formeln  %j  und  £c  auch  durch  s/,^j  Sb^^,  f.i^^  oder 
drei  andere  zusammengehörige  Werte  für  sj  ausgedruckt 
werden  können. 

Mit  Hilfe  der  in  §  17a),  b),  d)  aufgestellten  Bezieh- 
ungen und  durch  Einführung  der  sphärischen  Abstände  -^i 
^,  ~   [34(5)  in  §  28]  des  Punktes  P-,  von  den  Kauten  des 

sphärischen  Dreieckes  G,  G^  B^  können  die  Innenfläcben- 
winkel,  die  ebenen  Winkel,  die  Länge  der  Kanten  der  beiden 
Polyeder  [XVI]  und  [XVI']  leicht  bestimmt  werden.  Ebenso 
einfach  gestaltet  sich  die  BestimmHng  der  analogen  Grössen 
für  die  tieu  besonderen  gleicheckigen  Netzen  dieser  Gruppe 
um-  und  eingeschriebenen  Polyeder  durch  Einführung  der 
in  dem  vorhergehenden  Paragraphen  gegebenen  Werte  für 
Bi,  Sg  und  «c 

2.  Man  kann  (vergl.  §  28,  4.)  das  gleicheckige  Poly- 
eder [XVI'J  aus  einem  regulären  Ikosaeder  durch  gleich- 
massige  und  gerade  Abstumpfung  der  Ecken-  und  Kauten- 
axen  und  entsprechend  das  gleichflächige  Polyeder  [XVI] 
aus  dem  regulären  Pentagondodekaeder  dadurch  erhalten, 
dass  man  die  Flächen-  und  die  Kantenaxen  desselben  in 
einem  bestimmten  Verhältnisse  verlängert  und  durch  je 
drei  benachbarte  Eckpunkte  der  beiden  verlängerten  Äsen 
und  der  unveränderten  Eckenaxe  eine  Ebene  legt. 

Bezeichnen  wir  die  Ableitungskoeffizienten,  d.  h. 
das  Mass  der  Abstumpfung  für  die  Ecken-  und  die  Kanten- 
axe  eines  regulären  Ikosaeders  bez  mit  t  und  s  und  ent- 
sprechend die  Ab leitungsko effizienten  für  die  Flächen-  und 
die  Kantenaxe  eines  regulären  Penfcagondodekaeders  bez.  mit 
z  und  ö,   so  ergeben   sich,   wenn  die  Ecken-,   die  Flächen-, 
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die  Kantenaxe  des  Ikosaeders  bez.  durch  gi,  c;,  hi,  die  Flächen-, 
die  Ecken-,  die  Kaiitenaxe  des  Dodekaeders  durch  j/^),  Cp,  bp 
bezeichnet  wird,  für  die  sich  polar  entaprecheiiden  Polyeder 
[SVI']  und  [SVrj  die  Relationen: 

cotgtp 


34/) 


34r) 


—  rcosE,,  =fli.r  =  c;y3  — - 
cos  wcotow 


■i  =  - 


=  rcosEb,  "^ffi. 


=  — ^  cotgip  cosip .  T  =  öp  cosfp .  ■ 


=  _„  ^  =„■'-■■-..  a  =  ,.1  com  w.a^lh.a. 
costi       costp  T/g 


Wir  nehmen  hierbei  also  die  Flächenase  C;  des  Ikosa- 
eders  oder  die  Eckenaxe  Cp  des  Dodekaeders  als  unTerändert 
an,  während  die  Abstände  &'„,,  p's,  oder  p^,,  p^,  und  damit 
auch  r  veränderlich  sind. 

Aus   diesen  Formeln  folgen  nun  die  Relationen  [vergh 
§  28,  Formel  34«)  und  §  75,  Formeln  30]: 
1        COSrpCOtgqiCOSEg, 


34  Ö) 


34  e)  s  = 

wobei 

ist,  und  ferner: 


)/3  cosi, 

1  _^cofy<f  cosaii^ 

«       ]/3~  cosa^, 

'■)p         eoti 


COS^ 


1- 


ICOS  fi,  =  —  = ;     COS  El.,  =  - 
m      mo' 
t  —  SCOS^(p 
'''      msinfpcosfp 


cosi/,,  +  cosBi,^,  tang^tp 


ff  —  r  cos'  q) 
na  T  sin<p  cosq) 


woraus  auch 
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-  1  /  gS  -L  ("1  —  cY''  ^Mn^,^  J.  >  __ 


340)      m  =  l/sH(l-sVcoirtV  +  -      , 

^  y       '  ^        ^      j  -r  >    sin'ipcos^ip 

resultiert. 

3.   Mit  Benutzung  dieser  Relationen  erhält  man  für  die 

Koordinaten  des  Punktes  P^  [vergl.  30ß}  in  §  75]: 


iiCj  =  'bi(l  —  Sj)  cotg^  tp, 
,   t,—s,  cos^ q> 
smtf)  coscp 

die  Winkel  f«',  -i|5',  ^y'  [Formeln  34^)  in  §  28],  sowie 
die  Winkel  -ö'*,,  ^c^,  •d'^,  [ebenda  Formeln  34£)]  lassen  sieh 
in  einfacher  Weise  durch  die  Ableitungskoefflzienten  t^  und  s^ 
ausdrücken.  Die  Ausdrücke  für  die  Cosinus  sämtlicher  Ab- 
stände Ej,  &g  und  Sc  siehe  im  folgenden  Paragraphen  unter 
36«)  bis  y). 

Entsprechend    ergiebt    sich    als    Gleichung    der    Grenz- 
fläche des  Diakishesekontaeders : 

o.    \        -         -,^         ,»  e.  —  T,  cos^o),  ,  , 

4.    Ans  den  Gleichungen  34*)  folgt: 

o-   ^  .-,•..  a      t—scos^cp 

30  ß)  a;:V:^=  [1  —  s)  cotq' ip : —r ~-;s 

-^  V  /      o-    7-    gi,i,pcosrp 

und  damit: 

[   ._  ^  ,_    y  +  BCOtg 


35ß)\ 


xtang^<fi-{-z  xtang^fp-\-s 

(1  — s)cotoV=— r — 5 — ;— '  -■ — ^.=  — - — -% — -- 

(  /      ^   '      xtang'(p-\-^    sm(pcos<p     xtang'^fp-f-. 


Werden  t  und  s  wiederum  als  die  rechtwinkligen  Koor- 
dinaten eines  Punktes  einer  Ebene  angesehen,  so  vermitteln 
diese  Formeln  die  Abbildung  des  gleicheckigen  Netzes  auf 
die  Ebene  der  i,  s. 

Die  Koordinaten  der  Eckpunkte  Jß,  (?  und  C  des  Sym- 
metrienetzes XVI  erhalten  dann  folgende  Werte  [vergl. 
29«)  bis  y)  in  §  74]: 
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b,) 


-  -Y  cotg^  rp ; 


{ t  =  cotg\eos\,  1        ( i, 


( t  =-  cota  w  cos^w,  I        ( *  =^  0,  I 

l  s  =°  a  Cöf!/  g:i ;  ls  = -^  cof^fip;        | 


35^) 


\s-l; 

1  l^sincpcoscp, 

\  s=  fangff\ 


ii^^  cotg^tpcos^(p, 

\  s=  cotg^(p; 

I  i  =  —  cotg^fp  cos^fp, 


35  j) 


(  i=  \cotg^(pco 


j  i=  €otg<pcos*'(p, 
\  s-=cotg(pcos^cp; 


it^cotgq)cos'q>,      I 

i  t^  cotg^ipcos^ip,     I  { t  =  iinficos<f>, 


{ s  =  cotg(p; 

["  (=  cotg^(pcos^ip, 

1*  t=sm(pcostp, 


ff—  —  SMi  (pCOSf, 


( (=  —  sinfpcosw 
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Einem  Hauptkreise,  dessen  Ebene  in  Beziehung  auf  das 
früher  gewählte  rechtwinklige  System  die  Gleichung: 

35g)  u'x  +  v'y  +  to'3^0, 

hat,  entspricht  in  der  Abbildung  die  Gerade: 

'■angip-\-w'tang^(p)  .s  +  X^O. 

Für  die  geraden  Linien,  welche  die  Bilder  der  Haupt- 
kveise  &,  ?,  c  [vergl.  29«'),  29/3'),  2^y')  in  §  74J  aind,  er- 
geben sieh  die  Gleichungen: 

&i...s  =  0,  J,s...-s-[-l-0,  &,5...f-scö5V=0; 
l-i ... — —  —  2s-i-cotg^(p  =  0, 


S5y') 


1  ö|, ...  —  — s — \-2s~tani}ip^(d, 
1 1\3 ...  (+  2scos^rp~-co 


<p^0; 


-  +  cok/(p^O, 


?!,..,—„-  —tam/fc  =0, 
I  Zifl . . s—  +  2s  tano^w  4-  iang<p  =  0, 

'^  COS^ff> 

\h^...t—  2scotg(pcos^(p-\-cotg^(pcos^f  -=0; 


\''- 


-  4-2scot(i^w  —cotg^ip=^0, 
V 
.,  — s 2s  tanqw  -\-  tangcp  =  0 , 

COS^fp 

,..  —  (—  2ssin<pcostf)  -{-cotg^ipcos^ip^O; 
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c^...0.i-\-0.s+i^O,    c,...2s-i  =  0; 

.— „ 2s  +  cofgtp--0, 

cos'  ip 

t 


35  f') 


~  +  2scof.grp  —  cotgtf  —  Q; 


sm<p  costp 
tang  (p 


\ 


Die  Gerade  \  stellt  also  die  T-A.x%,  die  Gerade  g^ 
die  S-Axe  des  ebenen  Systems  dar,  der  Punkt  B^^  ist  dar 
Koordinatenanfangspunkt,  G^  der  Schwerpunkt  des  Dreieckes 
G^G^G-g,  c^  die  unendlich  ferne  Gerade  der  Ebene  u.  s.  f. 

Jedem  Punkte  i^,  Sj^  entspricht  als  Polare  die  Gerade 
[vergl.  35  ß)]: 

d.  h,  die  Polare  in  Beziehung  auf  die  den  Kernkegelschnitt 
des  Polarsystems  bildende  iuiagiuiire  Ellipse  mit  dem  Mittel- 
punkte 6'^: 

350)     in- 
zwischen  den   Koordinaten   t^,   s^   des   Poles   und   den- 
jenigen Mj,  Vj  der  Polare  bestehen  daher  die  Relationen: 
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350') 


und  umsekuiirt : 


359") 


^  (M:+^'i+1)cosV 

^      Wj  cos''  q;  + 1,  +  3  i(iM£(^  9 

M^  C0S^<5>  +  |!^  -M 

'       tf,  cos^g)  +  !!i  +  dtang^<p 


4.  Mit  Hilfe  der  angegebenen  Relationen  lassen  sich 
die  V er Bcliie denen  Lagen  dea  Punktes  Pj  inuerhalb  des  Drei- 
eckes G,CjB^  oder  auf  den  Kanten  desselben  durch  eiafache 
von  den  Grössen  t  und  s  (oder  t  und  e)  abhängige  Aus- 
drücke charakterisieren  und  so  die  sämtlichen  besonderen 
Fälle  der  gieicheekigen  Isletze,  die  diesen  ein-  und  umge- 
schriebenen Polyeder  u.  s.  f.  in  einfacher  Weise  darstellen 
und  unterscheiden.  Die  folgende  Zusammenstellung  enthält 
die  charakteristischen  Werte  für  die  einfachen  vollzähligen 
Gestalten  dieser  Gruppe  (vergl.  %  56,  3.), 


Gleiche ekige  Polyeder. 

33'.  Ikosaeder:  t  =  l,   s  =  l; 

24'.  Pentagondodekaeder:  t  = -^ cotg^ (p  cos^ (p, 

s  =  J-  cotg^  ff ; 
36'.  (12+20)-flächiges  30-Eckr  t=oos^(p,  s=l; 
26'.  (12-i-20)-flächiges  12.5-Eck:  (,  s=l; 
27'.  (20-f  12)-flächigea  20.3-Eck:  t^scos^; 
28'.  (12+20  +  30)-flächiges  60-Eck: 

t=(4s-cotg^ip)cos^if  oder  s=M — 3 — ("""'^V); 

29'.  (124-20-(-30)-flächiges  2. 60-Eck:  (,  s. 
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aieiohfläohige  Polyeder. 
33.  Peiitagoiidodekaeiier:  r  =  l,  ö-l; 

24.  Ikosaeder:    r  =  3 — V^'  S'^Ztancßrpi 

cos'ip  ^       ' 

25.  TriakoDtaeder:  r= — -y— '    0  =  1; 

26.  (12  +  20)-eclcige3  12.5-Flacli:  t,  g  =  1; 

27.  (20+12)-eckiges  20.3-Flaeh:  ö  =  rcosVi 

28.  (12+20+30)-eckiges  60-Flacli: 

itCOS^fp 


-  oder  ff= 


(4 — ff  cotg^  q))  cos^  tp  1 H- 1  cotg^ip  cos^' 

J9.  (12  +  20+30)-eckiges  2.60-Flaeh:  r,  ö. 


§  78.    Aiioriinuag  der  Eckpunkte  der  glelcheckigen 
Netze.    Anwendiiüg  auf  die  Polyeder. 

1.  Im  folgenden  sollen  die  wiclitigsteii  auf  die  Anord- 
nung der  Eckpunkte  der  gl  ei  eh  eckigen  Netze  bezüglichen 
Relationen  aufgeführt  werden,  welche  bei  der  Untersuchung 
der  ToUständigen  Figuren  dieser  Netze,  sowie  der  zuge- 
hörigen Polyeder  Anwendung  finden. 

2.  Die  Eckpunkte  des  allgemeinsten  gleiche.ckigen  Netzes 
XVI'  dieser  Gruppe  lassen  sich,  wie  bereits  im  §  75,  3. 
hervorgehoben  wurde,  fünfmal  zu  Gruppen  von  je  fünf 
Netzen  XXIII'  zusamineufassen.  Daraus  ergeben  sich  mit 
Benutzung  der  früher  (§  67,  2.)  für  die  Gruppierung  der 
Eckpunkte  eines  Netzes  XV ',  dessen  gegenpunktige  Hemi- 
gonie  ein  Netz  XXIII'  bildet^  aufgestellten  Beziehungen  ent- 
sprechende Gruppierungen  der  Eckpunkte  eines  Netzes  XVI'. 
Dabei  entsprechen  bei  jeder  der  fünf  Gruppen  drei  Punkte  I?, 
welche  ein  Oktantendreieck  bilden,  und  deren  Gegenpunkte, 
vier  Punkte  C  und  deren  Gegenpunkte  (die  Mittelpunkte 
der  Oktantendreiecke) ,  und  sechs  Punkte  I)  [die  Mittelpunkte 
der  Kanten  jener  Dreiecke,  vergl.  §  76  Formel  33'9')]  und 
deren  Gegenpunkte  bez.  den  bei  dem  Netze  XV  mit  -i,  C 
und  ß  bezeichneten  Punkten, 
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3.  Was  die  Gruppiemng  Jer  Eckpunkte  eines  Netzes 
XYV  \\m  die  Punkte  B,  G  und  C  anlangt  (vergl.  §  54,  .-.), 
so  sind  die  Ausdrücke  für  die  Cosinus  der  sphärischen  Ab- 
stände «6,  «j,  fo  in  den  Formeln  30)  des  §  75  aufgestellt 
worden.  Durch  Einführung  der  AbleitungakoefSzienten  t 
und  s  (§  77)  erhält  man  mit  Benutzung  der  Formeln  Bid) 
bis  34^)  folgende  Beziehungen,  wenn  die  linken  Teile  der 
Gleichungen  Söj»'),  35(5'),  35s')  des  vorigen  Paragraphen 
.nach  Substitution  der  Koordinaten  t^,  s^  des  Punktes  P^  mit 
Q>i),  (ffk),  (C()  bezeichnet  werden: 


36«) 


COSEs, 

=  ¥ 

(K)      , 

S^nifcosrp 

COSl,, 

iK) 

2r 

nsinrpcosq) 

COS^, 

(K) 

2msinq)coS(p' 

COSSb, 

(W 

2  m  sin  (p  cos  q)' 

COS6I,, 

{>■„) 

2msmtpcosfp^ 

is,) 

■2S'  '""•'■"       2m 
2»i  2m 

2™  °  2  m 


.JsiL 

H)  cös  (p        '"" "'''  m  cos  ij) 

_  (£^3) cosfp  _  {g^cotgtpcosqi 

m  "'  in 

I    „s,  fe)  „„  fa.) 

■         *'       msinq)  ^'  Mtsmgj        ' 

(  ^^,,   _(c,)co'gq>_cotg(p  _(c,)coiff9^ 

4.  Wenn  man  einen  Punkt  der  Kugel  durch  seine  Ab- 
stände £j,,  £c,  si,  von  den  Eckpunkten  des  Dreieckes  G^C^S.^ 
bestimmt,  wobei  [vergl.  34d)  bis  &)  in  §  77]: 

(cOSB^~COSeiCOSq>y_ 


36« 


365)     cos^s/i-j-  (cossctangq)  ]/3  —  föS£(,)*co(jjf*'p-)-  - 
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ist ,  so  werden  die  60  Punkte  P  (bez.  deren  Gegenpuntte)  durch 
folgende  Kombinationen  der  Werte  e^,  s^,  «s  (bez.  der  diese 
zu  180"  ergänzenden)  dargestellt  [s.  Fig.  14«),  29)  und  30)]: 


i60) 


p,  ...«,. 

s. 

:  **,. 

Pn---8ft,  8=,,  8»,, 

p,  ...l„ 

£.,,  es,, 

P„...J,„  .„,  .,., 

F,  ■■■«,. 

es=i  e*., 

P„ ■■■;..  :.,  «.., 

Fi  ■..«,, 

«.„  l^, 

Pm--%„   '..,   '>., 

■Ps  ■■■%, 

^=.1  *4,, 

F„...e,„  .„,  .,.„ 

Fl  ■■■',. 

fc.,    fi,, 

Pi.  ■■•%.,«..,  e.,., 

-f.  — '», 

^s.»    ^*.5 

P,,...«,.,  «..,  «V 

P,  ...i,. 

^c-    '^M 

p,..-%,  %, ».., 

F,  ...f., 

£e 

,  «1.. 

P..---S,,,  «..,  «»., 

F„.:.i„ 

«. 

;   ^*.) 

P«...«„,  ««a„ 

F„  ■■■',, 

£c 

)  St., 

Psi--e».,  «1,  «»., 

■K»  ■■■»., 

fc 

,    ^6,, 

P„...t,.,  «„  «1., 

F:,-i,. 

i( 

,     **,, 

-P»--.«..,  •»,  «•„. 

-P«  •■•«». 

£e 

,    «•,., 

P„...t,„  «,,  «s... 

-P»  ■■•«.. 

fc 

,    '^6,,, 

P„...e,,  180«- fc,. 

180» 

-e.,., 

P,....t,, 

f^ 

P„...f,.,  180»-.^ 

180» 

-  «•„. 

P„...,„ 

*f 

.,  a,., 

P„...,,„180»-.,. 

«1... 

-P»-.-«,, 

«c 

,  «•,, 

P„...s,.,  180»-«,,. 

«,,., 

P.,  — «» 

f^ 

P„...%.,  5,„  ej„ 

P»  ■..«,. 

« 

,    f6„ 

P»  ■■«..,  '*,  4., 

P„...e,. 

'..>    «4, 

Fu-I,.,  «.„  s.„ 

P«,..-»« 

e«,  «i, 

P»..  ...,  «.,  «.,., 

P„...s,, 

^'i1    *6,s, 

P..-%,  «..,  »,., 

Pu  ■■■«», 

e„  180« 

-  «l,.. 

P„...t„,  180»-5„ 

,  180» 

—  «6,., 

P.S  •■«,. 

180»- £ 

,  180» 

~**.,, 

P„. ..«,.,  180»-f, 

180» 

-«4, 

p«--% 

180"- 8 

,  180» 

-«•„, 

P„. ...,.,  180»-«,. 

180» 

-».., 

P„...s„ 

180»- e 

,  180» 

-  '•„, 

P„...«,„  180»-«., 

180» 

-«».., 

p„-«» 

180»- t 

,    86,,, 

P^. ..«,.,  ISO»-«,. 

4,., 

p„...«,. 

«..,  «•.. 

P„. ..«,.,  180»-«,, 

,  **„■ 

>»..•«» 

P„. ..«,.,  «,„  «.,. 

Dabe 

'     %< 

oder 

>90», 

je  nacldem  der  Punkt  P, 

dem   Dreiecke   IJ,GiF,    oder   in    dem  Dreiecke  B^C^F^ 
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liegt;  fjj  ist  <  oder  >90'*,  je  nachdem  P,  in  dem  Vier- 
ecke C^B^B^E^  oder  in  dem  Dreiecke  B^E^G^  liegt  und 
ft,„  ist  <  oder  >90'',  je  nachdem  Pj  in  dem  Dreiecke 
i?i  Dl  G,  oder  in  dem  Dreiecke  B-^  X*,  G^  Hegt  (Fig.  29 
nnd  30). 

Für  die  Koordinaten  t,  s  eines  Punktes,  dessen  Abstände 
%i  ^e,,  ^s,  sind,  erhält  man  daher: 


t- 


coscp  cotgcp  c 


36  O 


V3 

coigfp  cos% 
"|/3     cos  £c, 


w 

'(«0 


wobei  die  konsta,nten  Faktoren  k^,  A^  mit  Hilfe  der  Formeln 
35/)  bis  f')  nnd  36  k)  bis  y)  leicht  zu  bestimmen  sind, 

5.  Aus  den  Formeln  36«)  bis  y)  ergeben  sich  auch  so- 
fort die  senkrechten  Abstände  p's^ ...  p'*,.;  ^'g, ...  p'^^;  p'c,  ■■■  p'do 
derjenigen  Grenzflächen  des  eingeschriebenen  gleicheckigen 
Polyeders  [XVI']  vom  Mittelpunkte,  welche  bez.  auf  den 
zweizähligen  Äxen  OB,  den  fünfzähligen  Axen  OG  und  den 
dreizähligen  Axen  OC  senkrecht  stehen. 

So  ist  z.  B.  [vergl.  34/)  und  34©  in  §  77]: 


36^') 


2)K 


-6,.i^ 


COSfp, 


-  r^(a)  ««'«?■• 


»1/3 

Für  das  umgeschriebene  Diakiahexekontaeder  [XVI]  er- 
hält man  entsprechend  die  Abstände  ßs, .-.p^s;  Qg,---QgA 
pc,---päi„  derjeoigen  Schnittpunkte  Tom  Centrum,  in  welchen 
sich  lömal  je  vier  Ebenen  auf  einer  zweizähligen,  6mal  je 
zehn  Ebenen  auf  einer  fünfzähligen  und  lOmal  je  sechs 
Ebenen  auf  einer  dreizähligen  Ase  vereinigen.  In  den 
Formeln: 


cos  f ;, 
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Bind  in  die  Ausdrücke  für  cossi,,  cossg^,  coss^  oder  (6,),  {^i), 

(ci)  die  Werte  t=—  und  a=   -  einzuführen.     So  ist  z.  B.: 

^  ^  t  s 

r     __      2r  m      _  2tang^ip 2Zij;  t 


5—  —  fang  a> 


--h-f 


7„)  COSW  ^  {        2     ,         ,   o     \ 

ml/3  yztangtp  grl/3 


6.  Die  im  vorstehenden  gefundenen  Relationen  verein- 
fachen sieh  für  die  besonderen  gleicbeckigen  Netze  und  die 
ihnen  ein-  und  umgeschriebenen  Polyeder;  die  Abstände  p 
erhalten  besondere  Werte  (auch  0  und  co)  und  werden  zum 
Teil  eiüander  gleich.  Mit  Hilfe  der  in  §  76  gegebenen 
Werte  und  unter  Benutzung  der  Tabelle  350,  0  ^  §  '^'^ 
wird  man  die  sämtlichen  Beziehungen  ohne  Mübe  erhalten. 
Es  sollen  daher  im  folgenden  nur  die  ebaraiteristi sehen 
Werte  für  einige  besondere  Varietäten  der  gleicheckigen 
Netze  dieser  Gruppe  aufgeführt  werden. 

7.  a)  Für  die  konjugierte  Varietät  der  Netze  XT' 
[vergl.  23^3)  in  §  21]  tritt  zu  der  Bedingung  ö,, . . .  -  s  +  1  =  0 
noch  diejenige: 

'  1/3 

hinzu,   d.  b.   die    Gleichung  des  im  Halbierungspunkte  von 
(tj  Cj  errichteteii  sphärischen  PerpeniJikels. 

Die  charakteristischen  Relationen  für  t  und  s  (oder  für 
T  und  e)  sind  also: 

'  ]/3  <^os^> 

Heas,  Kugelteilung.  24 
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7.  b)  Ist  -Pi  der  Mittelpunkt  des  dem  Dreiecke  C\  G^  (7, 
eingeschriebenen  Kreises ,  so  tritt  zu  der  Bedingung  —  s  + 1  =  0 
noch  diejenige: 


36,) 


*6,,=^(-ir,  oder  -^-  ~Q>ii)^0  oder 


I        t  ,  ,  n        1         coig^w  cos^w      „ 
— -|^  +  3scosV  —    -^-^ ^  =  0 

hinzu,  d.  h.  die  Gleichung  des  den  Winkel  G^  Cj  J?j  halbie- 
renden Hauptkreises.  Damit  ergiebt  sich  entsprechend  den 
a  23j')  in  §21  fär  die  Archimedeische  Varietät: 


36,0     t-'-^-p^:   .^1  ..d  r-4!f^,    ._!. 
31/5  21/5-fl 

7.  o)  Wenn  der  Punkt  P,  mit  dem  PuDMe  £,  (§  54,  4. 
und  §  76,  2.),  d.  h.  mit  dem  Sehnittpunlite  von  ?>,„  und  c^ 
zusammenfällt,  so  folgen  für  die  Varietät  der  Netze  XI', 
deren  Eckpmrkte  die  Punkte  £  sind,  die  Beziehungen: 

I  It  —  .ai2ip        ,    r-!^> 

369)      %-*,  d.b.t  und  2 

1  1'='  —1. 

8.  a)  Die  konjugierte  (nicht  konvexe)  Varietät  der 
Netze  XIII'  r§  23,  Formeln  25/3)  und  ß')]  ist  durch  die 
beiden  Gleiehungen : 


36')  ,,_.,    oder(^?!*E5ü2. 

I  1/3 

charakterisiert,  aus  welchen: 

üotgq)  cosip 


36  t') 


Y'd  ySsin  cp 


8.  b)    Für   die    Archimedeische   Varietät   der   Netze 
XIII'  erhält  man  die  Gleichungen: 

h^^ . .  J  —  s  cos^  (p  =  0  j 
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von  weichen  die  zweite  den  den  Winkel  öj  (Jj  0^  halbierenden 
Hauptbreis  darstellt.  Damit  ergiebt  sicli  [vergl.  die  Relationen 
2by)  in  §  23]: 

or  .-,  4  1  21/5 

21/5-3  7-1/5 

9.  a)  Die  Archimedeisehe  Varietät  der  Netze  XXII' 
wird  d^^rch  die  beiden  Gleichungen: 

f        6^^ . . .  —  ^  +  4  s  cos^  ip  ~  cotg^  (p  cos^  q^  =  0 , 
l^f-ii^^E^s  oder  t  +  ssinrpcosfp  —  cotg(pcos^(p  =  0 
bestimmtj   von    welcien    die    zweite    den  Halbierungshaupt- 
kreis    des    Winkels    G^B^Cy  darstellt.     Damit   folgt   [vergl. 
52^)  in  §  36  und  330  in  §  76]: 

36 1')  t  -  --^-^—-^ ,      s  =  —ß-—  ■ 

1/5  (4  -  f 5 )  bVb-Q 

9.  b)  Für  diejenige  Varietät  der  Netze  XXII',  bei  welcher 
die  Schnittpunkte  F  der  Diagonalen  des  Vierecks  die  Eck- 
punkte darstellen,  erhält  man  [vergk  52j')  in  §  36,  §  54 
und  §  55,4.,  33i?)  in  §  76]: 

f  ''i4  •'  ■  —  t -\- ^ s  cos^  ff  —  cotg^<pcos^<p  =  0, 
^"rt     i  i,....<-»>-0; 

woraus : 

36ft')  t^üos^cp,     S^-.     .\ 

'  '  4  sin-  ip 

resultiert. 

9.  c)  Die  Varietät  endlich,  deren  Eckpunkte  die  Punkte 
D  [§  54,  i.  und  Bii&)  in  §  76]  sind,  wird  durch  die  beiden 
Gleichungen : 

It^y  ...  —  t  +  'is eos^ <p  —  cotg'-'(p  cos^fp  ==0, 
tangv      ^     ,      .  ^         r, 
'^lo  ■■■~'  ^  ■   3 2s  +  cotg^<p  =  0 

bestimmt,  aus  welchen 

„_   ,,    ,         ,           ,         1/5+2           cofg^(pcos^(p      1/5  +  2 
36 f')  t^cotgrpcos*<p= —-^ — j  s=— -~ =  — ^=- 

folgt. 
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10.  Von  dem  allgemeinsten  gleicheckigen  Netze  XV!' 
mögen  noch  einige  bereits  fi"iiher  erwäbate  besondere  Varie- 
täten durch  die  zugehörigen  Werte  für  t  und  s  charakteri- 
siert werden, 

10.  a)  Für  die  konjugierte  Varietät  [vergl,  34i)  in 
§  28]  ergeben  sich  aus: 


36© 


d.  h.  den  Gleichungen  der  in  den  Mittelpunkten  der  Kanten 
des  Dreieckes  Gj^ß^G^  normal  errichteten  Hanptkreise,  die 
Werte : 

'    -^  /3  ys 

10.  b)  Die  Archimedeische  Varietilt  der  Netze  XV]' 
bestimmt  sich  durch  diejenigen  Werte  für  t  und  s,  welche 
den  drei  Gleichungen  der  Halbierraigsbauptkreise  der  Innen- 
winkel des  Dreieckes  C^G-^B^  [vergl,  7b),  8b),  9a.)]  Genüge 
leisten,  nämlich  durch 

""  -1 


% 

=  h,^ 

oder 

ans 

den  Gleichn 

iig 

£*, 

=  %,■ 

.(-- 

scoscp^^O, 

«, 

-^.. 

.t- 

cotgipcoscp 

0, 

'., 

=  £t,  . 

.s- 

coig<p 

0 

36«) 

-f. 

31/5 

'"   ""    6 

10.  c 

)  Die  Bedingung 

36e) 

Sr.- 

(_ms> 

bestimmt  alle  auf  dem  sphärischen  Perpendikel  Bj^I\  liegen- 
den Punkte  i\  (Pig.  29  und  30);  für  die  entsprechenden 
Varietäten  der  Netze  XVI'  liegt  der  Wert  für  s  zwischen  l 

und  ■     ■  3 —   [Formel  36ft')];  die  Bedingung 
36c)  c,,...-t^-^^-2s+cofg'(p^O 
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charakterisiert  diejenigea  Varietäten,  für  welche  der  Eck- 
punkt 1\  auf  dem  Bogen  .BiA  ^^^  Hauptkreises  c,^  liegt, 
und  endlich  werden  durch  die  ] 


36t)  Cg...t^ssin2<f) 

alle  diejenigen  Varietäten  bestimm^  für  welche  der  Eck- 
punkt Pj  auf  dem  Bogen  l'l-E^  des  Hauptkreises  Cj,  liegt 
[vergl.  die  Bemerkung  nach  36  0)]. 

11.  In  dem  durch  die  HauptkveiseÖ,  g  und  c  bestimmten 
sphärischen  Gebilde  (Fig.  29  und  30}  lassen  sich  fernerhin 
die  Hauptkreise  d,  e,  f,  welche  bez.  die  Polaren  zu  den 
Punkten  ö,  E,  F  sind,  konstruieren  und  so  weitere  Schnitt- 
punkte erhalten,  welche  besondere  Varietäten  der  gleich- 
eckigen  Netze  dieser  Gruppe  bestimmen  und  für  welche  die 
eliarakte ristischen  Werte  von  t  und  s  oder  z  und  e  nach 
dem  Vorstehenden  leicht  bestimmt  werden  können.  Be- 
merkenswert ist,  dass  diese  Werte,  wie  auch  die  im  vor- 
hergehenden aufgeführten,  meistens  irrational  sind.  Auch 
lassen  sich  die  rechtwinkligen  Koordinaten  jener  Punkte  mit 
Anwendung  der  Formel  35«)  in  §  77  leicht  erhalten. 


i^  79.    Analytische  Darstellung  der  HanptUveise 
der  gleichcckigen  Netze. 

1.  Die  Gleichungen  der  Hauptkreise  eines  Netzes  XVI', 
sowie  der  besonderen  gleicheckigen  Netze  dieser  Gruppe 
lassen  sich  mit  Hilfe  der  in  den  beiden  vorhergehenden 
Paragraphen  entwickelten  Formeln  in  rechtwinkligen  Koor- 
dinaten oder  in  den  Äbleitungskoeffizienten  i  und  s  (als 
Gleichungen  der  entsprechenden  Geraden  der  Abbildung) 
ohne  Schwierigkeit  aufstellen  und  so  auch  die  bereits  im 
§  54j  s.  hervorgehobenen  Lagebeziehungen  und  Gruppie- 
rungen analytisch  verfolgen. 

2.  Die  90  Hauptkreise  des  Netzes  SVI'  zerfallen  in 
drei  Gruppen  von  je  30  (vergl.  §  54,  4,);  von  den  Haupt- 
kreisen jeder  Gruppe  gehen  je  zwei  durch  einen  Punkt  B 
hindurch  [s.  Fig.  14«)]. 
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2.  a)  Die  30  Hauptkreise  der  ersten  Gruppe  (z.  B.  J',  l\i) 
stehen  auf  den  Kanten  7?^  C^  des  Symmetrienetzes  in  den 
Punkten  J^  [Pig.  14(3)]  senkrecht.  Die  Gleicliung  des  Haupt- 
kreises I\Pii  ist: 

37k)    iEcosfj,  —  3cos«6„ --0  oder  x^ gfcmgiXii)=-0 
[Tergl.  Formel  34jj)  in  §  28]   oder  in  den  Ableitungskoeffi- 
zienten,   wenn  fj,  s^   die   Koordinaten    des   Punktes   I\   uiid 
t,  s  laufende  Koordinaten  bedeuten: 

37/3)  s-s,-0. 

Die  Gleichungen  sämtlicher  Hauptkieise  dieser  Gruppe 
lassen  sieh  leielit  unter  Anwendung  der  in  den  Torhergehen- 
den  Paragraphen  gegebenen  Regeln  erhalten.  Die  Pole 
dieser  Hauptkreise  liegen  auf  den  Kanten  -B,tr^  und  zwar 
zwischen  B^  und  E-^,  bestimmen  also  je  eine  Varietät  der 
gleicheckigen  Netze  XI'.  2u  den  in  diesen  Polen  an  die 
Kugel  gelegten  Berührungs ebenen,  also  zu  den  Grenzflächen 
je  einer  Varietät  der  gl  ei  eh  flächigen  Polyeder  [XIJ  sind  die 
Ebenen  jener  Hauptkreise  parallel. 

Man  erhält  die  charakteristischen  Werte  ^'i,  s'i  für  die- 
jenige Varietät  eines  solchen  Netzes  XI',  welche  einem  durch 
die  Werte  ^j,  s^  bestimmten  Netze  XVI'  entspricht,  einfach 
dadurch,  dass  man  die  Gleichung  desjenigen  Hauptkreises 
dieser  Gruppe  aufstellt,  dessen  Pol  auf  If,  G^  liegt.  Als 
die  Gleichung  dieses  Hauptkreises  P^^  P^n  ergiebt  sich : 

37  y)  y  cos  fj,,  -f  s  cos  jj,  =  0 

oder: 

'äly')  t^^^—^^—  +  s{2Si~cotgtp)  =  0. 

'  '  smcpcosqi         ^     '  ' 

Hieraus  folgen  [vergl.  die  Formeln  35/3)  und  -ib»")  des  §  77] 

die  Koordinaten  des  Pols: 


37  d)  s, 

s'^=l. 

Man  bestätigt  leicht,  dass,  wena  für  Sj  die  den  Punkten 
jßj  und  Gl  entsprechenden  Werte  in  diese  Formel  eingesetzt 
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werden,  die  Koordinaten   der  Paukte  Si  bez.  E^   [§  78,7c) 
unter  36S-)]  resultieren. 

2.  b)  Die  30  Hauptkreise  der  zweiten  Gruppe  (z.  B. 
Pj  Pjq)  stehen  auf  den  Kanten  B^^G^  in  den  Punkten  Je 
[Pig.  14/3)]  senkrecht.  Hier  sind  die  beiden  Fälle  zu  unter- 
scheiden {vergl.  g  54,  4.),  ob  der  Punkt  J^  zwischen  Bj^Ei 
oder  zwischen  E,  G^  liegt. 

In  dem  erstereu  Falle  sind  die  Ebenen  der  30  Haupt- 
kreise  parallel  zu  den  Grenzflächen  eines  Polyeders  [XIII], 
welches  in  den  Polen  dieser  Hauptkreise,  den  Eckpunkten 
des  zugeordneten  Polaruetzea,  der  Kugel  umgeschrieben 
ist.  Die  Varietät  des  durch  diese  Pole  bestimmten  gleich- 
eckigen Netzes  XIII'  ergiebt  sieh  aus  den  Koordinaten  für 
den  auf  S^  C-,  liegenden  Pol  des  Hauptkveises  Pjg  P^^,  näm- 
lich aus: 


a:V  =  »'cos£4„.,= 

f,  —  t 

'l  COS^(p 

m  sir, 

',ip  cosip 

37  e) 

y\  -  0, 

:% 

durch  die  W 

ert 

370    ^  = 

s^cot(i<p        _, 

>,      : 

, 

fi^  cokjfp 

'  1  ^  ~^ 

cos 

~  +  s,tangw 
<P 

'—  4-  Si  fang  q> 

bestimmt. 

Werden  in  diese  Formeln  l'iir  t^,  s,  bez.  die  Koordinaten 
der  Punkte  1>\,  -E;  eingesetzt,  so  resultieren  diejenigen 
der  Punkte  B^,  C,. 

Liegt  im  zweitea  Falle  der  Punkt  J^  zwischen  E^  und 
Gl ,  so  liegen  die  Pole  der  Hauptkreise  auf  ■  den  Kanten  CG 
und  zwar  zwischen  G^  und  P,.  Die  Ebenen  der  Hauptkreise 
sind  alsdann  zu  den  Grenzflächen  bestimmter  Varietäten  der 
Polyeder  [XXII]  parallel;  die  Varietät  der  gleicheekigen 
Netze  XXII',  deren  Eckpunkte  jene  Pole   sind,  ergiebt  sich 
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aus    den   Koordinaten    des    zwisolieu    C^   und    Fi    liegenden 
Poles  (vergl.  Fig.  29)  des  Hauptkreiaes  Pie?!,; 

x',^r(cos£hCoS£o,  —  coSEi,,  cos£i,,)= 5— (l—Si)  ( T — h2s,  )i 

„r.    ■.  .  ,  s      cotq^q) ,,        •,  f    i^ 

37 w)    '   (/',  =  )'(cos%cos£, ,-  cos S6„  cos {/,,)  =  -  -  -„— (1— s.)  l  v  ■„ 2s.  cotgw 

,         ,  ^     coig^w,,,        ,         /, 

S',  =r(C0SE6,(;0S£i„  — CöS£i,„COSfA  ;-- 5-(l  — s,)^ 

'        ^       ^         =  "        ''        iw'    •         '  smip  cosip 

durch  die  Werte: 

-7— — s^  cotg(p  ^ 

37,^)      i'^=?^-      . cos'^ 


..    4-s.tanqfp  2sin'^w\ — \ — \-s,tangm) 

!  oos''(p      >-      ^^  ^  \cos^(p       '      •'^  l 

bestimmt.  Setzt  man  in  diese  Formel  für  (j,  5j  bez.  die 
Koordinaten  der  Pankte  E^,  G^  ein,  so  ergeben  sich  die- 
jenigen der  Punkte  C^,  i\. 

2.  e)  Die  30  Hauptkreise  der  dritten  Gruppe  endlich 
(z.  B.  Pi  Pj)  stehen  auf  den  Kanten  C^  G,  in  den  Punkten 
Ji,  [Fig.  14j3)]  senkrecht.  Auch  hier  sind  wesentlich  zwei 
Hauptfälle  zu  unterscheiden  (yergl.  §  54,  4.),  je  nachdem 
der  Punkt  Jj,  zwischen  Cj^F^  oder  zwischen  FiG^  liegt,  wo- 
bei im  zweiten  Hauptfalle  sich  die  beiden  Unterfälle  er- 
geben, je  nachdem  der  Punkt  J/,  zwischen  Fi  J)^  oder 
zwischen  D^  G-^  liegt  (s.  Fig.  29). 

Wenn  der  Pujikt  J*  im  ersten  Hauptfalle  zwischen 
Ol  F^  liegt,  so  sind  die  Ebenen  der  30  Hauptkreise  parallel 
zu  den  Grenzflächen  eines  Polyeders  [XI],  welche  in  den 
Polen  dieser  Hauptkreise  die  Kugel  berühren.  Diese  Pole 
bestimmen  eine  solche  Varietät  eines  Netzes  XI',  für  welche 
die  Eckpunkte  zwischen  E^  G^  liegen,  also  auf  demjenigen 
Bogen,  welchen  die  Eckpunkte  der  Varietäten  375)  [unter  a)] 
nicht  einnehmen.  Die  charakteristischen  Werte  für  jene  Va- 
rietät folgen  aus  den  Koordinaten  für  den  Pol  des  Haupt- 
P,,P„.    Aus 
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y'  ^rcossö_=-^ — I-   ',     —tangfpj, 


37  t) 

folgen  die   Werte; 
37  ä) 


ff/ 


^ — s— smwcosw ,   s.  =  1. 

Werden  in  diese  Formel  für  ij,  s^  bez.  die  Koordinaten 
der  Punkte  C^,  F^  eingesetzt,  so  resultieren  diejenigen  der 
Punkte  E„  G^. 

Im  zweiten  Hauptfalle,  in  welclieni  J/,  zwischen  l'\ 
und  G^  liegt,  nehmen  die  Pole  der  Hauptkreise  auf  den 
Kanten  C\  G^  ihre  Lage  zwischen  G^  und  F^  ein  und  zwar 
entspricht  einem  zwischen  F^  D^  und  D^  G^  liegenden  Punkte 
Jj  bez.  ein  zwischen  Gi -Di  und  D^F^  in  Beziehung  auf  den 
gemeinsamen  Punkt  D^  symmetrisch  liegender  Pol.  Die 
Ebenen  der  Hauptkreise  sind  also  zu  den  Grenzflächen  be- 
stimmter Varietäten  der  Polyeder  [XSII]  parallel  und  zwar 
solcher,  welche  unter  b)  [Formel  37-9')]  ausgeschlossen  waren. 
Man  erhält  die  für  die  Varietät  des  entsprechenden  gleich- 
eckigen  Netzes  XXII'  charakteristischen  Werte  t\,  s\  aas 
den  Koordinaten  für  den  Pol  des  Hauptkreises  -Pg^Ps;: 
ar*!  —  r  (cos  Eft,  cos  %  —  cos  £ft^  cos  £6,  J 

=  -  o  -r-'-i'  (■— I —  ^h -{-cotffp]  (f^-cos^cp), 
2m^  mir<p\car<p         '■  / 

y\  =  r  (cos  E*j  cos  £j,,  —  cos  Efc,  cos  Jtj  J 

=  ^    ■»■■--- ■^-  (  -— 3 4s,  +  coto^ tp  I  (t,  —  coiaw  cos^w), 

2nr  sm^^\cos^<p         ^         ^■rj\i         ^r        m 

z\  ■=  r  {cossh^  cosit^  —  cossi^  coss/,^) 

=  — v; — ■" — r^r-  1 — 5 4s.  -f-cofr/tp  )  .t,  , 


37  A) 
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folgt.  Man  bestätigt  leicht,  dass,  wenn  für  if^,  s^  boz.  die 
Koordinaten  der  Punkte  F^,  D^,  G^  in  diese  Formeln  sub- 
stituiert werden,  diejenigen  für  die  Punkte  (?j,  D^,  F^  sich 
ergeben.  Die  erste  Formel  ändert  sich  nicht  durch  die 
Yertau schling  von  fj  und  t\. 

2.  d)  Die  unter  a)  bis  e)  hervorgehobenen  Beziehungen 
für  die  Lage  der  Punkte  J  und  der  Pole  der  Hauptkreise,  welche 
die  Kanten  des  Netzes  XVI'  bilden,  stellen  sieh  sehr  anschau- 
lieh dar,  wenn  man  den  Punkt  Js  successive  den  Umfang  des 
Dreieckes  B^  C^  G^  durchlaufen  läsat.  Der  entsprechende 
Pol  durchläuft  dann  in  entgegengesetztem  Sinne  den  Umfang, 
wobei  die  folgenden  untereinanderstehenden  Punkte  sich  ent- 
sprechen und  im  Punkte  D^  wiederum  das  Zusammenfallen 
stattfindet; 

(  Ji,aF,D,G.F,Ji,, 
m^A  j     1   1    1    1    i    1    IT 

""^^  \B^E^GiD^F,C,B,. 

Diejenigen  Beziehungen  zwischen  den  Formeln  37^)  und 
37i;);  37*)  und  37x);  37ft),  welche  sich  dementsprechend 
durch  bezügliche  Vertauschung  der  Grössen  t^,  Sj  nnd  t\, 
s'i  ergeben,  wird  man  leicht  erkennen. 

3.  Die  Hauptkreise  der  Netze  XI',  XIII'  und  XXII' 
lassen  sich  als  besondere  Fälle  der  Hauptkreise  des 
Netzes  XVI'  (vergl.  §  54,5.)  erhalten  und  durch  die  zuge- 
hörigen charakteristischen  Werte  für  t\j  s\  kennzeichnen, 
indem  man  in  die  unter  2.  hergeleiteten  Formeln  die  beson- 
deren Werte  für  i^,  s^  [aus  35^),  t')  des  §  77]  einführt. 
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%  80.    Teräiiderliches   Peutagonliexckoiitaeder- 

netz   XXVII  und   zugeordnetes   gleieheckiges 

Netz  XXTII'. 

1.  Die  Koordinaten  der  Eckpunkte  eines  Netzes  XXVII 
(vergl.  §  43  und  §  55),  welche  eine  Kombination  der  Eck- 
punkte G,  0  und  der  60  Eckpunkte  P^i  -P*---  (%■  25|5) 
eines  Netzes  XXVII'  bilden,  sind  bereits  m  §  64,  2Siß),  y) 
und  in  §  75,  4.  dargestellt  worden  [vergl.  auch  35  d),  s)  üi 
§  77  und  360),  C)  in  §  '8]. 

2.  a)  Von  den  Kanten  eines  Netzes  XXVII  gehen  (vergl. 
§  55,  3.)  60  zu  je  fünf  unter  gleichen  Winkeln  von  72" 
gegeneinander  geneigt  durch  die  Punkte  G  und  G'.  Die 
Pole  dieser  Hauptkreise  liegen  zu  je  zehn  auf  einem  Haupt- 
kreise g  und  bestimmen  ein  Netz  XXVII',  dessen  Varietät 
sich  aus  den  Koordinaten  des  Punktes  ergiebt,  welcher  der 
auf  -Bj  F-^  Hegende  Pol  des  Hauptkreises  Gg  F^,^  ist.  Für 
diese  Koordinaten  erhält  man: 


damit   ergiebt    sich    die    Varietät    des   Netzes   XSVIT,    als 
gyroidische  Hemigonie  eines  Netzes  XVJ',  durch  die  Werte: 


l    ^        —t^-^2sySm^(p-\-sin^cosfp 

bestimmt  [vergl,  36p)  unter  10c)  in  §  78]. 

2.  b)  Weitere  60  Kauten  gehen  zu  je  dreien  unter  gleichen 
Winkeln  von  120"  gegen  einander  geneigt  durch  die  Punkte 
C   und    C;    die   Ebenen    dieser    Hanptkreise    sind    zu    den 


y  Google 


380     Fünftes  Kap.  Anal.  Davetellg.  d.  gleicMäch,  u.  d.  eto.  Netze  etc. 

Grenzflächen  der  gyroidisclien  Hemiedrie  eines  solchen  Dia- 
kishexekoutaeders  parallel,  bei  welchem  die  Berührungs- 
punkte der  Grenzflächen  zu  je  sechs  auf  einem  Hauptkreise 
c  liegen.  Die  Vanetat  des  durch  diese  Berührungspunkte 
bestimmten  Netzes  XXVII'  ergiebt  sich  aus  den  Koordinaten 
des  auf  -Bj^Dj  liegenden  Poles  des  Hauptkreises  C^,,  P^g  oder 
des  auf  I)^  E^  liegenden  Poles  des  Hanptkveises  0„  P^^,  [s. 
Fig.  25^)  und  29J. 

2.  c)  Endlich  gehen  30  Kanten  durch  je  einen  der 
Punkte  B  und  B'\  die  Ebenen  dieser  Hauptkreiae  sind  pa- 
rallel zu  den  Grenzflächen  eines  der  Polyeder  [XI],  [SXII] 
oder  [SIH].  Man  erhält  die  Varietät  der  durch  die  Pole 
jener  Hauptkreise  bestimmten  gleicheckigen  Netze  SI', 
SXII',  Xni'  aus  den  Koordinaten  des  auf  B^  E^  G^  liegenden 
Poles  des  Hauptkreises  B^^l\g,  oder  des  auf  G^D^F^^O^ 
liegenden  Poles  des  Hauptkreises  B^^  P^^  oder  endlich  des 
auf  C^  J5j  liegenden  Poles  des  Hauptkreises  B^;^  T^. 

3.  Die  Eckpunkte  ^^,  %...  [Fig.  2öj3)]  des  dem  Netze 
XXVn  zugeordneten  gleicbeckigen  Netzes  {§  55)  sind  die 
gyroidische  Heraigonie  eines  Netzes  XVI'.  Die  zwischen 
den  Punktsystemen  P  und  ^  bestehende  Steinersehe  Ver- 
wandtschaft lässt  sich  wiederum  durch  folgende  Relationen 
charakterisieren,  in  welchen  die  accentuierten  Grössen  ■&'„,, 
ö-'j,,  ^'t,;  t\,  s\  den  Funkten  5ß  entsprechen. 

Aus  den  Gleichungen  64ff)  des  §  43: 

39)    #^^ -!- ^'(,,  =  36**,  i\-|-^',, -60°,  S'i, -I- -^V  =  90", 

folgen-  mit  Benutzung  der  Formein  34^)  in  §  28,  sowie 
derjenigen  36«),  35;'')  und  35/3)  des  §  77  leicht  die  drei 
Beziehungen  zwischen  den  Koordinaten  t,  s  des  Punktes  P^ 
und  denjenigen  t^,  Sj  des  Punktes  '^,^: 

I      (1-  sO  {s\  ~-  (',)  cot(j\  +  (1  ^  s\  )  (s,  -  t,)  cotcf<p  j 
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L     cos^cp  -i  Lcos-(p  J 

\—  +  is,—cotg^(p ^  +  4s',  — coto^cp 


-0, 


I  (1  —  .?i)  (1  —  s'i)  cotg^!r  cos'qi  i 

Je  zwei  dieser  Gleichungen,  welche  durch  Vertauschung 
der  accentiiierten  und  der  nicht  accentuierten  Grössen  uii- 
geäbdert  bleiben,  gestatten,  die  Werte  i^,  s^  oder  t\,  s\, 
ä.  h.  die  Koordinaten  zweier  konjugierten  Pole,  in  einfacher 
Weise,  die  einen  durch  die  anderen  auszudrücken. 

Für  ii=^t\^t,  Si'=s\  —  s  erhält  man  aus  39ß),  39^), 
397-)  die  Gleichungen  der  drei  Linienpaare  (oder  der  Haupt- 
kreispaare auf  der  Kugel),  welche  durch  die  vier  Basis- 
punkte der  Verwandtschaft  hindurchgehen;  diese  drei  Paare 
von  Hauptkreisen  gehen  durch,  die  Mittelpunkte  T^,  T^,  T^, 
Tj  der  vier  Kreise,  welche  bez.  dem  Dreiecke  G^C^Si  (dem 
Diagonaldreieck  des  Kegelsehnitthüschela)  und  den  Neben- 
dreiecken Cj-ß^ö'j,  ^j  G^C'i  und  Gj^C^^B\  eingeschrieben  sind. 

Als  Gleichungen  dieser  Linien-  (oder  Hauptkreis-)  paare 
erhält  man: 

39d)  2(l-s)(s-i)coC(;V ^  {s  -tf-^{l-  sf  cotg'-f =()■■, 


39f) 


2 5 — H  4s  —  coto^  ip      -— , cotrß  cc 

I       L    cos-ip  J  Leos''*  J 

lg)      {\  —  sfcotg^q'COS^<f  —  — -j-  (t~- scos'^qy  =  0; 
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3i}d')  [vergl.  36>t)  m  §  78J, 

3'J£')  [vergl.  36i?)  in  §  78], 

(  .7  a  jT^  . . .  i  +  2  S  cos^  71  —  coft;^  (p  cus^  qi  =*  0 ; 

[vergl.  36A)  in  §  78], 
^3  Tg...;  — Scoi^^ipcos^^4-cof(/(pcos*g)  —  0; 

und   als   Koordinaten   der   vier   Basispunkto   T^^   1\,    7\,  T^ 
lultieren: 


[vergl.  367r)  in  §  78]; 


_2_)/5_+3^ 
31/5 


In  die  Formeln  39  a)  bis  39);)  lassen  sieh  leicht  die 
coss/,^  einführen  und  damit  die  entsprechenden  analytischen 
Ausdrücke  in  rechtwinkligen  Raumkoordinatea  herleiten. 

4,  Die  Kanten  der  gleicheckigen  Netze  XSVII'  (vergl. 
§  55,  4.)  gehen  durch  die  auf  den  Hanptkreisen  g,  c,  6 
liegenden  Eckpunkte  des  Polarnetzes  hindurch.  Die  Glei- 
chungen dieser  Hauptkreise,  welche  zwei  Gruppen  von  je  60 
und  eine  Gruppe  von  30  Hauptkreisen  darstellen,  sowie  die 
Varietäten  der  durch  die  Pole  dieser  Hauptkreise  (die  Eck- 
punkte des  zugeordneten  Poiarnetzes)  bestimmten  gleich- 
eckigen Netze  lassen  sich  ohne  Schwierigkeit  unter  Benut- 
zung der  gegebenen  Formeln  erhalten.  Ebenso  einfach  ge- 
staltet sich  die  Anwendung  der  im  vorstehenden  entwickelten 
Beziehungen  auf  die  den  Netzen  XSVII'  ein-  und  umge- 
schriebenen Polyeder. 
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Sechstes  Kapitel. 

Anwendungen  und  Erweiterungen  der  bisherigen 
Betraclitungen. 

Erste  Abteilung:  Beziehuageii  zu  gewissen  Problemen 
der  Algebra  und  der  Funktioaentbeorie. 


§  81.  Die  Kugel  oder  die  Fi'ojettionsetiene  als  Trägerin 
des  Wertgebietes  einer  komplexen  Variabeln. 

1.  Wir  wollen  zunächst  die  Beziehungen  kurz  hervor- 
heben, welche  die  in  den  vorhergehenden  Kapiteln  gewon- 
nenen Resultate  zu  gewissen  Problemen  der  Funktionen- 
tJieorie  und  der  Algebra  darbieten.  Durch  die  (in  §  2,  8.  2 
u,  3  zitierten)  Arbeiten  von  ftiemann,  Schwarz  u.  a, 
einerseits  und  diejenigen  von  F.  Klein,  Wedekind,  Gor- 
dau,  Brioschi,  Puchta  u.  a.  andererseits  ist  die  Be- 
deutung der  von  uns  in  massgeometriseher  Hinsicht  be- 
handelten Probleme  der  Kugelteilung  für  die  angegebenen 
Disziplinen  der  Mathematik  aufgedeckt  und  genauer  unter- 
sucht worden. 

Was  insbesondere  die  Beziehungen  zur  Algebra  und 
der  Theorie  gewisser  binärer  Formen  anlaugt,  so  sind  diese 
zueilst  von  F.  Klein  erkannt  worden,  welcher  auch  den  Zu- 
sammenhang dieser  Probleme  mit  den  von  Riemaun  und 
eingehender  von  Bchwarz  behandelten  dargelegt  hat. 

2.  Wir  beschränken  uns  darauf,  die  wesentlichsten 
dieser  Beziehungen,  unter  welchen  sich  auch  einige  —  bis- 
her nicht  bemerkte  —  finden  dürften,  in  diesem  Abschnitte 
hervorzuheben  und  sehlagen  hierbei  den  umgekehrten  Weg 
ein,  als  welcher  in  den  aufgeführten  Arbeiten  befolgt  wurde, 

3.  Indem  wir  zunächst  von  den  im  Kap.  n  hergeleiteten 
regulären  Netzen  I  bis  YII  ausgehen,  projizieren  wir  die- 
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selben  etereographiscli  auf  die  Ebene  eines  der  Symmetrie- 
hauptkreise  dieser  Netze.  (Die  beigefügten  Figuren  stellen 
sämtlich  derartige  atereo graphische  Projektionen  dar.)  Eine 
solche  Abbildung  ist  bekauntlich  eine  konforme,  d,  h.  die 
sphärische  Figur  und  ihr  ebenes  Abbild  sind  in  den  kleinsten 
Teilen  ähnlich  (isogonal). 

Als  Ebene  der  Abbildung  wählen  wir  in  der  ßegel  die 
bei  den  Entwicklungen  des  vorigen  Kapitels  benutzte  XY- 
Ebene,  als  Projektionspunkt  den  Endpunkt  der  abwärts  ge- 
richteten (negativen)  Z-Axe.  Alsdann  werden,  wenn  die 
rechtwinkligen  Koordinaten  eines  projizierten  Punktes  (x. 
y,  g)  der  Kugelfläche,  dessen  polare  Koordinaten  «„,  ^^  sind, 
durch  §,  71  bezeichnet  werden,  die  Beziehungen  zwischen 
den  Elementen  des  sphärischen  Netzes  und  der  ebenen  Ab- 
bildung desselben  durch  die  Formeln  dargestellt: 

40«)  i'+yi'+r''  -l      P+l'+.->'  P+f+.-'' 

I  =  r  ■  -2^—3  (r  —  «)  =  r  tamf  l  «„  cos^n , 


wobei  Efl  den  sphärischen  Abstand  eines  Punktes  der  Kugel 
vom  Gegenpnnkte  des  Projektionspunbtes  bedeutet. 
Die  komplexe  Variable: 
41a)  £  =  r(g4-7ji)-rto»f/f  £„e''''", 

oder  in  homogener  Form,  wobei  ^g=^r  der  Längeneinheit 
entspreche; 

41/3)        ^  =  I  +  j;j  =  tanff^e,,  (cosd-^  +  i  sinQ-^), 

stellt  alsdann  die  Gesamtheit  der  Punkte  der  Kugel  fläche 
oder  der  Projektionen  derselben  auf  die  |i^-Ebene  dar,  je 
nachdem  die  Kngelfläche  oder  die  Projektionsebene  als  Trä- 
gerin des  Wertgebietes  der  Variabein  §-l-9ji  aufgefasst  ■wird. 
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Die  Endpunkte  der  positiven  und  der  negativen  2"-, 
X-  und  Y-Axe  entsprechen  beziehunjfsweise  den  Werten 
g=0,  00;  1,  —1;  *)  — !,  wobei  r  gleich  der  Längeneinheit 
angenommen  ist. 


S  82.   Darstellung  der  regulären  und  der  gleieh- 
echigen  Netze  der  ersten  Haiiptklasse. 

1,  Die  Eckpunkte  der  beiden  regulären  Netze  I  und 
II  (§  8  und  §  59)  der  ersten  Hauptklasse  werden,  wenn  die 
Ebene  des  Hauptäquators  a  als  l^j- Ebene  gewählt  wird, 
durch  die  komplexen  Werte: 

I«)  S_as!  — +  is.»!— -c^,  (-0,1, 2,  .....--1, 

11«)   S-0,  », 
d.  h.  durch  die  Wurzele  der  Gleichungea: 
If)  P- 1  -  0  oder  F,  =  g,"-  6,1-  0, 

dargestellt. 

Die  Hessesclie  Determinante  der  binären  Form  F^  ist, 
abgesehen  von  dem  konstanten  Paktor  —  w*  («  —  1)^ : 

42»)  iJ,_(S,S,)— >_ff-'; 

die  Gleichung; 

42j3)  fi,  =  (£,y-'  =  o 

stellt  also   die   beiden  «  — 2-faeh  zählenden  Eckpunkte  des 
Netzes  II  dar. 

Als  Jacobisehe  Determinante  von  F^  und  .ff  erhält 
man,  abgesehen  von  dem  konstanten  Faktor  2w: 

42y)  ^,  =  e/+gs''; 

die  Gleiehimg: 

42d)  J^^_£i"  +  S2"-=0 

stellt   also   die   Eckpunkte   eines    Kreis  teil  ungsnetz  es    I   dar, 
welches   aus   dem  obigen   (iß)   durch  eine  Drehung  von  der 

Hübe,   Kugelteilni«.  26 
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resultiert  Dieser  Drehung  entspricht  analytisch  die  lineare 
Substitution : 

2.   Die  Gleichung  (ICreisteiiungsgleichung): 
I^)  Fj-0  oder  ^"-1  =  0 

hat  die  Eigenschaft,  durch  die  linearen  Substitutionen: 

420  S,  sE,  f'S,...«-'S,  (s-e-  ) 

ungeändert  zu  bleiben,  wobei  durch  diese  Transformationen 
jede  Wurzel  %k  in  jede  andere  ^^  verwandelt  werden  kann. 
Diesen    linearen   Transformationen    entsprechen    geo metrisch 


zähligen  Hauptaxen. 

Ebenso  bleibt  die  Gleichung  (1(3)  durch  die  Substitu- 
tionen : 

42,)  rf'f-T^ 

ungeändert;  denselben  entsprechen  Rotationen  von  der  Am- 
plitude 180°  um  je  eine  (oder  die  entgegengesetzt  gerichtete) 
der  2n  zweizähligen  Queraxen  (§  10,  3.) 

Dieselbe  Eigenschaft,  durch  die  linearen  Substitutionen 
[42Q  und  42i;)]  ungeändert  zu  bleibeuj  kommt  den  beiden 
Gleichungen; 

und 

42/.)  ^'^  =  £"+1=0 

zu;  zwischen  den  linken  Teilen  der  Gleichungen  besteht  die 
einfache  Delation: 

42)()  i^i^-i^/  +  4ff"  =  0. 

Ist  »  =  2j3  eine  gerade  Zahl,  so  bleiben  diese  drei 
Gleichungen  auch  durch  die  linearen  Substitutionen: 
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1  a  f^  f^^-' 


uageUndert.  Diese  Substitutionen  unterscheiden  sich  wegen 
i!i^~l  nur  durch  die  Anordnung  von  denjenigen  i2)j), 
da  durch  die  Drehung  von  180"  um  eine  der  zweizähligen 
Äsen  je  ein  Wurzelpunkt  mit  seinem  Gegenpunkte  zur 
Deckving  gebracht  wird, 

3.    Bilden  wir  nun  aus  je  zweien  der  Gleichungen: 
43a)  i.^f-l^O  oder  ^^p-^/^0 

43,3)  \,  =  iP  +  1^0      „     £/+^p  =  0 

43y)  H^^iP       ^0     „    i,n/     =0 

die  Gleichungen: 

44a)     l'~X,R"^0,  a.  h,  r'^+l-(2  +  X0g^  =0 

oder  i^'!'  +  fe^^'  -  (2  +  X,)  g/  g/       =  0, 

44/3)     ^^^-X.,Hi'  =  0,  d.h.  ^p  +  l-(X,-2)£p^0 

oder  t,'p  +  e/^  -  {X,  -  2)  t/  £/       =  0, 

44;^)     ii^-X,i,^  =  0,  d.  h.  £^^+1- 


-X3 

oder  t^^  +  t,'"-2  J-t  J.5^^g^,,„o, 
so  sind  dieselben  sämtlich  in  der  Glcicliung: 

44)     t,^p  +  l^Xp'-^0  oder  t,'>' +  t^'p  -  X^^p^/^O 
enthalten,  wobei: 

45«)  X  =  2  +  Zi  =  Xä  -  2  -  2  4^^ 

einen  komplexen  Parameter  bedeutet. 

Die  Gleichung  (44)  hat  ebenfalls  die  Eigenschaft,  durch 

die  Substitutionen   [42^   ™<ä   42ij)]   ungeSndert  zu   bleiben 

(  .  '--    .    ^       . 

Vwenn   p   statt  n  gesetzt  wird,  also   ?  =  ^  ^     ist);  dieselbe 

stellt  für  jeden  Wert  des  Parametern : 

45/3)  X^k  +  fii 

2p  Punkte  der  Kugel  (bez.  der  |ij-Ebene)  dar,  welche   sich 

als  die  Eckpunkte   eines   gleicheckigen  Netzes  XXV  (§  40), 

d.  h.   eines    sägerandigen   (2 +  2jj) -flächigen   2j]-Eck8 
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ergeben.  Dean  bilden  wir  umgekehrt  die  Gleichung,  deren 
Wurzeln  die  2p  Werte  für  i;  sind,  welcbe  den  Eckpunkten 
eines  Netzes  XXV  entsprechen,  so  resultiert,  da  die  p  oberen 
Punkte  [vergl.  3«)  in  §  Ö8]  durcb: 

44  8)  &  —  tanff"  -^  £„ .  e""''  =  0 , 

die  p  unteren  Punkte  [vergl.  3k')  in  %  58]  durch: 

44t)  li'  —  cotfji'  \  s„.e-'"''  =  0 

dargestellt  werden,  für  den  Verein  dieser  Punkte  die  Glei- 
chung: 

oder: 

44)  ^^i'-^i-Xp'-^O, 

wobei; 

45;')  X  =  {iang'' -^  Ba  +  colgp  l  Ba)cosx7t +  i(tang3'-l-ea  —  coig^l  e„)smy.-Jt 

ist.  Dem  konjugierten  Werte  l  —  (li  für  X  entspricht  die 
Gruppe  der  2p  Eckpunkte  des  Tolizähligen  Netzes  VIII", 
welche  die  andere  (gyroidische)  Hemigonie  desselben: 

44£')   (^  —  tangp  -|  e„  .e-""*)  (p>  —  cotg^^E^ .  e'-"")  —  0 
darstellen. 


aus  einer  beliebigen  durch  die  —  Ton  X  unabhängigen  — 
linearen  Substitutionen  42t)  und  42ij)  (für  n=p)  ableiten. 
Der  Wert  von  X  45-y)  ergiebt  sich  daher  auch  einfach,  wenn 
in   die    Gleichung   44)    für    £  eine    der   2p    Wurzeln,    z.   B. 

i.-^tang-^3„.e  ^    substituiert  wird. 

4,  Durch  die  Gleichung  44)  p5ez.  44ß)  bis  y)]  wird 
also  das  allgemeinste  hemigoiiische  Netz  der  ersten  Haupt- 
klasse dargestellt,  wobei  jedem  Werte  für  X=^-f-f''*'  oder 
jedem  Wertsystem   für  s,,   und    y.  [Formel   45;^)]  2p  Punkte 
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der  Kugel,  d.  h.  eine  bestimmte  Varietät  eines  Netzes  XXV ' 
entsprechen.     Durch  die  Substitution: 

wird  daher  die  konforme  Abbildung  des  Gebiets  der  kom- 
plexen Variabein  X  auf  die  Kugelfläche  (oder  die  Ebene  der 
irj)  vermittelt,  und  zwar  sind  die  2p  Dreiecke  des  (voll- 
zähligen) Symmetrienetzes  VIII  a) ,  für  welche  jene  2  p 
Punkte  homologe  Punkte  sind,  das  Bild  der  positiven, 
die  2p  (symmetrisch  zu  den  eratereu  liegenden)  Dreiecke, 
deren  homologe  Punkte  das  andere  hemigoniache  Netz 
bestimmen,  das  Bild  der  negativen  Halbebene  X, 
Da  die  Gleichung  44)  sich 

(für  X  =  2       auf   ^^  =  0, 

46fi)  „    X  =  -^2     „     ^-^  =  0, 

1    „    X=co       ,,    H^^O 

reduziei-t,  so  sind  die  drei  Punkte  Z  =  2,  —  2,  oo  der  reellen 
Axe  singulare  Punkte,  welchen  die  Eckpunkte  i?j,  i^g..., 
JJa,  B^...,  A,  A!  [vergl.  z.  B.  Fig.  6i3)]  der  Grenzflächen 
des  Symmetrie  netze  a  VII[a)  entsprechen. 

5.  Durchläuft  X  das  Intervall  von  2  bia  oo  (ä£  =  0, 
0'*<fa<90*'),  so  nehmen  die  Punkte  P  alle  Lagen  auf  den 
Quadranten  B^A^  B^A...  und  B^A',  B^A! ...  [vergl.  z.  B. 
Fig.  65)]  ein,  so  dass  je  2^  zusammengehörige  den  Eck- 
punkten eines  prismatiachen  (2 +i)) -flächigen  2jj-Ecks  VIII' 
entsprechen,  welche  durch  die  Gleichung: 

46/i)  V-''  —  {tang''\E^  +  cot(f'\  £^)p'  +  l^-0 

dai'ge  stellt  sind. 

Durchläuft  X  das  Intervall  von  --  co  bis  —  2  (x=  1 
90''>e„>0'*),  so  beschreiben  die  Punkte  P  die  Quadranten 
J.Bg,  AB_^...  imd  A' B^,  A'B^...,  svobei  je  2p  zusammen- 
gehörige   den    Eckpunkten    eines   Netzes   VIII'    entsprechen. 
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welches  durch  eine  Drehuiig  von  um  eiue   der  Haupt- 

asen   aus   dem   erstereii  46/5)   resultiert   und  durch  die  Giei- 


46y)  t'^'  +  {tang^  i  s„  +  mkj^  -^  e„)  £^  + 1  =  0 

dargestellt  wird. 

Wenn  endlich  X  das  Intervall  von  —  2  durch  0  bis  2 
(0<j(<l,  £„  =  90")  durchläuft,  so  beschreiben  die  Punkte 
P  die  Bogen  B^B^,  B^B^...  und  B^B^,  B^B^...,  so  dass 
je  2p  zusammengehörige  die  Eckpunkte  eines  halbregulären 
Kreisteilungsnetzes  11'  [19(5)  iu  §  18]: 

46,5)  t^i'-2t''cosxa  +  1^0 

bilden.  Die  trinomisehe  Gleichung  46  d)  stellt  daher  auch 
in  der  |T;-Ebene  die  2p  Eckpunkte  eiues  ebenen  gleich- 
eckigen (j)+j))-kantigen  2ß-Eck9  dar. 

Für  X=0  (}c-=Yi  ^(f  =  90'^  resultieren  die  zweifach 
zählenden  Eckpunkte  des  regulären  Kreisteilungsnetzes: 

46tf')  gc-l^-'O. 

6.  Weuo  X  die  positive  imaginäre  Äxe  beschreibt 
(x=-|-,  0<fa<90'*),  so  nehmen  die  Punkte  P  alle  Lagen 
auf  den  Quadranten  C^Ä,  C^A,...  und  C^A',  CiA',. ..  (vergl. 
2.  B.  Fig.  ÖÄ)  ein,  so  dass  je  2p  zusammengehörige  den  Eck- 
punkten eines  kronrandigen  (2  +  2j))  -  flächigen  2ß-Ecks 
XXIV  entsprechen,  welche  durch  die  Gleichung: 

46  £}        t^i'  +  H-  (*  (cotg!-  i  £a  -  tang^'  -J-  s„)  p'^0 
dargestellt  sind. 

Den  Punkten  der  negativen  imaginären  Ase  der  X- 
Ebene  entsprechen  die  Gruppen  von  je  2p  Eckpunkten: 

46  s')       ^p  +  l-i  (cotgp  i  f„  -  taiig»  l  e«)  &  --  0, 
80  daas  der  Verein  von  je  zwei  Gruppen  46£)  und  46s')  für 
denselben  Wert  von  £„  das  vollzählige  Netz  VIII': 

46 1)       £*^  +  (potg^''  i  i'a  +  tang^i'  -l  £„)  i^^  +1—0 
darstellt. 
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Die  Gleicliung  eines  vollzäliligeo  Netzes  VIII"  erhält 
man  durch  Vereinigung  der  beiden,  den  konjugierten  Werten 
A+fti  und  X  —  (ii  entsprechenden  Gleichungen  44£;)  und 
440  J>i  der  Form: 

[Tergl,  iby)]. 

1.  Die  Eckpunkte  eines  Netzes  XVIII',  ä.  h.  eines 
unterbrochen- kr  onrandigen  (2  +  2jJj)  -  flächigen  2.2^,- 
Ecks  (§  30,  4.)  werden  als  eine  bestimmte  Hemigonie  eines 
Netzes  VIII"  füri)  =  2ft  [vergl.  das  Schema  IGS)  auf  S.  Hl] 
durch  eine  der  beiden  Gleichungen: 


dargestellt,  welche  ausgefiihrt  die  Form  erlialten: 

gi''i  +  2;(coi^'''  |e„  —  tung"'  ^ '^a)  sw -^ .  S^^*' 
+  1  +  2>  («oft;»!  i  t,  ~  hing"  4 1,,)  »» "^ .  £» 


47«) 


47 /S)  1 


47  rt 


-  [coig''^-  Y  f, 


+  ;'«!J^^J 


^).S"-0, 


wobei    das    obere    Vorzeichen    der   ersten ,    das    untere    der 
zweiten  Gleichung  entspricht 

Diese  Gleichungen  lassen  sich  auch  leicht  auf  folgende 
Form  bringen: 

47  8)  [(r^^'  +  1)  ±  '■«'  &N'  -  >>"  r^'  =  0, 

wobei: 
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[       1'  =  (cotg'''  ^-  Ba  +  iang^'  -^  Sa)  cos  -^ 


47«) 


=  {cotg"<  -^  s„  ■ 


■i>.)sin-^ 


gesetzt  ist. 

Entsprechend    erhält    man    für    die    beiden    nach    lüem 
Schema: 

|1..4ö..89. 
^^^^  l-(2)(3).    .(6)  (7).    .(10)  (11) 

gebildeten  Hemigonieeii   des    vollKähligeii   Netzes  VIII"  die 
beiden  Gleichungen: 


47  ij) 
oder : 


yp'<+tang>'^^ea.e  '■'  )     y£,J''  +  tang'''-\e^.e     ^  ) 

£*>■  +  2  (cotgi'^  -l  E„  -  tangi'-  -J-  s^)  cos^  .  t.^^' 
+  1^2  {cotgP'^  J-  Sa  —  tangP'  -|  £„)  cos  -^  .  g^' 
+  {cotg''p'  -I  s„  +  ta-iw^^'  -^  «„  -  4  cos'  —)  g^^-  =  0, 
welche  sich  auch  auf  die  Form  bringen  lassen: 

470       [(r^"-i)±^n^'r+ft"*£^'''=o, 


47  ;i) 


tg^"  -|  «a  —  tangP'  l-  b^)  cos  ~  i 
''<!'''  -\  Sa  +  tang^'  \  sä)  sin  -^ 


gesetzt  wird. 

8,  Endlich  seien  mit  Rücksicht  auf  die  häufige  An- 
wendung auch  noch  die  Gleichungen  für  die  Eckpunkte 
eines  rhombischen  Sphenoidnetzes  XVII  und  eines 
tetragonaien  Sphenoidnetzes  XIV  aufgeführt,  welche 
sieh  einfach  bez.  aus  44)  und  46i)  für  p  =  2  in  der  Form 
ergeben: 
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für  ia  =  i!  resultieren  die  Gleichangen  für  die  Eckpunkte 
der  beiden  konjugierten  regulären  Tetraeder  (vergl.  7. 
in  §  9): 

4.8y)  i'+l±2iyB'e  =  0. 


§  83.    Darstellung  der  regnlären  und  der  gleich- 
eckigen  Netze  der  Hexakisoktaedergruppe, 

1,  Die  Eckpunkte  Ä  eines  regulären  Oktaeder- 
netzes rV"  werden,  wenn  die  Xr-Ebene  des  friiber  (§  63, 1.) 
benutzten  Koordinatensystems,  nämlich  die  Ebene  des  Haupt- 
kreises Og  als  |)j- Ebene  der  Abbildung,  der  Punkt  A\  als 
Projektionspunkt  gewählt  wird ,  durch  die  Wurzeln  der 
Gleichung: 

49«)     /,  =  Ur-l)-0    oder    S,&(Si*-y)-0 
dargestellt. 

Als  Hessesche  Determinante  der  binären  Form  f^  er- 
giebt  sieh,  abgesehen  von  dem  konstanten  Faktor  —  2Ö: 

49/3)  ff„-e,^+ 14  £/£,■*  +  £/; 

die  Gleichung: 

49y)  ^i,-0 

oder  in  nicht  homogener  Form: 

49/)  £^-14£*-M=0 

stellt  die  Eckpunkte  C  des  regulären  (dem  Netze  IV  kon- 
jugierten) Hexaedernetzes  VI  dar.  Denn  die  vier  oberen 
und  die  vier  unteren  Punkte  (oder  deren  Projektionen  auf 
die  lijrEbene)  des  Netzes  VI  werden  bez.  durch  die  Q-lei- 
chungen : 

repräsentiert,  deren  Verein  die  Gleichung  49/)  ergiebt. 
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Als  Jacobische  Determinante  der  beiden  Formen  /J, 
und  Hq  ergiebt  sich,  abgesehen  von  dem  koostauten  Faktor 
-8: 

49^)        J,--t,''-?>H,H2'-^^iiH/+^,''; 

die  Gleichung: 

49  £)  Jo-0 

oder  in  nicht  homogener  Form: 

stellt  die  Eckpunkte  B  des  festen  gleieheekigen  Netzes 
dieser  Gruppe,  nämlich  des  Kubooktaedernetzes  XIX' 
dar.  Denn  die  drei  Gruppen  von  je  vier  Punkten  B  (oder 
deren  Projektionen  auf  die  |?;-Ebene)  sind  durch  die  Glei- 
chungen: 

^-tann*22-l°  =  0,    S*+l-0,     S' ~  c"^*  22-^  =  0 
repräsentiert;  deren  Verein  die  Gleichung  49^')  liefert.^) 

2.   Die  drei  Gleichungen: 

/■==0,  H,^0,  Jo^O 
haben  nun  die  Eigenschaft,  durch  die  24  Substitutionen  un- 
geändert  zu  bleiben,  welche  den  24  Drehungen  (§11,  4.) 
entsprechen,  durch  die  ein  reguläres  Oktaeder-  oder  Hexaeder- 
netz mit  sich  selbst  zur  Deckung  gebracht  wird.  Diese  24 
Substitutionen   lassen   sich   in   folgender  Weise   darstellen^): 

r  f   !!    '"l+i    -Jz:!    ■J.+l    ■J.^i. 
50«)     "^'  £'  *'i-s'  ''i>£'  '»"-£'  ''i+V 

\  p  =  0, 1,2,3; 

dieselben  zerfallen,  abgesehen  von  der  Identität  ^=S,  in 
neun  Substitutionen  von  der  Periode  vier  (der  Drehung  um 
die  vierzähligen  Äxen  entsprechend),  in  acht  Substitutionen 
von  der  Periode  drei  (der  Drehung  um  die,  dreizähligen) 
und  in  sechs  Substitutionen  von  der  Periode  zwei  (der 
Drehung  um  die  zweizähligen  Axen  entsprechend). 

1)  Vergi.  z.  B.  Puchta,  Das  Oktaeder  etc.  DenkBctrifteu  der 
Wiener  Akademie  1879  S.  58  flg. 

2)  Vergl.  Gordan,  Mathem.  Ann.  Xll,  S.  41,  42  und  Puchta  1,  c. 
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Die  Substitutionen  50a) 
Weise  an: 

1.  Identität: 


sieli  hiernach  in  folgender 


ÖOß) 


50,) 


50ä) 


2.  Substituti.onen  vc 


'M.J 


3.  Substitutionen  von 

1  +  S 

.1-f 


Dfcj--- 


t  1-5 

der  Periode  3 : 

1-s 
'     i+i' 

i  +  t 


■  1+5 
1-5' 
.1  +  5 


L-5 
i  +  S' 

i  +  5 


4.  Substitutionen  von  der  Periode  2: 


50  s) 


„  1+5 


Dabei  bedeutet  S(a,)  die  Subatitution,  welche  einer  Drehung 
von  90°,  2.90'*  n.  s.  f.  um  die  vierzählige  Äxe  0A^^  ent- 
spricht n.  a.  w.  (vergl.  Fig.  3). 

Durch  die  24  Substitutionen  50k)  wird  also  /j,  (Okta- 
eder), Ha  (Hexaeder),  J,,  (Kubooktaeder)  bez.  vierfach,  drei- 
fach, zweifach  aus  einer  der  Wurzeln  der  Gleichungen  ^  =  0, 
^^  =  0,  J(,'^0  (aus  einem  seiner  Eckpunkte)  erzeugt. 

3.  Bilden  wir  nun  aus  je  zweien  der  drei  Gleichungen: 

die  Gleichungen: 
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51«)  -fV-^i  ft'-O, 

51  (S)  f,'-X^J,'~0, 

51  rt  if,'~Z,J-„'-0, 

WO  Xj_,  X^,  X^  je  einen  komplexen  Parameter  bedeutet, 
so  hat  jede  dieser  Gleichungen  ebenfalls  die  Eigenschaft, 
durch  die  24  Substitutionen  50  a)  nngeändert  zu  bleiben  und 
einen  Komplex  von  solchen  24  Pimkten  der  Kugel  (oder  der 
|))-Ebene)  darzustellen,  der  die  Eigenschaft  hat,  dass  sich 
aus  einer  der  Wurzeln  (einem  der  Punkte)  alle  übrigen 
durch  Anwendung  jener  Substitutionen  ergeben. 

Es  genügt  daher,  eine  dieser  drei  Gleichungen  51),  z.  B, 
die  erste: 

51  ß)  iV"Xi/ü*  =  0 

zu  betrachten,  welche  ebenso,  wie  die  beiden  anderen,  für 
jeden  Wert  des  Parameters,  die  24  Eckpunkte  des  allge- 
meinsten gleieheckigen  hemigonischeu  Netzes  dieser  Gruppe, 
nämlich  eines  (6  +  8-j-24)-flächigen  24-Ecks  XXVI' 
(§  42)  darstellt.  Der  Nachweis  hierfür  ergiebt  sich  einfach 
durch  direkte  Bildung  der  Gleichung,  deren  Wurzeln  die 
Eckpunkte  eines  Netzes  XXVI'  darstellen,  und  Vergleichung 
derselben  mit  der  Gleichung  51«). 

Dem  Werte  X,  =  0  entsprechen  die  (dreifach  zählenden) 
Eckpunkte  C  des  Hexaeders,  dem  Werbe  X^  =  oo  die  (vierfach 
zählenden)  Eckpunkte  A  des  Oktaeders,  wahrend,  wie  sich 
leicht  durch  direkte  Vergleichung  mit  49s')  ergiebt,  für 
Z,-108  der  linte  Teil  der  Gleichung  51«)  in  J^'  über- 
geht.    Wir  wollen  daher  znr  Vereinfachung: 

51  ö)  X,  =  108  X 

setzen,  so  dass  die  zu  betrachtende  Gleichung  die  Form: 

5U')  Z^u8-108Z.^*=0 

erhält  und  somit  die  einfache  Relation  stattfindet'): 

1)  Vei-gl.  Pucbta  1.  c.  S.  ei;  F.  Klein,  Mathem.  Ann.  IX  S.  197; 
C  leb  seh,  Theorie  d.  biMren  Foi-men  8.450;  Schwarz,  Boi'ch,  Journ. 
Bd.  76  g.  29afig.  Art.  YS. 
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51*)  ifo«-108/o*  =  Jo'; 

mit  Hilfe  dieser  Relation  lassen  sieh   auch  leiehfc  die  Para- 
meter Xg  und  Xg   in  51/3)  und  öly)  durch   X  ausdrücken. 
Dem  Werte  X—1  in  51«')   entsprechen  aUo   die   (zweifach 
zählenden)  Eckpunkte   S  des  Kuh  o  oktaedernetz  es  XIX'. 
4,  Die  Substitution 

vermittelt  die  konforme  Ahhildung  des  Gebiets  der  kom- 
plexen Variabein  X^l  +  jii  auf  die  Kugelfläche  (oder  Jie 
§ij-Ebene),  und  zwar  sind  die  24  Dreiecte  des  vollzähligen 
Symmetrienetzes,  nämlich  des  HesakisoktaedernetzesXV, 
für  welche  die  24  einem  Wert  des  X  =  l-\-iii  bei  positivem 
fi  entsprechenden  Punkte  homologe  Punkte  sind,  das  Bild  der 
positiven  Halbebene,  die  24  symmetrisch  zu  den  erateren 
liegenden  Dreiecke,  für  welche  die  dem  konjugierten  Werte 
X=  A  —  fii  entsprechenden  24  Punkte  homologe  Punkte  sind, 
das  Bild  der  negativen  Halbebene  X. 

Die  drei  Pmikte  X=oo,  0,  1,  welchen  bez.  die  Eck- 
punkte -4,.C,  B  des  Hex akis Oktaedernetzes  entsprechen,  sind 
singulare  Punkte,  da  die  Winkel  des  Dreiecks  in  der 
JX-Ebene  sämtlich  180",  auf  der  Kugel  dagegen  45",  60" 
und  90"  betragen. 

Wenn  X  das  Intervall  von  1  bis  so  durchläuft,  so 
nehmen  die  Punkte  P  alle  Lagen  auf  den  Hauptkreis  bogen 
SjÄ^...  ein,  so  dass  je  24  zusammengehörige  den  Eck- 
punkten eines  Netzes  X',  eines  (6-!-8)-flächigen  6.4-Eck9 
entsprechen,  Der  Zusammenhang  des  Parameters  X  mit  der 
Variabein  s^,  welche  die  Varietät  eines  solchen  Netzes  be- 
dingt, ergiebt  sieh  entweder  aus: 

51k")  108A  =  yf, 

"wenn  rechts  für  £  einer  der  24  Werte.,  also  z.  B.  t,  =  tang-^^„ 
;  wird,  d.  h.  aus: 


51 «)     108  A = c^üfi±ii^«i'*is" + 1)_^ 
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oder  dadurch,  dass  mau  aus  den  24  Werten  für  £  die 
Grleiehung  bildet,  deren  Wurzeln  diese  simi,  nUmlich  die 
GleichuHg; 

[        U'-itang^l-ea  +  coig^  \ O  t'  +  1] 

und  deren  Koeffizienten  mit  den  entsprechenden  der  Gleichung 
S^^-10Slf^^  =  0  vergleicht. 

Auf  beide  Arten  erhält  man  leicht  die  Beziehung: 

SmtaCOS^ Sa  2stn    ZSa 

Dnrehläuffc  X  das  Intervall  von  —  co  bis  0  oder  von 
0  bis  1,  so  besehreiben  die'  Punkte  P  bez.  die  Kanten 
Ä^C^,...  oder  C^B^,...  der  Dreiecke  des  Hesabisoktaeder- 
netzea.  Je  24  zusammengehörige  Punkte  entsprechen  also 
den  Eckpunkten  eines  Netzes  XXI'  eines  (6  +  8  +  12)- 
fläehigen  24-Ecks  oder  eines  Netzes  XII'  eines  (8  +  6)- 
flächigen  8.3-Ecks.  Für  beide  Netze  erhält  man  mit 
Benutzung  der  oben  angegebenen  Methoden  die  Werte: 
für  das  Netz  XXI'  (vergl.  §  65,  i)  [^„  =  45"]: 


51.) 


108  X  =  4(3-eos^E.)Hl-3t^s^a.)« 

Sin^fa  (1  +  COS^£,()* 

[  sm*2£a,sm*Eo, 

für  das  Netz  XII'  (vergl.  §  65,  3.)  [_cotgEa=cos&^]: 


5i;.)  103A  =  -  — .-^ .  . 

'  sm*2fo  sm^Ea  ^^  „„ 

In  die  Formelu  51i),  51«),  51^)  lassen  sich  aucb 
leicht  [vergh  §  66,  Formeln  17)]  die  Ableitungskoeffizienten 
t,  s  einführen. 

Ö,  Im  allgemeinen  -Falle ,  in  welchem  X  irgend  einen 
komplexen  Wert  A  +  jt«  hat,  erhält  man  die  Abhängigkeit 
des  l  und  ft  von  den  beiden  Variabein  (z.  B.  £„  und  ■&a), 
welche  die  Lage  des  Punktes  P,  und  damit  die  Varietät  des 
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eniaprechenden  Netzes  XXVI'  bedingen,  entweder  mdem 
man  in  51k')  für.  t  einen  der  24  Werte,  z.  B.  den  "Wert 
£=toj^-3  £„.e''*°  einsetzt  und  somit  k  und  (i  ans  der  Gleichung: 

I     ^     _  ,(tang''i  E^.e^'^'+  Utang*^  £„.6*^"""+  1)^ 

I  =i+f,i      108 .  tang*  -l  ea-e^'"^"  (tang'  l  ia-e*'"'''''^  1)* 
durch   Sooderung   des    reellen   und   imaginären   Bestandteils 
bestimmt. 

Oder  man  kann  aus  den  24  Werten  für  J  die  Gleichung 
bilden,  welche  dieselben  zu  Wurzeln  hat  und  deren  Koeffi- 
zienten mit  den  entsprechenden  der  Gleichung  51«')  ver- 
gleichen. Jene  Gleichung  lässt  sich  entsprechend  der  Grup- 
pierung der  24  Eckpunkte  (vergl.  §  51,1.)  als  Eckpunkte 
von  drei  kongruenten  Netzen  XXV  (^j=-4)  mit  den  Haupt- 
axen  OA  in  folgender  Form  schreiben: 

[      (t* -  tang^i  £„, .  ei*'*",)  {t^  —  cotg^  }  f^, . e+^'\) 
52k)  \x{t,^  —  tang*'l-£^^.e±*'^\){^-cotg^^Sa,.e+*'^\) 

I X  (£*  -  tang^ |  s^,  ■  e± *-^"0  (5* -  cotg*  -|  £^ .  e+  *'*"0  =  0. 
Hierbei  entspricht  dem  oberen  Vorzeichen  die  eine 
Gruppe,  dem  unteren  di^  andere  Gruppe  von  je  24  Eck- 
punkten, deren  Verein  das  vollzählige  Netz  XV'  bildet.  Die 
Winkel  £„,,  £^;  *^,  ö-^  haben  die  früher  (vergl.  §  29,  5.) 
festgesetzte  Bedeutung,  wobei: 


52« 


Itang&a,  ■  tanq&a„ .  tang&a,  =  — -— •  ■   ---'  =  ä , 
COSSa^    cos  Sa,    COSEa, 


Durch  Vergleiehung  der  entwickelten  linken  Teile  der 
Gleichungen  51«')  und  52«)  erbält  man  wesentlich  drei  Rela- 
tionen zwischen  k  und  (i  einerseits  und  £„^  und  9'o^  (^—1)2,3) 
andererseits.  Die  erste  dieser  Relationen,  welche  mit  den  beiden 
anderen  zufolge  der  Beziehungen  52/3)  identisch  ist,   lautet: 


52;-) 


108 ;.  =  42  +  _2  {coiÄ/  i  £„^+  tang^  -J-£„,)  cos  4  K,, , 


-  tang*  \  EaO  sin  4  ö-„„ ; 
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die  rechtea  Teile  lassen  sieb  ,  z.  B.  durch  s^  und  *„  aus- 
drücken und  so  die  Übereinstimmung  mit  52)  nachweisen. 
Die  vollständig  entwickelten  Ausdrücke  sind  zwar  etwas 
Icompliziert,  zeigen  aber  doch  ein  sehr  einfaches  Bildunga- 
gesetz,  auf  welches  hier  nicht  eingegangen  werden  aoU. 

Durch  Substitution  spezieller  Werte  für  £„,  &„,  welchen 
besondere  gleicheckige  Netze  dieser  Gruppe  entsprechen, 
läsafc  sich  die  Richtigkeit  der  allgemeinen  Formeln  leicht 
kontrollieren.  Für  das  vollzählige  Netz  XV  erhält  man 
durch  Multiplikation  der  beiden  Gleichungen: 

l?o^--108(A  +  ,az')/o*-0    und    H^^  -  im  {?.  -  i^i)  f^' ^  Q 
die  Gleichung: 

52d)      7yo^-216i77oYo*+lO8n^'+fi0/'o''  =  O, 
welche  mit  der  durch  Multiplikation  der  beiden  Gleichungen 
52a)  entstehenden  identisch  sein  muss. 

6.  Was  die  beiden  gegenpunktig-hemigonischen  Netze 
der  zweiten  Gruppe  dieser  ersten  Ordnung,  nümlicb  die 
Netze  XXIII'  (§  38)  und  XXIX'  (§  45)  anlangt,  so  ergehen 
sich  für  deren  Eckpunkte  analytische  Ausdrücke  aus  den 
Gleichungen  der  entsprechenden  vollzähligen  Netze  XV  und 
X'.  Da  aber  (vergl,  §  52,  l.)  die  Axen  dieser  Netze 
mit  denjenigen  eines  Hexakistetraedemetzes  Xd)  überein- 
stimmen, die  linken  Teile  der  Gleichungen  dieser  Netze  sich 
also  nicht  linear  aus  den  bestimmten  Potenzen  von  /",,,  H^, 
und  J^  zusammensetzen  lassen,  so  soll  die  Darstellung 
dieser  Eckpunkte  im  nächsten  Paragraphen  mit  derjenigen 
der  Netze  der  Hexakistetraedergrappe,  welche  selbst  in  ein- 
fachen Beziehungen  zu  der  Hexakisoktaedergruppe  steht, 
behandelt  werden. 


§  8+.    Darstellung  der  regulären  und  der  gleicli- 

ecklge«    Netze    der    Hesakistetraeder  -    und    der 

Diakisdodekaedergruppe. 

1.    Die  Eckpunkte  der  beiden  konjugierten  regulären 
Tetraeder    C^C^C'^C,    und    C^C^C\C\    [Fig.   2k),    2j5)] 
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werden   [vergl.  auch  48  y)  in  §  82]    durcli  die  beiden  Glei- 
chungen : 
53k)     T,  =  t^  +  2iY3^'  +  1^0    oder    t^^  +  2iVHiH2^  +  t2*  =  ^, 
biß)     n  =  £*-2.l/3"£^  +  l-0    oder    ?i^-2i T^g^Ha^  +  Sa*-« 
dargestellt,  wobei: 

53  j')  T^.T,,  =  H^ 

ist. 

Von  den  beiden  binären  Formen  2\,  2'^  stellt  die  eine 
die  Hessesclie  Determinante  der  anderen  dar;  als  Jacobi- 
sche Determinante  beider  erhält  man  (abgesehen  von  dem 
konstanten  Faktor  —  32*1/3): 

/i-EiE,  «,*-&'), 
also  den  linken  Teil  der  Oktaedergleichung. 

Ausserdem  mögen  noch  folgende,  leicht  abzuleitende 
Relationen  erwähnt  werden: 

53  Ö)    Ti^  +  v^aj^, 

53e)     Tj^  -!■/=-  - 12»  1/3/;*, 

53g)     2;6+2'/-4J;*~2So3==~432^H2-fA^ 

53  n)    Ti«  -  r/  =  -  24  e  yzf^^ .  J^. 

2.  Die  zwölf  Substitutionen,  durch  welche  die  beiden 
Gleichungen  T-,  =  0  und  T^-^O  ungeÜndert  bleiben  und 
denen  die  zwölf  Drehungen  entsprechen,  welche  ein  Tetra- 
edernetz mit  sich  selbst  zur  Deckung  bringen,  sind  ausser 
der  Identität;  f„? 

die  acht  Substitutionen  [505)  %  83]  der  Oktaedergruppe  von 
der  Periode  3,  welchen  Drehungen  um  die  dreizähligen 
Axen  OC  entsprechen,  und  die  drei  Substitutionen; 

53»)  t--t,   |.  -| 

von  der  Periode  2  [vergl.  50  j')],  welchen  Drehungen  von 
180"  um  die  zweizählige.n  Axen  OA  entsprechen.  Die 
Substitutionen  der  Tetraedergruppe  sind  also  in 
L  folgenden'-): 

1)  Vergl.  Gordan,  Math.  Ann,  XII,  S.  41. 

HBBa,  Kugoltoilung.  26 
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63.)    ±S,  ±-j-.  ±.i^g.  ±.i^j.  ±(^5.  ±j:pj 

enthalten;  dieselben  erzeugen  ein  reguläres  Tetraeder  dreifach 
aus  einem  seiner  Eckpunkte, 

3.  Nach  Analogie  der  in  den  beiden  vorhergehenden  Para- 
graphen angestellten  Betrachtungen  ergiebt  sich  lun,  dass 
eine  Gleichung  von  der  Form: 

54«)  Xj.r,s+X2.r/=o, 

64ß)'  Xi  =  p,  +  fl,i,    X^  =  Q,  +  0^i 

ist,  ebenfalls  durch  die  zwölf  Substitutionen  53()  ungeändert 
bleibt  und  einen  solchen  Komplex  Ton  zwölf  Punkten  der 
Kugelfiäche  (oder  der  |jj-Ebene)  darstellt,  welcher  die  Eigen- 
schaft hat,  dass  aus  einer  der  zwölf  Wurzeln  der  Gleichung 
(aus  einem  Punkte)  die  übrigen  sich  durch  Anwendung  jeuer 
Substitution  ergeben. 

Die  Gleichung  54a)  repräsentiert,  wenn  die  Werte  für 
Pi)  ffj,  pj,  02  geeignet  bestimmt  werden,  das  allgemeinste 
hemigonische  Netz  der  Tetraedergruppe,  nämlich  das 
gleicheckige  (4  +  4 +  6) -flächige  Zwölfeck  SXVIII'  (§44)^ 
Bilden  wir  direkt  die  Gleichung,  deren  Wurzeln  die  zwölf 
Eckpunkte  eines  solchen  Netzes,  nämlich  die  Punkte: 

54y)  P„  Pg,  P'„  P'bJ  Pioi  -Pu>  -P'm  -P'ibS  -^it  ^21,  P'20,  -P'21 
[Fig.  13«)  und  26/3)]  sind,  so  erhält  dieselbe,  bei  Anwendung 
der  Winkel  s«^,  *„j  (ft  =  l,2,3)   (vergl.  §  83,  5.)   die  Form: 

54^)    j^(£^ -  tang^  s., . e*''-*"')  (t^ -  cotg' i  e„,. e-^'^"")  =  0 

oder: 

\^-f  [{iang^  i  *"<.  +  '^"'»H  ^«0  cos  2  Ö'«,      1  _  q 
+  i  {Umg^  -^  Eai  —  cotg^  -|-  e^ J  st«  2  *„  J  +  1 ) 

Die  Vergleichung  des  linken  Teils  dieser  Gleichung  mit 
demjenigen  von  54a)  ergiebt  zunächst: 

54.)  jc^i-o. 

-'  ß,  =  —  II, . 


64*0  /7 
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so  dass  die  Gleichung  54«)  in  der  einfachen  Form; 

angenommen   werden   kann,    für   welche   auch   zufolge    53  e) 
sich  schreiben  lässt: 
54£')  T,'^{Q^  +  <f,i}l2iyJf,'  =  0. 

Man  erhält  weiterhin  durch  Vergleichung  der  ent- 
sprechenden Koeffizienten  in  den  linken  Teilen  der  Glei- 
chungen 54(J)  und  546)  drei  Relationen,  Ton  welchen  die 
erste  ergiebt: 


,^  4-  to«tf^-j  £ai)  cos2d-a^, 


54)0 


6  (2  9i  -1)  y  3  =_^  {cofg^  e„,  -  tanf^  e^J  sm  2.&„^. 

Dass  durch  diese  Werte  auch  die  beiden  anderen  Rela- 
tionen befriedigt  werden,  wird  man  leicht  mit  Benutzung 
von  52j3)  in  §  83  bestätigen. 

Andererseits  lassen  sich  q^  und  (Tj  dadurch  als  Funktionen 
Ton  f„  und  Q'a  bestimmen,  dass  man  in  54£)  oder  54£') 
einen  der  zwölf  Werte  für  £,  z.  B.  l^tang—Sa-e'^"  einsetzt, 
wodurch  man  die  Beziehung: 


543-) 
erhält. 


p,  +  (?i  i 


4.  Durch  die  Substitution: 

wird  die  konforme  Abbildung  des  Gebietes  der  komplexen 
Yariabeln  Y^^Qy-\-6^i  auf  die  Kugelfläcbe  (oder  die  ^9;-Ebene) 
vermittelt.  Da  dem  Werte  ]r=0,  ("1  =  91=0),  die  (dreifach 
zählenden)  Eckpunkte  Cg,  C^,  G\,  C\  des  Tetraeders  2"^, 
dem  Werte  Y=\,  (öi  =  0,  Pi  =  1),  die   (dreifach  i 
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Eckpunkte  C„  C„  C'^,  C\  des  Tetraeders  T,  und  dem  Werte 
3^=00  die  (zweifach  zählenden)  Eckpunkte  A  des  Oktaeders 
f^  entsprechen,  so  folgt,  dass  die  zwölf  Dreiecke  Aj^C^C^^ 
Ä^C^C^,  Ä^C^G,  u.  a.  w.  [s.  Fig.  8&)  und  26^)]  des  Hexa- 
kistetraedernetzes  X«,  für  welche  die  zwölf  einem  Werte 
des  ]ir=0j  +  ß^*  hei  positivem  a^  entsprechenden  Punkte 
homologe  Punkte  sind,  das  Bild  der  positiven  Halbebene, 
die  zwölf  symmetrisch  zu  den  ersteren  liegenden  Dreiecke 
(Ä,C^C^,  A^C^C^,  A^C.C,  u.  s.  f.),  für  welche  die  dem  Werte 
y=p^  — ff^i  entsprechenden  zwölf  Punkte  homologe  Punkte 
sind,  das  Bild  der  negativen  Halbebene   Y  sind. 

Die  drei  Punkte  5^=0,  1,  co,  welchen  bez.  die  Eck- 
punkte Gä-..,  Ci---j  A-^...  des  Hexakistetraedemetzes  ent- 
sprechen, sind  singulare  Punkte;  denn  die  Winkel  des 
Dreiecks  in  der  T-Ebene  betragen  sämtlich  180*,  auf  der 
Kugel  dagegen  60",  60»,  90«. 

5.  Durchläuft  Y  das  Intervall  vun  0  bis  1,  so  nehmen 
die  Punkte  P  alle  Lagen  a,uf  den  Hauptkreisbogen  C^Cj... 
ein,  wobei  je  zwölf  zusammengehörige  den  Eckpunkten  eines 
Netzes  XIX"  eines  (4  +  4-|-6)-flächigen  12-Ecks  (§  32), 
der  tetragoniachen  Hemigonie  eines  Netzes  XH',  entsprechen. 

Die  Abhär^igkeit  des  Parameters  q^  von  ■9'o  oder  von 
«o,  zwischen  welchen  die  Beziehung: 

C0S&a^COtg8a 

[Formel  S3v)  in  §  27)]  besteht,  erhält  man  einmal  durch 
Bildung  der  Gleichung,  deren  Wurzeln  die  zwölf  Eckpunkte 
des  Netzes  XIX"  darstellen,  nämlich  der  Gleichung; 

|(g*  —  2i  §'  tang^-^  Sasin2%-a  —  taitg^-jSa) 
x(£*+2a^co^/if«si«2#„-coi/-|£„) 

wo  t(ma(o=' — 7=r^    ist,    und  durch  Vergleichuna    der    ent- 

sprechenden  Koeffizienten  dieser  Gleichung  und  derjenigen 
54g)  oder  54g').     Man   erhält   auf  diese  Art  die  Beziehung: 

54»)    »,  =  0,  p.-ifl  +  =^ifi±5=^?M±™^Y 
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■welche  sich  andererseits  auch  aus  der  Formel  5id')  nach 
Einführung  von  cotgs^-^cos&a  ergiebt. 

Dem  entgegengesetzten  Vorzeichen  für  i  in  Formel  54x) 
entspricht  die  andere  Hemigonie  XIX",  -welche  mit  der 
erstereu  zusammen  das  yollzählige  Netz  XII'  darstellt. 

Wenn  Y  das  Intervall  von  1  bis  co  oder  von  co  bis  0 
durchläuft,  so  erhalten  die  Punkte  P  alle  Lagen  auf  den 
Hauptkreisbogen  C^^j...  oder  ^^t?g...,  so  dasa  je  zwölf  zu- 
sammengehörige den  Eckpunkten  eines  Netzes  IX'  (§  19), 
der  Hemigonie  erster  oder  zweiter  Stellung  eines  Netzes 
XXI'  entsprechen.  Bildet  man  die  Gleichung,  deren  Wurzeln 
die  Eckpunkte  eines  solchen  Netzes  IX'  darstellen,  so  erhält 
man  (d'a  =  45'')  z.  B.  für  den  Koeffizienten  des  ^^^  den  Wert: 
/     1  Ssin^Sa     \      , -C0SE„(9— 14cös'£a+9cos^£„) 

4^.C0Sf„(-r-ä Ht^— 1 5-^räl  =  4i  ^.    „ ,,    .  ,      s„     ■--- 

und  durch  Vergleichung  desselben  -mit  dem  Koeffizienten 
des  £1°  in  54©  oder  54£'): 

,,    ,  „  1    ,  cosi.(9~Ueos't.  +  9eos's.) 

54,)  ..  =  0,  ,.__  +  _L_j_^-_^-. 

Andererseits  lässt  sieh  dieser  Wert  auch  aus  Formel 
540)  für  ^„  =  45''  erhalten. 

G.  Das  allgemeine  hemigonische  Netz  XXVIII'  der 
Tetraedergruppe  kann  (vergl.  §  53,  i.  und  §  64,  b.  bis  4.) 
auch  als  Tetartogonie  des  (6  +  8  + 12)-£lächigen  2.24-Eck3 
XV'  erhalten  werden;  durch  Zusammenfassen  von  je  zweien  der 
vier  Gruppen  resultiert  sowohl  das  Netz  SXIII',  als  auch 
das  Netz  X",  als  auch  das  Netz  XXVI'  [vergl.  a),  b),  c) 
in  §  64,4.].  Es  ergeben  sieh  so. auch  einfach  analytische 
Ausdrücke  für  die  gleicheekigen  Netze  der  Diakiadodeka- 
edergruppe,  sowie  auch  für  die  Beziehungen  zwischen  den 
Netzen  der  Tetraeder-  und  der  Oktaedergruppe. 

Wir  wollen  daher  die  Gleichungen  für  die  Eckpunkte 
der  vier  Netze  5SYIII'  aufstellen,   deren  Verein   ein  voll- 
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ständiges  Netz  XV  darstellt  und  wobei  die  Anordnung 
genau  den  vier  Gruppen  U^^,  11^,  H^,  ü^  eutspcicht,  welche 
in  §  64,  3.  unter  10 1)  unterscliieden  -wurden. 

Setzen  wir  [vergl,  54i5')  unter  3,  dieses  Paragraplien] 
zur  Abkürzung: 

so  erhalten  wir  für  jene  vier  Gruppen  folgende  Darstellungen: 

a)  Durch  Zusammenfassen  der  beiden  Gruppen  /Tj  und 
n^,  Öder  n^  und  n^  [vergl.  §  62,  4.  b)]  erhält  man  das 
gleicheckige  ___ 

Netz  X'^  eines  (4  +  4  +  6)-flächigen  2.12-Ecks 
(§  20  und  §  50) 
durch  die  Gleichung; 

f  i7,/j3=(9,^  +  02',H[(i-(>i)H<?i^]^/+2[(l-pOei-öi']-ffo= 

dargestellt  [rergl.  53;')  und  53 e)  dieses  Paragraphen];  die 
Gleichung  IT^IT^  =  0  ergiebt  sieb  aus  jener  durch  Ver- 
tauschung von  T^^  mit  T^. 

b)  Die  Zusammenfassung  der  beiden  Gruppen  /7j  und 
JI4,  oder  U^  ^^^  ^s   [vergl.  §  64,  4.  c)]   liefert  das   gleich- 
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eckige  Netz  XXVI'  emee  (6  + 8 +  24)-flächigeii  24-Eck3 
durch  die  Gleichung  [vergl.  54£')  und  530]; 

Durch  Vergleichung  dieser  Gleichung  mit  derjenigen 
51  r')  in  §  83  erhält  man  die  Beziehungen: 

■*•'  lp-4«.(i-2e,), 

mit  Hilfe  deren  man  auch  die  Relationen  Öll)  und  tAx) 
bez.  aus  denjenigen  5il)  und  54fi),  der  Entstehung  der 
Nefese  SIX"  und  IX'  als  Hemigonieen  der  Netze  XII'  und 
SXI'  entsprechend,  herleiten  kann.    Man  erhält  hier  einfach: 

für  (?j=0,  Pi  =  g  resultiei't  die  Relation  53(J). 

Das  Netz  U^n^^O  entspricht,  wie  schon  oben  bemerkt 
wurde,  dem  konjugierten  Werte  X  —  }ii. 

c)  Endlich  erhält  man  durch  Zusammenfassen  der  beiden 
Gruppen  n^  und  iT^,  oder  n^  und  U^  [vergl.  §  64,  4  a)]  fßr 
das  gleichecldge  Netz  de8  (6  +  8  +  12)-flächigen  2.12-Ecks 
XXIII'  (§  38  und  §  52)  die  Gleichung  [vergl.  53Ö)  bis  53-^) 
dieses  Paragraphen]: 

^^        |77,27,  =  Zr,=  -432[(>,(l-p0-VJ^*  +  «■ßI(2'l'-n') 
''^'''    l  =-H-„=^432[i)J(l-pO-fl,^]^*  +  24ff,l/3/■„^J■„  =  0; 

die  Gleichung  für  U^II^^O  unterscheidet  sich  von  dieser 
nur  durch  das  Vorzeichen  des  letzten  Terms. 

Für  e^^O  reduziert  sich  dies  Netz  [vergl.  55  g)]  auf 
das  Netz  X'  der  Oktaedergruppe, 

7.  Das  zweite  gleicheckige  Netz  der  Diakisdodekaeder- 
gruppe,  nämlich  das  Netz  XXIX'  lässt  sich  entweder  als 
spezieller  Fall  des  Netzes  XXVIII'  (für  0„  =  0)  oder  auch 
als  gegenpunktige  Hemigonie  des  Netzes  X'  erhalten.  Auf 
beide  Arten  ergeben  sich  leicht  für  dies  Netz  des  (8  4-12)- 
flächigen   12-Eeks  die  Beziehungen: 
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I  Px-=i>   -1  =  40,^+1,    ,«  =  0, 

der  sich  bienia,eh  ergebende  Wert  für  A  stimmt  mit  dem 
in  Formel  Öli)  des  §  83  erhaltenen  aberein.  Für  e«  =  9 
geht  das  Netz  in  das  des  regulären  Ikosaeders  V  über, 
dessen  Gleichung: 

99  4-4-  99 

550    e'^-^£"-33£^  +  ^£^-33£*--^£^+l  =  0 
yö  ]/5  yo 

ist. 

§  85.   Darstellung  der  regulären  und  der  gleich- 
eckigen  Netze  der  Ikosaedergruppe. 

J.  Um  die  Eckpunkte  der  regulären  und  der  gleieh- 
eekigen  Netze  der  Ikosaedergruppe  durch  möglichst  einfache 
Gleichungen  darzustellen,  wählen  wir  als  Projektionsebene 
nicht  die  bei  den  Entwicklungen  des  fünften  Kapitels  be- 
nutzte XY-Ebene  des  Hauptkreises  öj  [in  Beziehung  auf 
■welche  die  Gleichung  55  ()  der  Ikosaedereckpunkte  auf- 
gestellt wurde],  sondern  diejenige  des  Hauptkreises  g^,  so 
dass  der  Punkt  G\  den  Projektionspunkt  bildet  [s.  die  Fig. 
4,  9,  11,  14«),  18,  20,  25/5)  und  30].  Als  X.  oder  g-Axe 
sei  die  Schnittlinie  Gj^M^G^  der  Ebene  \^  mit  g-^,  als  Y- 
oder  Tj-Axe  die  Schnittlinie  G^  ,5,3  der  Ebene  /Jg  (des  Äqua- 
tors zum  Punkte  F^^  mit  der  Ebene  g^  gewählt  (s.  Fig.  29 
und  30). 

Die  Eckpunkte  G  des  regulären  Ikosaedernetzes  sind 
alsdann  durch  die  Wurzeln  der  Gleichung: 

56(()  i{%^  —  tang''<p)  (£^  +  cotg^qi)  —  0 

oder  durch: 

56«  fiSSCr-HU'-lJ-O 

oder  in  homogener  Form  durch: 

56(3')  ^.  =  g,£,(£,i«  +  lU/e/-y")  =  0 

dargestellt  ^). 

1)  Vergl.  !•'.  Kleia,  Matliüm,  Ann.  IX,  S.  196  u.  203;  XU, 
S.  50ä;   und  Schwarz,   Borch.  Journ.,  Bd.  75  Art.  VI. 
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Bilden  wir  die  Heaaesche  Determiriante  der  binaren 
Form  fi,  so  ergiebt  sich  dieselbe,  abgesehen  von  dem  kon- 
stanten Faktor  —121: 

die  USeichimg: 

56  d)  i7,  =  0 

oder  in  nicht  homogener  Form: 

ms')  £^''-228£i^  +  494£"  +  228£Hl=0i) 
repräsentiert  alsdann  die  Eckpunkte  C  des  regulären  (dem 
Netze  V  konjugierten)  Pentagondodekaedernetzes  VII. 
Der  Nachweis,  dass  in  der  That  durch  die  Gtleichung 
560')  die  20  Eckpunkte  C  des  Netzes  VII  dargestellt  werden, 
ergiebt  eich  einfach  durch  direkte  Bildung  der  Gleichung  für 
diese  Punkte  C,  welche  man  in  der  Form  erhält  (vergl.  8) 
in  §  9): 

oder: 

56.')     '       a^"*- 2 £^[13 -31/5]  cotg'^>~\)\ 
1  x(S"-2t^[13  +  3l/5]tott/9)-l)  f 
Als    Jaeobische    Determinante   der    beiden   Formen   /j- 
und  Hi  erhält  man^,  abgesehen  yon  dem  konstanten  Faktor 
-20: 

56 £)  J;  =(£,3"+g/»)  +  522(g,«S£,^- 1,'  'i,'')  -10005 (£,^"+  £,^«) ; 
die  Gleichung: 

56tj)  Ji  =  0 

oder  in  nicht  homogener  Form: 

Ö6i)')  £^  +  522  f  *  -  10005  S'"  -  10005  %"■"  -  522  £^  4  1  -  0 
repräsentiert  die  Eckpunkte  B  des  festen  gleicheckigen 
Netzes  dieser  Gruppe,  nämlich  des  (12 +  20)- flächigen 
30-Ecks  XX',  Denn  durch  direkte  Bildung  der  Gleichung 
für  diese  Eckpunkte  erhält  man  Leicht: 

1}    Vergl.   F.  Klein,    Mattem.  Ann.     IX,    S.   196   u.  203;     XII, 
S.  505;  und  Schwarz,  Boroh.  Journ. ,  Bd.  75  Art.  VI. 
2)   Vergl.  P.  Klein  und  Schwarz  1.  c. 
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'  I X  «•  +  »<»'  T  AÖ'  -  »<9'  [46"  i  <p])  I  ~   ' 

deren  Imker  Teil  mit  demjenigen  von  Ö6ij')  übereinstimmt. 
2.  Die  drei  Gleicliungen: 

/-.  =  0,  iZ;-=0,  J,-  =  0 
haben  die  Eigenschaft,  durch  die  60  Substitutionen  un- 
geändert  zu  bleiben,  welchen  die  60  Drehungen  (§  12,  2.) 
entsprechen,  durch  die  ein  reguläres  Ikosaeder-  oder  Pen- 
tagondo dekaedernetz  mit  sich  selbst  zur  Deckung  gebracht 
wird. 

Diese  60  Substitutionen  können  in  folgender  Form  dar- 
gestellt werden: 
Ist 
57 fi)       e  =  cos  72°  +  i sin 72"  =  ■): [tangrp  +  -:—A  i 

wobei: 

-„a-.               j   £  +  s*  =  2sjnl8''  =  toi(/9J, 
'"W  \£2^fB  =  -2cos360 cotg^p 

ist,  so  sind  die  60  Substitutiopen^): 

57y)  r^'     i      s-n-{^+^'y      (^^+a*)e-f^^ 

(  ft,p  =  0, 1,2,3,4. 

Diese  Substitutionen  zerfallen^),  abgesehen  von  der 
Identität  £  =  £,  in  24  Substitutionen  von  der  Periode 
5  (der  Drehung  um  die  fünfzähligen  Axen  OG  ent- 
sprechend), nämlich: 

57tf)     {    ,„^,   -,-gg  +  (,  +  ,a)       ^^_^^   _,-Pg+(g  +  ,s) 

[  i'  =  l,2,3,4; 

ferner   in   20    Substitutionen    von   der   Periode  3   (der 
Drehung  um  die  dreizähligenÄxenOC  entsprechend),  nämlich: 

1)  Tergl  Gordan,  Math,  Ana.  XII,  S.  45-46;  F.  Klein,  ibid. 
S.  507. 

2)  Ibidem. 


y  Google 


§  85.   Darstellung  d.  regulären  u.  d.  gleicheck.  Netze  etc.       41 1 

«nd  in  15  Substitutionen  von  der  Periode  2  (dec 
Drehung  um  die  zweizähligen  Äsen  OB  entsprechend), 
iiämlicli : 

Durch  diese  60  Substitutionen  wird  also  fi  (Ikosaeder), 
Hi  (Pentagondodekaeder),  /;  [(12  +  20)-fläcliige3  30-Eck]  bez. 
fünffach,  dreifach,  zweifach  aus  einer  der  Wurzeln  der  Glei- 
chung /';  =  0,  Hi^O,  Ji-=0  (aus  einem  seiner  Eckpunkte) 
erzeugt. 

3.  Jede  der  drei  Gleichungen: 
58«)  Si^-X,.f^^O, 

ÖHß)  ft'^-X^.J^^O, 

58  j-)  Hi^-X^.J^^a 

tat  nun,  wenn  X^,  Xj,  X^  je  einen  komplexen  Parameter 
bedeutet,  ebenfalls  die  Eigenschaft,  durch  die  60  Substitu- 
tionen 57  y)  ungeänderfc  zu  bleiben,  und  stellt  einen  solchen 
Komplex  von  60  Punkten  der  Kugelfläche  (oder  der  Iij-Ebene) 
dar,  für  welchen  aus  einer  der  60  Wurzeln  der  Gleichung 
(aus  einem  der  60  Punkte)  die  übrigen  sich  durch  Anwen- 
dung jener  Siibstitution  ergehen'). 

Jede  der  drei  Gleichungen  58a),  58/5),  58y)  stellt  für 
jeden  Wert  des  Parameters  die  60  Eckpunkte  des  allgemein- 
sten gleicheckigen  Netzes  dieser  Gruppe,  nämlich  eines 

(12  +  20  +  60)-flächigen  60-Ecks  XXVII' 
(§  43)   dar;  was   sich  wiederum   durch  direkte  Bildung   der 
Gleichung,  deren  Wurzeln  die  Eckpunkte  eiues  solchen  Netzes 
darstellen,  und  Vergleichung  derselben  mit   einer   der    drei 
Gleichungen  58((),  58^),  ÖSy)  nachweisen  lässt. 

1)  Vecgl.  GoL-dan  und  F.  Klein  1.  c. 
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Beschränken  wir  uns  auf  die  erste  Gleiehting  58  k),  so 
entsprechen  dem  Werte  X^  =  0  die  (dreifach  zählenden)  Eck- 
punkte des  Pentagondodekaeders,  dem  Werte  Xi=i:o  die 
(fünffach  zählenden)  Eckpunkte  des  Ikosaodera,  während  für 
2^^  =  — 12^,  wie  sich  leicht  durch  direkte  Vergleichung  mit 
56^;')  ergiebt,  der  linke  Teil  der  Gleichung  Ö8K),in  J^  über- 
geht, die  Gleichung  also  für  diesen  Wert  die  (zweifach 
zählenden)  Eckpunkte  eines  (i2-l-20)-flächigen  SO-Ecks 
darstellt.     Setzen  wir  zur  Vereinfachung: 

Ö8rf)  Zi  =  -1728X, 

so  erhält  die  Gleichung  58«)  die  Form: 

58k')  ir^ä_(.t728X./;s  =  0i) 

und  es  findet  die  einfache  Relation  statt: 

Dem  Werte  S==l  in  58k')  entsprechen  also  dann  die 
(zweifach  zählenden)  Eckpunkte  eines  Netzes  XX';  und  die 
Beziehung  58i)  gestattet  in  einfacher  Weise,  die  Parameter 
Xj  und  Xj  in  58^)  und  ÖSy)  durch  X  auszudrücken. 

4.  Durch  die  Substitution: 

wird  die  konforme  Abbildung  des  Gebietes  der  komplesen 
Variabeln  X=A-j-(i»  auf  die  Kugelfläche  (oder  die  |jj-Ebene) 
Termittelt.  Diejenigen  60  Dreiecke  des  vollzähligen  Hymme- 
trienetzes,  nämlich  des  Diakishexekoutaedernetzes  XVI,  für 
welche  die  60  einem  Werte  X  =  A-i-fti  bei  poaitiTem  p 
entsprechenden  Punkte  homologe  Punkte  darstellen,  sind 
das  Bild  der  positiven  Halbebene,  die  60  (symmetrisch 
zu  den  ersteren  liegenden)  Dreiecke,  für  welche  die  dem 
konjugierten  Werte  X^X  —  ^i  entsprechenden  60  Punkte 
homologe  Punkte  sind,  das  Bild  der  negativen  Halbebene  X. 
Die  drei  Punkte  X=-cc,  0,  1,  welchen  bez.  die  Eck- 
punkte Cr,  C,  B  des  Diakishexekontaedernetzes  entsprechen, 


1)  Vergl,  F.  Klein  1.  < 
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sind  singulare  Punkte,  da  die  Winkel  des  Dreiecks  in  der  X- 
Ebene  ISO'*,  auf  der  Kugel,  dagegen  36",  60°,  90"  betragen. 
Durchläuft  X  das  Intervall  von  1  bis  cc,  so  nehmen 
die  Punkte  P  alle  Lagen  auf  den  Hauptkreiabogen  B^G^,... 
ein,  wobei  je  60  zusammengehörige  den  Eckpunkten  eines 
Netzes  Xr  eines  (12  +  20)-fläcliigen  12.5-Eck9  ent- 
sprechen. Man  erhält  den  Parameter  A  als  Funktion  der 
Variabein  e^,  welche  die  Varietät  eines  solchen  NetKes  be- 
dingt, entweder  dadurch,  dass  man  in; 


1728  ;i^-^ 


58  9j)    1728A 


58  k") 

rechts  für  g  einen  der  60  Werte, 
atituiert,  wodurch  sieh  die  Beziehung: 
{img^'l-  £g+ 1—  228  tang^  ig  {i 


^Bg-l]  +  4:Miang^'*^e,y 


ergiebt,    oder   indem    man    aus    den    sechzig   Werten    für 

£    die    Gleichung    bildet,     deren    Wurzeln    jene    sind    und 

deren  Koeffizienten   mit   den  entsprechenden   der   Gleichung 

Hi^+112Slfi^=0  vergleicht. 

Für  jene  Gleichung  erhält  man   durch  Zusammenfassen 

von  je  fünf  oder  je   zehn  in  Beziehui^   auf  die  fiinfzählige 

Axe  OG^  gleichmässig  gruppierten  Punkten: 

[£5  —    tang^^Eg]  [t^  —  tmg''  (p  -  -^  e^)] 
]-gio  _  2  £^  iaii{/'^^  Eg^  cos  5&'g,  +  toj^^H  ^sJ 
[gio  ~2^  iang^^  Sg^  cos  5  »g^  +  tang^''-^  Sg^ 
[£^  +      cotg^  £,]  [%^  +  cotg^  (q>  -  -I  £,)] 
|-gio  -^  2  £^  cotg''^  £„.  cos  5  ^g,  +  cotg^'^-^  e^,] 
|-gio  +  2  g6  cotg^^  ig^  cos  5  &g^  +  cotg^°-^  Ej,J  , 

wobei  [vergl.  §  76  Formeln  31  iJ)]  die  1 

cos  Sg,  =    cos  Bg^  =  cos  (q)  —  8g)  sin  (p , 
cos  Sg^  =   cos  £g^  —  sin  (iji  —  Bg)  cos  ip , 


bS&) 


ös^y) 


zu  berücksichtigen  sind. 


2sin(p 
2  cos<p.- 


(2  cotgBg  —  -i  tang<p), 
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Der  auf  beide  Arten  erhaltene  Ausdruck  für  K  ge- 
stattet noch  manche  Umformungen,  auf  welche  aber  hier 
nicht  eingegangen  werden  soll. 

Wenn  X  das  Intervall  von  —  co  bis  0  oder  von  0  bis  1. 
durchläuft,  so  beschreiben  die  Punkte  P  bez.  die  Kanten 
G^Cy...  oder  C^B^...  des  Diakishesekontaedernetzes ,  so  dass 
je  60  zusammengehörige  Punkte  bez.  den  Eckpunkten  eines 
Netzes  XXII'  eines  (12  +  20  +  30) -flächigen  60-Ecks 
(§36)  oder  eines  Netzes  XIH'  eines  (20  + 12) -flächigen 
20. 3 -Ecks  (§  23)  entsprechen.  Durch  Anwendung  der 
beiden  oben  angegebenen  Methoden  erhält  man  den  Para- 
meter l  als  Funktion  von  Bg  oder  von  ^g,  wenn  man  für 
das  Netz  XXII'  die  Beziehung: 

und  die  Formeln  33^)  in  §  76,  für  das  Netz  XIII'  die  Be- 
ziehung : 

und  die  Formeln  32  d)  in  §  76  benutzt. 

5.  Wenn  der  Parameter  X  irgend  einen  komplexen 
Wert  l  +  ^i  hat,  so  ergiebt  sich  die  Abhängigkeit  des  l 
und  fi  von  den  beiden  Variabein  (z.  B.  fj^  und  &g^,  welche 
die  Lage  des  Punktes  P  und  damit  die  Varietät  des  ent- 
sprechenden Netzes  XXVII'  bedingen,  ebenfalls  auf  zwei 
Arten.  Entweder  kann  man  in  öS«')  für  %  einen  der  60 
Werte,  z,  B.  ^-^tang-^tg.&^s  einsetzen  und  k  und  jt  aus  der 
ßelation: 

59ß)  1728(A  +  fii)- 


tang^^  b,j  .  e^'*?  [tang^°^  «^ .  e'^'^o  + 1 1  tang^-^Bg .  e^'^c  —  1]^ 

durch  Souderung  des  reellen  und  imaginären  Bestandteils 
bestimmen.  Oder  man  kann  aus  den  60  Werten  für  £  die 
Gleichung  bilden,  deren  Wurzeln  jene  sind  und  die  ent- 
sprechenden Koeffizienten  dieser  und  der  Gleichung  58  a') 
vergleichen.  Man  kann  diese  Gleichung  entsprechend  der 
Gruppierung  der  60  Eckpunkte  (vergl.  §  55,  2.)  als  Eckpunkte 


y  Google 


@  &5.   Dai-etellg.  d.  regulären  u.  d.  gleicteok.  Netze  etc.        415 

von  sechs  kongruenten  Netzen  XXV '  (})  =  d)  mit  den  Haupt- 
asen  OG  in  folgender  Form  schreiben: 

1=1 
wobei   dem   oberen   Vorzeichen   die    eine,    dem    unteren    die 
andere    Gruppe    von    je    60   Eckpunkten    entspricht,    deren 
Verein  das  Yollständige  Netz  XVI'  bildet. 

Hierin  lassen  sich  sämtliche  Winkel  e^^  und  &g^  durch 
fg^  und  *s,,  oder  auch  [vergl.  30|)  in  §  75]  durch  £;,„  tj,,,  E;,,, 
ausdrücken    wobei: 

ist. 

Die  Vergleichung  des  linken  Teils  der  Gleichungen 
59  ß)  und  58  a ')  ergiebt  eine  Anzahl  von  Eelationen 
zwischen  il  und  (i  einerseits  und  6f,^  und  d-y^  andererseits, 
welche  bezüglich  unter  einander  und  mit  den  aus  59«)  re- 
sultierenden übereinstimmen  müssen.  So  lautet  z.  B.  die 
erste  jener  Relationen,  welche  sich  durch  Vergleichung  der 
Koeffizienten  von  t^^  ergiebt: 


-1728^==- 684+^ 


59y) 


-  taitg^\  SgJ  sin  5^^^. 


Die  volleiändige  Entwiekelung  dieser  Ausdrücke,  welche 
sich  durch  Suhatitution  spezieller  Werte  für  £g,  d-g,  denen 
hesondere  Netze  dieser  Gruppe  entsprechen,  auf  ihre  Richtig- 
keit kontrollieren  lassen,  soll  hier  nicht  ausgeführt  werden. 

Die  Gleichung  für  das  vollzählige  Netz  XVr  wird 
durch  Multiplikation  der  beiden  Gleichungen: 

Hi^+n2S{X  +  iii)fi^-0    und    Ä.=  + t728(;i-(ii)/';'^  =  0 
in  der  Form  erhalten: 

59d)      Hi^  +  2.12^l.ffi^.fi^  +  12''(l^  +  ti^)fi"'-0; 
dieselbe  muss  mit  der  durch  Multiplikation  der  beiden  Glei- 
chungen 59/5)  entstehenden  identisch  sein, 


y  Google 


416     Sechstes  Kap,  Anwendgn.u.Brweitergn.  d.bislier.Beti'aohtgn. 

§  86.  Einige  allgemeine  BemerJtnngen. 

1.  Die  Beziehungen  der  gleicheckigen  Netze  der  Ikosa- 
edergruppe  zu  denjenigen  der  ersten  Hauptklasse,  der  Te- 
traeder- und  der  Oktaedergruppe,  insbesondere  die  in  den 
§§  75  und  76  hervorgehobenen  Anordnungen  der  Eckpunkte 
zu  je  fünf  von  solchen  der  Oktaedergruppe  lassen  sich  eben- 
falls mit  Leichtigkeit  durch  passende  Zerlegung  der  im 
Torigen  aufgestellten  Gleichungen  herleiten.  Hierbei  wird 
es  mehrfach  von  Vorteil  sein,  die  Ebene  c,  oder  h^  als  Pro- 
jektionsebene zu  wählen  und  von  den  nach  Analogie  der 
obigen  Bntwickelungen  zu  erhaltenden  Gleichungen  auszu- 
gehen. 

Auf  die  verschiedenen  aus  jenen  Gleichungen  sich  er- 
gebenden Gruppierungen  der  Eckpunkte  der  gleicheckigen 
Netze,  sowie  auf  die  Darstellung  der  die  Kugelfläche  mehr- 
fach bedeckenden  Netze  durch  binäre  Formen,  bez.  Glei- 
chungen wird  im  siebenten  Kapitel  noch  hingewiesen  werden. 

2.  Bei  der  in  den  vorhergebenden  Paragraphen  durch- 
geführten Herleitung  der  Gleichungen  für  die  Eckpunkte 
sämtlicher  gleicheckigen  Netze  haben  wir  wiederholt  ein 
allgemeines  Prinzip  angewendet,  welches  zuerst  von  F.  Klein"-) 
aufgestellt  wurde  und  welches  folg  ender  massen  lautet: 

„Wenn  11  und  II'  zwei  binäre  Formen  mit  Transfor- 
mationen in  sich  selbst,  ZT—O,  77'=^ 0  also  zwei  Punkt- 
aggregate darstellen,  weiche  aus  zwei  irgendwie  angenom- 
menen Punkten  durch  Anwendung  der  linearen  Transforma- 
tionen der  betreffenden  Gruppen  hervorgehen  (wobei  II  bez. 
n'  die  geeignete  Potenz  der  betreffenden  Gleichung  darstellt, 
wenn  der  anfänglich  gewählte  Punkt  eine  mehrfach  zählende 
Gruppe  erzeugt),  so  repräsentiert  die  Gleichung: 

wenn  X.  einen  Parameter  bedeutet,  überhaupt  aÜe'  Punkt- 
systeme, welche  durch  die  betreffenden  linearen  Transfor- 
mationen aus  einem  einzelnen  Punkte  hervorgehen." 

1)   Math.  Ann.  IX  S.  194, 
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Die  Substitution; 

bildet  dann  das  Gebiet  der  Kugel  auf  das  Gebiet  der  kom- 
plexen Variabein  X  ab^). 

Auf  die  mannigfachen  hieraus  folgenden  Beziehungen, 
welche  die  aufgeführten  Formen  und  Gleichungen  für  ge- 
wisse Probleme  der  Pormentheorie,  für  die  Auflösung  der 
Gleichungen  des  vierten  und  fünften  Grades,  für  die  Auf- 
lösung der  sog,  Oktaedergleichung  51«')  (§  83),  der  Ikosa- 
edergleichung  öS«')  (§  85)  bei  einem  gegebenen  Werte  dea 
Parameters  X  durch  hyper geometrische  Reihen,  für  die  line- 
aren Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  mit  algebraischen 
Integralen  etc.  darbieten,  gestattet  der  Zweck  dieses  Buches 
nicht  näher  einzugehen.  Wir  begnügen  uns  damit,  auf  die 
bezüglichen  (auf  S.  2  und  3  genauer  citierten)  Original- 
arbeiten  hinzuweisen. 


Zweite  Abteilung;  Erweiterungen  und 
Verallgemeinerungen. 


§  87.  Kolliiieare  und  reziproke  Transformation  der 
gleicMächigen  und  der  gleicheckigen  Netze. 

1.  In  diesem  Abschnitte  sollen  nur  kurz  und  amieutongs- 
weise  einige  Erweiterungen  und  Verallgemeinerungen  der  in 
den  früheren  Kapiteln  hergeleiteten  Beziehungen  behandelt 
werden.  Eine  solche  Verallgemeinerung  wird  durch  die  kol- 
liueare  oder  durch  die  reziproke  Transformation  der  sphä- 
rischen, durch  die  Eckpunkte  und  Hauptkreise  der  gleich- 
flächigen, sowie  der  diesen  zugeordneten  gleicheckigen  Systeme 
entstehenden  Gebilde  bewirkt.  Hierbei  kommen  die  be- 
kannten Beziehungen  zwischen  zwei  kollinearen  Grundgebildeu 

1)   Soliwai-z,   Boi'oh.  Joura.  75. 
Hess,  KogBllailnng.  27 
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zweiter  Stufe  zur  Äuwendung^)  und  zwar  diejenigen  zwisciien 
konzentriacheri  Strahlenbündeln,  deren  Mittelpunkt  der  Kngel- 
mittelpimkt  ist  und  deren  Strahlen  den  Punkten  der  Kugel 
(des  sphärischen  Punktfeldes)  und  deren  Ebenen  den  Haupt- 
kreisen der  Kugel  entsprechen. 

Wir  beschriinken  uns  darauf,  die  durch  kollineare 
Transformation  aus  den  allgemeinsten  Netzen  der  von  uns 
unterschiedenen  Hauptklassen  und  Ordnungen  entstehenden 
Gfebilde  zu  erwähnen  und  auf  einige  ihrer  Eigenschaften  hin- 
zuweisen, 

2,  Ein  dem  allgemeinsten  gl  eichfläch  igen  Netze  VIII 
oder  Vlllß  (§  16)  (dem  Doppelpyramidennetze)  kollinear 
vei'wandtes  Netz  lässt  sich  zunächst  einfach  dadi;rch  erhalten, 
dass  man  entweder  einen  beliebigen  (nicht  auf  dem  Haupt- 
äqnator  a  liegenden)  Punkt  der  Kugel  (und  seinen  Gegen- 
punkt) mit  den  Teilpunkten  B  oder  ß  und  G  (vergl.  Fig. 
1,5,6)  des  Hauptäquators  a  durch  Hauptkreisbogen  ver- 
bindet oder  dadurch,  dass  man  einen  beliebigen  (nicht  durch 
die  Endpunkte  A  und  J.'  der  Haüptaxen  hindurchgehend  ec) 
Hauptkreis  mit  den  Seitenkanten  des  Netzes  VIII  zum 
Schnitte  bringt. 

Auf  beide  Arten  erhält  man  ein  dem  Netze  VIII  kol- 
linear verwandtes  Netz  und  zwar  in  involutoriscber 
Lage,  wobei  im  ersten  Falle  die  Involutionsaxe,  im  zweiten 
Falle  das  Involutionszentrum  mit  Benutziing  bekannter  Eigen- 
schaften des  vollständigen  Vierecks  nnd  Vierseits  leicht  zu 
konstruieren  ist. 

Wenn  man  auf  einem  beliebigen  Hauptkreise  o  drei 
Punkte  SSi,  Sj,  Sg  beliebig  annimmt  und  diese  den  Punk- 
ten B^,  B.2,  JB^  auf  dem  Äquator  a  entsprechen  lässt, 
so  erhält  man  die  übrigen  den  Punkten  B^.-.B^  zugeord- 
neten Punkte  584 ...  ^n  als  entsprechende  Punkte  der  beiden 
projektivischen  Punktreihen  auf  den  Trägem  a  und  a;  nimmt 

1)  Vergl.  hierüber :  Ee  je ,  Geometrie  ilec  Lage  11,  erster, 
dritter,  vierter  uad  yierzehnter  Vortrag;  Schröter,  Theorie  der 
Oberflächea  zweiter  Ordaung,  S.  341flg. 
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man  dann  einen  beliebigen  (niclit  auf  a  liegenden)  Punkt  §1 
an  und  verbindet  diesen  (wie  dessen  Gegenpunkt  31')  durcii 
Hauptkreisbogen  mit  den  Punkten  58[,  33g... S8„,  so  erhält 
man  das  allgemeinste  derartige  Doppelpyramidennetz.  Ebenso 
hätte  man  ein  dem  sphärischen  Strahlbüschel  Ä\B^B^..,B^ 
projektivisches  mit  dem  beliebig  angenommenen  Punkte  % 
als  Mittelpunkt  konstruieren  und  dieses  durch  den  belie- 
bigen Hauptkreis  a  schneiden  können.  Die  n  Punkte  auf  a 
oder  die  n  Strahlen  durch  SC  stellen  dann  ein  eyklisch- 
projektiviaches  Punkt- (Strahlen-) System  dar. 

Jedem  Punkte  P  und  jedem  Hauptkreise  p  des  ursprüng- 
lichen Netzes  entspricht  alsdann  bez.  ein  bestimmter  Punkt 
^  und  ein  bestimmter  Hauptkreis  p  des  kollinear  -  Ter- 
wandten  Netzes;  der  Gesamtheit  der  homologen  Punkte  P 
der  Dreiecke  Äj^B^B^...  des  ursprünglichen  Netzes,  d.  h. 
den  Eckpunkten  des  gleicheckigen  Netzes  YllI'  oder  VIII" 
(für  n'^2p)  entspricht  die  Gesamtheit  der  zugeordneten 
Punkte  ^  des  kollinear -verwandten  Netzes. 

Die  Hemigonieen  und  die  besonderen  Falle  der  Netze 
VIII'  und  VIII"  ergeben  sich  analog;  die  Beziehungen 
zwischen  gleichflächigen  und  zugeordneten  gleicheckigen 
Netzen,  insoweit  sie  Lagebeziehungen  sind,  also  auch  die 
Steinersche  Verwandtschaft  bei  den  Netzen  XXV  und  XXV, 
gelten  auch  för  die  allgemeineren  Netze.  Bei  der  Konstruk- 
tion der  allgemeinen  gleicheckigen  Netze  wird  man  von  der 
Beziehung,  dass  jedem  harmonischen  Gebilde  des  einen 
Systems  ein  harmonisches  Gebilde  des  anderen  entspricht, 
sowie  ?on  dem  Satze  Anwendung  zu  machen  haben: 

Das  Sinusverhältnis,  nach  welchem  ein  fester  Winkel 
des  einen  Systems  von  einem  durch  seinen  Scheitel 
gehenden  Hauptkreise  geteilt  wird,  steht  zu  dem  ent- 
sprechenden Sinus  Verhältnisse  im  anderen  Systeme  in 
einem  konstanten  Verhältnisse^), 

3.  Von  den  in  analoger  Weise  aus  den  Netzen  der 
zweiten    Hauptklasse    entstehenden   mögen    hier    nur   die- 


1)  Vergl,  z.  B.  G-vetscliel,  Oi'ganiaclie  Geometvie,  S.  183. 
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jenigen  der  Hexakisoktaeder-  und  der  Ikosaedergruppe 
erwähnt  werden. 

Wenn  wir  drei  beliebige  (nicht  auf  eiaem  Hauptkreise 
liegende)  Punkte  Stj,  %,  St^  der  Kugelfläche  durch  Haupt- 
Ttreise  a^,  O^,  0^  verbinden  oder  drei  beliebige  (nicht  durch 
einen  Punkt  gehende)  Hauptkreise  Oj,  a^,  ttg  zum  Schnitte 
bringen,  so  erhalten  wir  ein  die  Kugelfläche  bedeckendes 
Netz  von  acht  sphärischen  Dreiecken  (welche  sich  in  be- 
kannter Weise  als  Neben-,  Scheitel-  und  Gegendreiecke  ent- 
sprechen). Nehmen  wir  im  Innern  eines  dieser  acht  Drei- 
ecke (z.  B.  2tj  Slj  Stg)  einen  beliebigen  Punkt  Ej  an  und 
lassen  diesen  dem  Eckpunkte  Cj  des  regulären  Hexaeder- 
netzes VI  entsprechen,  während  die  Punkte  ^i,  ^t^,  SI^  den 
Eckpunkten  Ä^,  Ä^,  A^  des  regulären  Oktaederdreieekes 
entsprechen  sollen,  so  ist  die  kollineare  Verwandtschaft  der 
beiden  Systeme  bestimmt. 

Verbinden  wir  den  Punkt  U;  mit  den  Eckpunkten  Stj, 
Stg,  Stg  und  konstruieren  in  jeder  Ecke  zu  dem  Verbindungs- 
haiiptkreise  den  vierten  harmonischen  Hauptkreis,  so  dass  diese 
beiden  durch  die  beiden  Dreieekskanten  harmonisch  getrennt 
werden,  so  sehneiden  sich  bekanntlich  diese  sechs  konstruiert-en 
Hauptkreise  viermal  zu  dreien  in  je  einem  Punkte^)  und 
zwar  in  den  Eckpunkten  S^,  E,j,  S3,  ^^  (iind  deren  Gegen- 
punkten), welche  den  Eckpunkten  C^,  C^,  Cg,  G^  entsprechen. 

Die  sechs  konstmierten  Hauptkreise  6[ . . .  6u  entsprechen 
den  Hauptkreisen  \...\  des  regulären  Hexaedernetzes  und 
bilden  mit  den  drei  Hauptkreisen  Qj,  Qg,  Qg,  ein  die  Kugelöäche 
bedeckendes  Netz  von  48  sphärischen  Dreiecken  St  ©  SS,  deren 
Eckpunkte  SB,  welche  zu  je  zweien  auf  einem  Hauptkreise  a 
durch  zwei  Punkte  31  harmonisch  getrennt  liegen,  den  zwölf 
Eckpunkten  des  Kubookiaedernetzes  XIX'  entsprechen.  Man 
kann  dies  allgemeinere  Netz  wohl  auch  als  harmonisches 
Hexakisoktaedernetz   bezeichnen. 

Jedem  beliebig  in  einem  der  48  Dreiecke  angenommenen 
Punkte  ^  entsprechen  47  in  den  übrigen  Dreiecken  liegende 


1)   Vergl.  Hesse,   Aüalyt.  Geom.  des  Eaumea,  dritte   Voilesuiig. 
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Punkte  ?ß;  diese  48  Punkte  ^  sind  den  48  Eckpunkten  P  eines 
Netzes  XV'  zugeordnet  und  leicht  mit  Benutzung  der  zwischen 
beiden  Netzen  bestehenden  Beziehungen  ihrer  Lage  nach 
zu  bestimmen.  Diese  Beziehungen  sollen  hier  im  einzel- 
nen nicht  verfolgt  werden;  alle  besonderen  Netze,  die  he- 
niigonischen  Netze,  für  welche  die  Gruppierungen  der  Eck- 
punkte und  Kanten  denen  der  früher  abgeleiteten  Netze 
analog  sind,  die  zwischen  den  Eckpunkten  entsprechender  he- 
migonischer  Netze  bestehende  Steinersche  Verwandtschaft 
etc.  ergeben  sich  nach  dem  Bisherigen  mit  Leichtig- 
keit. 

Besonders  übersichtlich  und  einfach  gestaltet  sich  die 
Darstellung  und  Ableitung  dieser  Beziehungen  durch  Ein- 
führung trimetrischer  sphärischer  Koordinaten.  Wenn 
wir  die  tri  metrischen  Koordinaten  eines  Punktes  propor- 
tional zu  Vielfachen  der  Sinus  der  sphärischen  Abstände  des 
Punktes  von  den  Seiten  des  Koordinatendreieekes  9^^  St^  S(j 
nehmen,  so  können  jene  Vielfache  so  bestimmt  werden, 
dass  der  Punkt  ©^  die  Koordinaten  1,  1,  1  hat  (der  Ein- 
heitspunkt  ist),  welchem  als  Polare  in  Beziehung  auf  das 
Fundamentaldreieck  (als  Haiinonikale)  der  Hauptkreis  C^ , . . 
x^^Xg-\-Xg  =  0  entspricht.  Es  brauchen  alsdann  die  früher 
im  fünften  Kapitel  §  63  bis  %  73  unter  Anwendung  recht- 
winkliger Raumkoordinaten  s,  x,  j/ aufgestellten  analytischen 
Ausdrücke  für  Eckpunkte,  Hauptkreise  etc.  nur  nach  den 
trimetriechen  Koordinaten  a;^,  x^,  x^  interpretiert  zu  werden, 
um  die  entsprechenden  Gebiide  des  koUinear  verwandten 
Netzes  zu  erhalten.  Die  Eckpunkte  31,  ®,  S8  haben  z.  B, 
die  trimetrischen  Koordinaten  [vergl.  10a')  bis  lOy')  in 
§63]: 

..111, 

..11-1, 

..1-11, 

..1-1-1 


sr,...ioo, 

a,  ...010, 

1  a,...ooi: 


.110,  »,...10-1, 
.101,  8, ...  1  -  1  0, 
.011,  s,, ...  0 1  -  1: 


die  Hauptkreise  a,  c,  ß  haben   die  Gleichungen  [vergl.  10«), 
/J),  r)  in  %  63], 
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0,  . 

. .  J,  -  0, 
..^,-0, 
.1,-0; 

c,...»!,  +  a;,  +  a;,-0 
C,  ...iC,+Ij-«,-0, 
Cg  ...iCi-a^  +  a^g  —  O, 

6,  ■ 

.x,  +  x. 

-0,  4,.. .«,-01,-0, 

i,. 

.aJ^  +  Xg 

-0,   J,  ...a:,-a;,-0, 

6.- 

..«i  +  a:. 

-0,   t,...x,~x,-0. 

60« 


Die  48  zusammengehörigen  Eckpunkte  5ß,  welche  ein 
(harmonisches)  (6  +  8  +  24)  -  flächiges  2 .  24-Eck  bilden,  haben 
zu  Koordinaten  die  mit  den  acht  Vorzeiehenkombintitionen 
zu  versehenden  sechs  Permutationen'  der  Koordinatenwerte 
^ij  ^'sj  ^'a  ''öS  Punktes  ^j  u.  s.  f. 

4.  Ein  dem  regulären  Ikosaederiiefcz  V  kollinear 
entsprechendes  Netz  hat  zu  Eckpunkten  ©, . . .  ©y  diejenigen 
eines  sog.  zehnfach  Brianehonschen  Sechsecks,  dessen 
ebene  Projektion  gelegentlich  anderer  Untersuchungen  ,von 
Clebseh^)   und  F.  Klein^)   genauer  betrachtet  worden  ist. 

Vier  Eckpunkte,  z.  B.  &^,  <B^,  ®^  und  ©^  lassen  sich  be- 
liebig (nur  so,  dass  nicht  drei  derselben  auf  einem  Haupt- 
kreise liegen)  wählen  und  den  Eckpunkten  G,,  G^,  G^  und 
Gg  des  Netzes  V  entsprechend  aunehmen.  Die  beiden  an- 
deren Punkte  @,  und  ©j,  welche  G^  und  G^  (Fig.  4,  29,  30) 
entsprechen,  lassen  sich  dann  durch  eine  einfache  Konstruk- 
tion finden,  welche  sich  leicht  aus  den  von  Clebsch^)  her- 
geleiteten Eigenschaften  der  ebenen  Figur  eines  solchen 
Sechsecks  ergiebt. 

Es  mögen  hier  nur  die  folgenden  Bemerkungen  Platz 
finden,  welche  auch  zu  der  Konstruktion  der  beiden  Punkte 
iSj  und  ®5  und  der  Herleitung  der  wichtigsten  Eigenschaften 
dieser  interessanten  Figur  dienlich  sein  können.  Man  kann 
die  Gfruppierung  der  sechs  Punkte  ©^ . . .  ®ß  auch  so  cha- 
rakterisieren, dass  dieselben  zehnmal  je  zwei  Dreiecke 
bilden,  welche   auf  vier    Arten    perspektivisch   liegen. 

1)  Mati.  Ann.  Bd.  IV,  S.  284  und  34B, 

2)  Math.  Ä»n,  Bd.  XII,  S.  631%. 

3)  A.  a,  0.  S,  337  und  33S. 
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Bei  dieser  Auffasaiing  erhält  man  eine  Äiiwetidiiiig  der  you 
Rosanes  und  H.  Schröter'),  Ton  dem  ersteren  durch  ana- 
lytische, von  dem  zweiten  durch  einfache  synthetische  Be- 
trachtungen hergeleiteten  Eigenschaften  solcher  Dreiecke. 

Sollen  nämlich  zwei  Dreiecke  ®i  ©^  ®^  und  (S4  ©.^  ®ß 
auf  vier  Arten  perspektiviach  liegen  und  zwar  (vergl.  Schröter 
a.  a.  0.)  nach  folgender  Gruppierung: 

61ß)  %®5©e         %  ®^  ®i 

(vergl.  die  entsprechenden  durch  lateinische  Buehstahen  be- 
zeichneten Punkte  der  Fig.  29),  wobei  der  darunter  gesetzte 
Buchstabe  das  Projektionszentrum  bezeichnet,  so  lassen  sich, 
wie  Schröter^)  gezeigt  hat,  falls  die  vier  Punkte  Ö^,  (B^, 
®si  ®6  gegeben  sind,  die  beiden  anderen  Puukte  ©4  und  ©j 
noch  auf  unendlich  viele  Arten  bestimmen.  Denn  die  beiden 
Punkte  1^4  und  @g  beschreiben  bestimmte  Ortskegelschnitte, 
wenn  das  Kollineationszentrum  K^  sich  auf  ©^  ©^  bewegt. 
Erhält  der  Punkt  E,  eine  bestimmte  Lage  auf  ®i  ®^,  so 
sind  nach  der  von  H.  Sehröter  angegebenen  Konstruktion 
die  beiden  Punkte  ©^  und  ©5  bestimmt. 

Diese  bestimmte  Lage  des  Punktes  ^  ergiebt  sich  nun 
in  dem  vorliegenden  Falle  dadurch,  dass  zu  den  vier  in  61«) 
geforderten  Bedingungen  für  die  Lage  der  Dreiecke  z.  B. 
noch  die  folgende; 

(  &,&,®^ 


hinzugefügt  wird,  welche  Bedingung  auch  mit  derjenigen, 
dass  der  Verbindungshauptkreis  ©^  ©j  mit  der  Diagonale 
Sg  Sj  (vergl.  Fig.  29)  zusammenfalle,  identisch  ist.  Denn 
alsdann  folgt  einfach,  dass  die  sämtlichen  15  Verbindunga- 
hauptkreise  (6, . . .  6,5)  der  sechs  Punkte  ©j . , .  @(;   sich  zehn- 


1)  Math.  Ann.  Bd.  II  S.  549flg.  imd  S.  553flg. 
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mal  zu  je  dreien  in  einem  Punkte  S  scimeiden,  d.  h.  dass 
die  sechs  Punkte  @  zehnmal  (wie  bei  dem  Netze  V)  die 
Eckpunkte  eines  Bi'ianchon  sehen  Sechsecks  bilden  oder  dass 
zehn  Gruppen  von  je  zwei  vierfach -perspektivischen  Drei- 
ecken entsteliGQ.  Man  kann  auch  sagen,  dass  von  den  60 
Sechsecken,  welche  in  bekannter  Weise  aus  den  sechs  Fun- 
damentalpunkten  @  sich  bilden  lassen,  40  Brianchoneche 
sind. 

Die  aus  den  vorstehenden  Betrachtungen  sich,  ergebende 
Konstruktion  der  Punkte  ©^  und  ©^  ist  folgende: 

(Vergl  Fig.  29.)  Ziehe  ®,  ©^  (i^J,  welches  (3^<B^  (6,) 
in  S8j  trifft;  bestimme  Ej  auf  ©^©^Sj  so,  dass: 

„,    ,         siwÖ.SÖa    swO.C      l/o  +  l 

ist,  wobei  die  Teilung  nach  dem  goldenen  Schnitt  zu  be- 
nutzen ist;   sodann  bestimme: 

(@.  ©3,  @g  ©,)  =  ©„ 
(®i@e,  ®2®4)  =  Si, 

Die  zehn  Perspektivitätszentra  S  entsprechen  den  Eck- 
punkten C  des  regulären  Pentagondodekaedernetzes,  die  15 
Schnittpunkte  S  je  zweier  Hauptkreise  ß  sind  die  den  Punkten 
B  eines  Netzes  XS'  entsprechenden  Punkte;  diese  Punkte 
SS  lassen  sich  in  fünf  Polardreiecke  anordnen  bezuglich  eines 
Kegelschnitts,  welcher  für  die  regulären  Netze  durch  den  un- 
endlich entfernten  imaginären  Kugelkreis  repräsentiert  wird. 
Die  15  Hauptkreise  &  teilen  die  Kugelfläehe  in  120  Drei- 
ecke, so  dass  jedem  Punkte  5ß  119  Punkte  der  Kugel  zu- 
geordnet sind  u.  s,  f. 

Für  die  analytische  Darstellung  dieser  Beziehungen 
ist  ebenfalls  die  Einführung  eines  trimetrischen  sphärischen 
Koordinatensystems  von  grossem  Vorteil. 

5.  Endlich  sei  auch  noch  kurz  auf  die  durch  Zentral- 
projektion (vom  Kugelmitteipunkte  aus)  auf  eine  beliebige 
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Ebene  aus  den  gleiehfiäehigen  und  gl  eich  eckigen,  sowie  aus 
den  jenen  bollinear  verwandten  Netzen  entstehenden  ebenen 
Netze  hingewiesen.  Diese  Beziehungen  hat  bereits  Steiner"^) 
erwähnt  und  insbesondere  auf  diejenigen  Eigenschaften  eines 
elliptischen  Involutionsnetzes  aufmerksam  gemacht,  welche 
auf  die  angegebene  Weise  aus  diesen  ■  sphärischen  Gebilden 
oder  den  entsprechenden  Strahlenbändeln  resultieren. 

Den  von  uns  früher  hetrachteten  Polai'netzen  (s.  Kap, 
IV)  der  metrisch -gleicheckigen  und  -  gleichflächigen  sphä- 
rischen Netze  entsprechen  in  der  zentralen  Projektion  die 
polaren  Gebilde  der  ebenen  Netze  in  Beziehung  auf  einen 
imaginären  Kreis  als  Kerakegelaehnitt,  dessen  Mittelpunkt 
die  senkrechte  Projektion  des  Kugelmittelpunktes  auf  die 
Ebene,  dessen  Radius  gleich  der  Länge  dieser  projizierenden 
Normalen  ist.  Diejenigen  ebenen  Netze ,  welche  diesen 
durch  zentrale  Projektion  der  metrisch  -  gleicheckigen  und 
-gleichfläehigen  Netze  entstehenden  kollinear  oder  reziprok 
verwandt  sind,  kann  man  auch  durch  kollineare  oder  rezi- 
proke Transformation  in  der  Ebene  herleiten,  wobei  für  die 
analytische  Darstellung  die  Benutzung  trimetrischer  Koor- 
dinaten von  Vorteil  ist.  Die  früher  (im  fünften  Kap.)  be- 
handelte Abbildung  auf  die  Ebene  der  (,  s  gehört  zu  diesen 
kollinear  verwandten  Netzen. 


§  88.   Kollineare  und  reziproke  Transformation 
der  räumlichen  Systeme. 

1.  Den  im  vorigen  Paragraphen  betrachteten,  durch 
kollineare  (oder  reziproke)  Transformation  entstehenden  sphä- 
rischen Netzen  lassen  sich  entsprechende  Polyeder  ein-  oder 
umsehreiben,  wenn  die  Grenzflächen  dieser  Netze  sämtlich 
kleinen  Kugelkreisen  einb  es  ehr  eibbar  sind.  Dies  ist  zwar 
für  sämtliche  im  weiteren  Sinne  gleichflächige  Dreiecks- 
netze, dagegen  für  alle  übrigen,  zumal  fUr  die  im  weiteren 
Sinne   gleicheckigen   Netze   im   allgemeinen   nicht  der  Fall. 


1)  Vergl.    die    Bemerkungen    aus    dem    Kaclilagse    Stsi 
dessen  gea.  Werken  Bd.  II  S.  735-738. 
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Dagegen  wird  man  im  weiteren  Since  gleicheckige  und 
glei  eil  fläch  ige  Polyeder,  welche  die  frühei'  abgeleiteten  me- 
trisch -  gleicheckigen  und  -  gleichfiächigen  Polyeder  als  be- 
sondere Fälle  enthalten,  durch  kollineare  oder  reziproke 
Transformation  der  durch  die  Ebenen,  Eckpunkte,  Kanten 


dieser  letzteren  Polyeder  best: 
ableiten  können.  Unter  glei 
teren  Sinne'-)  sind  hierbei 
Ecken,  welche  auf  gleiche  A. 


mmten  räumlichen  Systen 
Lcheckigen   Polyedern   im   wei- 
solche  mit  gleichvielseitigen 
■t  von  Polygonen  verschiedener 


oder  gleicher  Beschaffenheit  gebildet  werden,  zu  Terstehen, 
unter  gleichüachigen  Polyedern  im  weiteren  Sinne  solche 
mit  gleichvielkantigen  Flächen,  welche  auf  gleiche  Art  von 
Ecken  verschiedener  oder  gleicher  Beschaffenheit  umgeben 
sind. 

2.  Wir  wollen  diese  Art  der  Betrachtung,  aus  einem 
metrisch  r  gleicheckigen  oder  -  gleichfläcbigen  Polyeder  ein 
diesem  kollinear  (oder  reziprok)  verwandtes  herzuleiten  nur 
an  einem  Beispiele  erläutern,  indem  wir  uns  vorbehalten, 
bei  einer  anderen  Gelegenheit  auf  diese  Beziehungen,  welche 
sowohl  für  die  allgemeine  Theorie  der  Konfiguration  räum- 
licher Gebilde,  als  auch  für  diejenige  der  Polyeder  von 
grosser  Bedeutung  sind,  auaflihrlich  einzugehen. 

Die  beiden  Gebilde,  welche  dem  regulären  Hexaeder 
und  dem  regulären  Oktaeder  kollinear  verwandt  sind,  sind 
bereits  nach  einigen  ihrer  hauptsächlichsten  Eigenschaften 
von  R.  Heger^)  und  neuerdings  mit  besonderer  Berücksich- 
tigung der  durch  diese  räumlichen  Gebilde  bestimmten  sog. 
Konfigurationen  von  Tb.  ßeye')  betrachtet  worden. 

Für  die  analytische  Behandlung  ist  hier,  so  wie  bei 
dem  analogen  Problem  auf  der  Kugel  oder  in  der  Ebene  die 
trimetrischen  Koordinaten  sich  vorteilhaft  darboten,  die  Be- 


1)  Vergl.  J,  C.  Becker,    Elemente   der  Geometrie  I,  S.  279fig, 

2)  Das   harmoniBclie    Hexaeder    und    Oktaeder,     Schlömilclia 
Zeitsehr.  XVIII,  S.  307  —  312. 

3)  Acta  matbem.,  herausgeg.  v.  Mitta^-Leffler.  1. 1.  S.  93  und 
I.E.  S.  BTflg. 
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tetraedrisclier   Punkt-   (oder  Ebenen-)  Koordinaten 
zu  wählen. 

3.  Die  acht  Eckpunkte  eines  harmonischen  Oktagons 
(harmonischen  Hexaeders  nach  Heger)  lassen  sich  als  acht 
Punkte  des  Raumes  definieren,  deren  tetraedrieche  Koordi- 
naten in  Beziehung  auf  ein  Tetraeder  bei  demselben  absoluten 
Werte  sich  nur  durch  die  Vorzeichenkombinationen  unter- 
scheiden. Hierbei  kann,  da  nur  die  Yerhältnisse  der  vier 
Koordinaten  in  Betracht  kommen,  eine  der  vier  Koordinaten 
immer  als  positiv  genommen  werden.  Nimmt  man  nun 
einen  beliebigen  Punkt  C,  (z.  B.  im  Innern  des  Koordinaten- 
tefcraeders)  an  und  wählt  diesen  als  Einheitspunkt,  welchem 
als  Polarebene  in  Beziehung  auf  das  Tetraeder  die  Ebene; 

62«)  x^  +  x^  +  Xs  +  x^^O' 

entspricht,  legt  durch  die  sechs  Kanten  des  Tetraeders  und 
diesen  Punkt  sechs  Ebenen  und  konstruiert  an  jeder  Kante 
zu  der  Verbindungsebene  die  vierte  harmonische  Ebene,  so 
dass  diese  beiden  durch  die  beiden  Tetraederflächen  har- 
monisch getrennt  sind,  so  schneiden  sich  diese  zwölf  kon- 
struierten Ebenen  zu  sechsen  achtmal^).  Diese  acht  sechs- 
flächigen Schnittpunkte  C  sind  die  Eckpunkte  eines  harmo- 
nischen Oktagous,  welche  die  Koordinaten: 

62,3)  ±1,  ±1,  ±1,  1 

haben. 

Die  zwölf  konstruierten  Ebenen  6^ . . .  h^^  schneiden  sich 
zu  dreien  in  zwölf  Punkten  33,  welche  zu  je  zweien  auf  einer 
Tetraederkante  liegen  und  durch  deren  Eckpunkte  harmonisch 
getrennt  werden;  diese  Punkte  sind  die  Pole  zu  den  Ebenen 
h  in  Beziehung  auf  das  Tetraeder;  ihre  Koordinaten  werden 
durch  die  Permutationen  nebst  Vorzeichenliombinationen  von: 

e2y)  1,  1,  0,  0 

dargestellt.  Die  acht  Polarebeuen  c  der  Punkte  C  bilden 
das  harmonische  Oktaeder. 
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Reye  betrachtet^)  die  durch  die  acht  Punkte  C  und  die 
vier  Tetraedereckpunkte  A  und  durch  die  zwölf  Ebenen  b 
gebildete  Konfiguration,  oder  nach  der  von  ihm  eingeführten 
Bezeichnung:  die  Cfy.(^12g,  16g),  bei  welcher  auf  jeder  der 
zwölf  Ebenen  h  sechs  der  angegebenen  zwölf  Punkte  liegen 
und  durch  jeden  der  zwölf  Punkte  sechs  von  den  zwölf 
Ebenen  gehen,  und  zu  welcher  16  Gerade  gehören,  welche 
mit  je  dreien  der  zwölf  Punkte  und  je  dreien  der  zwölf 
Ebenen  inzident  sind.  Das  polare  Gebilde,  das  aus  den 
zwölf  Punkten  B  und  den  acht  Ebenen  c  nebst  den  vier 
Tetraederflächen  a  besteht,  hat  dieselbe  Eigenschaft. 

4.  Wir  wollen  zum  Schluss  noch  eine  sich  mit  Leichtig- 
keit aus  der  beschriebenen  Raumfigur  ergebende  Beziehung 
hervorheben ,  welche  sich  durch  kollineare  Transformation 
leicht  auf  die  reguläre  Hexaeder  -  Oktaeder  -  Konfiguration 
übertragen  las  st. 

Die  zwölf  Ebenen  b  schneiden  sich  16  mal  zu  dreien 
und  zwar  so,  dass  je  vier  dieser  16  Punkte  D  auf  einer 
Tetraederfläche  liegen;  entsprechend  gehen  von  den  16 
Ebenen  d,  welche  je  drei  Punkte  J?  verbinden,  je  vier  durch 
einen  Tetra  ed  er eckpunkt. 

Die  16  Punkte  D  (deren  Koordinaten  durch  die  Permu- 
tationen nebst  Vorz eich enkombiuatio neu  von  0,  1,  1,  1  dar- 
gestellt werden)  und  die  16  Ebenen  d  bilden  nun  nach 
ßeyes  Bezeichnung,  wenu  wir  von  den  zugehörigen  Geraden 


cfs-O-ü,), 

d.  h.  es  liegen  je  sechs  der  16  Punkte  -D  auf  einer  Ebene  d 
(und  zwar  auf  einem  Kegelschnitt)  und  durch  jeden  Punkt 
D  gehen  je  sechs  Ebenen  d  hindurch.  Diese  Ofg.  entspricht 
also  genau  derjenigen  der  16  Knotenpunkte  und  der  16  sin- 
gulären  Ebenen  einer  Kummerschen  Fläche''). 

1)  A,  a,  0, 

3)   Vergl.  Eeye    a.    a.   0.    S.    93   und   P,  Klein,  Matli.  Ann,  IL 


y  Google 


§  88.   Kollineare  und  reziproke  Transformation  etc.  429 

Als  Repräsentant  dieser  Konfiguration  bei  der  regulären 
Gruppe  erhalteu  wir  für  die  16  Puükte  D  die  zwölf  Kubo- 
oktaedereckpunkte  und  die  vier  unendlich  fernen  Punkte  der 
dreizäbligen  Äxen  (der  Wurf el diagonal en) ,  für  die  16  Ebenen 
ä  die  zwölf  Flächen  eines  Rhombendodekaeders  und  die  vier 
durch  den  Mittelpunkt  aeokreoht  zu  den  dreizahligen  Axen 
gelegten  Ebenen. 
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Siebentes  Kapitel. 

Die  die  Kugelfläche  mehrfacli  bedeckenden  gleich- 
flächigen  und  gleichecltigen  Setze  nebst  den  zuge- 
hörigen Polyedern. 


§  89.    Einleitende  Betraehtungen.    Erweiterte 
Eulersche  Torrael. 

1.  In  diesem  letzten  Kapitel  soll  die  Herleitung  der- 
jenigen gleieMächigen  und  gleicLeckigen  Netze,  welche 
mehrfach  die  Kugelfläche  bedecken,  sowie  der  zugehörigen 
Polyeder  behandelt  werden.  Die  Definition  derartiger  Netze 
und  Polyeder,  auf  welche  hinauweiseu  sieh  bereits  bei  den 
vorhergehenden  Betrachtungen  mehrfach  Gelegenheit  darbot 
(yergh  z.  B.  Kap.  H.  §  12,  3.;  Kap.  IV.  §  47,  3.,  §  48,  i., 
§  49,  2.,  §  54,  2.;  Kap.  V.  §  73,  5-,  §  76,  4.),  ergiebt  sich 
ohne  weiteres  aus  den  im  ersten  Kapitel  aufgestellten 
Definitionen,  sobald  wir  die  Begriffe  der  Art  eines  ebenen 
und  eines  sphärischen  Polygons,  einer  sphärischen  Ecke, 
eines  Netzes  und  eines  Polyeders  festgestellt  haben, 

2.  Die  Art  eines  ebenen  Vielecks  ist  durcb  die  Zahl 
h  bestimmt,  wenn  die  Summe  der  ümfangswinkel  des- 
selben ö-SSO**  beträgt^).  Unter  einem  ümfangswinkel  eines 
Polygons  ist  derjenige  Winkel  zu  verstehen,  um  welchen  an 
jedem  Eckpunkte  eine  Kante  in  dem  positiven  Dreliungs- 
sinne  gedreht  werden  muss,  bis  ihre  positive  Richtung  mit 
derjenigen  der  darauf  folgenden  Kante  zusammenfällt,  wobei 

1)  Vergl.  des  Verf,  Sctriffen:  Über  gleicheckige  und 
gleickkantige  Polygone.  Kassel  1874.  Th.  Kay.  §  1  bis  §  5,  und; 
Über  die  awgleicb  gleicbeokigen  und  gleichfläcbigen  Poly- 
eder.   Eaesel  1676.    g  3, 
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die  positive  Richtung  jeder  Kante  durch  die  Wahl  des  Sinnes, 
in  welchem  der  Umfang  durchlaufen  wird,  gegeben  ist.  Die 
Summe  jener  Umfangswinkel  läest  sich  sehr  leicht  aus  der 
von  Wiener^)  sogenannten  zweiten  Figur  erhalten,  die 
man  u.  a.  dadurch  konstruieren  kann,  dass  man  von  einem 
beliebigen  Punkte  der  Ebene  auf  die  Innenseiten  der  auf- 
einander folgenden  Kanten  Perpendikel  fällt. 

Die  Art  eines  sphärischen  Polygons  wird  als  die  ¥" 
bezeichnet,  wenn  die  Summe  der  Winkel,  welche  ein  um 
einen  beliebigen  Punkt  der  Kugel  sich  drehender  sphärischer 
Radiusvektor  beschreibt,  dessen  anderer  Eckpunkt  den  Peri- 
meter des  Polygons  in  der  durch  den  Sinn  dieses  Perimeters 
gegebenen  Richtung  durchläuft,  ^.360"  beträgt.  Führen 
wir,  analog  wie  bei  einem  ebenen  Vieleck,  die  Summe  SU 
der    Umfangswinkel    des    sphärischen   Vielecks,    sowie    den 

Exzess  E  ein,  welcher  mit  jöFTö  multipHKiert  den  Flächen- 
inhalt des  w-Eeks  ergiebt,  so  besteht  folgende  einfache 
Relation: 

63k)  E  +  £Ü--h.mO°, 

deren  Richtigkeit  sich  auch  direkt  aus  der  Tollst  und  igen 
durch  die  Hauptkreise  des  sphäri.achen  w-Ecks  gebildeten 
Figur  leicht  nachweisen  lässt.  Für  die  Polarfigur  eines 
sphärischen  «-Ecks  erhält  man: 

63/3)  E'  +  SÜ'^l'.Sm", 

wobei  2^ü'  oder  die  Summe  der  Umfangswinkel  der  Polar- 
flgur  gleich  dem  Umfang  (der  Summe  der  Kanten)  der 
ursprünglichen  Figur  ist. 

Für  alle  diejenigen  sphärischen  Polygone,  deren  Kanten 
und  Winkel  sämtlich  kleiner  als  180"  sind,  werden  die  heiden 
die  Art  der  Figur  und  der  Polarflgur  bestimmenden  Zahlen 
h  und  b'  einander  gleich.  Dagegen  können  bei  detyenigen 
sphärischen  Vielecken,  deren  Kanten  und  Winkel  zum  Teil 
oder  sämtlich  überstumpf  sind,  jene  beiden  Zahlen  von  ein- 

1)  Chr.  W  i  BD  e  !■,  Über  Vielecke  und  Vielflache.    Leipzig,  B.  G. 
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ander  Terscbieden  sein.  Bei  den  nachfolgenden  Betrachtungen 
werden  wir  fast  ausschliesslich  Polygone  höherer  Art  von 
der  ersteren  Beschaffenheit  berücksichtigen. 

Aus  den  angegebenen  Regeln  für  die  Bestimmung  der 
Art  eines  apliärischen  Polygons  folgen  auch  leicht  die  ent- 
sprechenden Regeln  für  die  Bestimmung  der  Art  einei- 
körperlichen  Ecke, 

Die  Art  einer  sphärischen  Ecke  (§  7,  2.)  wird  durch 
die  Zahl  ß  bestimmt,  wenn  die  Summe  ihrer  (sphärischen) 
Winkel  ß.SGO"  beträgt, 

3,  Mit  Benutzung  der  im  vorstehenden  aufgestellten 
Regeln  können  wir  nun  sofort  die  sogenannte  erweiterte 
Eulersche  Formel  för  solche  sphärische  Netze,  welche 
mehrfach  die  Kugelfläche  bedecken,  herleiten.   (Vergl.  §  7,  6.) 

Liegt  ein  sphärisches  Netz  vor,  welches  5-mal  die 
Kugelfläche  bedeckt,  so  dass  B  die  die  Art  des  Netzes  be- 
stimmende Zahl  ist,  und  bezeichnet  S;  die  Summe  der  Innen- 
winkel einer  «i-eckigen  Grenzfläche  von  der  h*^'^  Art,  m  die 
Anzahl  aller  Flächen,  femer  ßi  die  Ai-t  einer  sphärischen 
Ecke,  ji  die  Anzahl  der  Ecken  und  K  die  Anzahl  der 
Kanten  des  Netzes,  so  ergiebt  sich,  wenn  die  Summe  aller 
Flächen  des  Netzes  gleich  dem  iJ-fachen  der  Kugelfläche 
gesetzt  wird,  die  Beziehung: 

Da  aber; 

_2V  =  _^ft-360"  und  ^n,^2K 

ist,  so  resultiert  die  erweiterte  Eulersche  Formel: 

64)  ^h+2]ßi-K+2B. 

Ist  das  sphärische  Netz  gleichflächig  oder  gleicheckig, 
so  wird  bez.: 
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64«)  ^h-m.b,    2]ß,-^.ß, 

wenn  h  (ß)   die  Art   aller  Flächen   (Ecken)   des   Netzes   be- 
zeichnet. 

4.  Die  in  §  7  für  solche  sphärische  Netze,  deren  sämt- 
liche Grenzflächen  kleinen  Kugelkreisen  einbea  ehr  eibbar  sind, 
für  deren  Symmetrienetze ,  fernev  für  die  den  ersteren  Netzen 
ein-  und  umgeschriebenen  Polyeder  angegebenen  Eigen- 
schaften übertragen  sich  ohne  weiteres  auch  auf  solche 
Netze,  welche  mehrfach  die  Kugel  bedecken.  Insbesondere 
haben  also  die  in  §  7,  s.  aufgestellten  Beziehungen  zwischen 
den  Flächen  wink  ein  und  den  ebenen  Winkeln  der  jenen 
Netzen  ein-  rrnd  umgeschriebenen  Polyeder  einerseits  und 
den  sphärischen  Winkeln  und  Kanten  der  Symmetrienetze 
und  der  ziigeordneteu  Netze  andererseits  auch  für  die  hier 
in  Betracht  kommenden  Netze  und  Polyeder  ihre  Geltung. 

5,  Für  irgend  ein  Polyeder  höherer  Art  kann  man, 
wie  beiläufig  bemerkt  werden  möge,  die  die  Art  bestimmende 
Zahl  in  folgender  Weise  erhalten:  Wenn  man  von  einem 
beliebigen  Punkte  des  Raumes  Perpendikel  auf  die  Innen- 
seiten sämtlicher  Grenzflächen  fällt  und  durch  je  zwei 
solcher  Perpendikel,  welche  zweien  sich  in  einer  Kante  des 
Polyeders  schneidenden  Grenzflächen  entsprechen,  Ebenen 
legt,  sodann  um  das  gemeinschaftliclie  Centrum  der  sämt- 
lichen auf  diese  Weise  konstruierten  Polareeken  zu  den 
Ecken  des  Polyeders  eine  Kugel  besehreibt,  so  wird  das 
durch  die  Ebenen  dieser  Polarecken  auf  der  Kugel  erzeugte 
Netz  notwendig  die  Kugelfläche  ein  oder  mehrere  Mal  be- 
decken. Die  Anzahl  JB  dieser  Kugelbedeckungen  bestimmt 
die  Art  des  Polyeders. 

Wenn  das  betrachtete  Polyeder  gleieheckig  ist,  so 
wird  das  konstruierte  Symmetrieneta  gleichflächig  sein. 

Das  angegebene  Verfahren  führt  auch  leicht  dazu,  eine 
Formel  (die  sogenannte  erweiterte  Eulersche  Formel  für 
Polyeder)  aufzustellen,  welche  direkt  die  Art  eines  Polyeders 

H«88,  KDgeltQnuns.  ^S 
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aus  den  die  Arten  der  Grenzfläulien  und  Ecken  bestimmen- 
den  Zahlen  und  der  Anzahl  der  Kanten  zu  erhalten  ge- 
stattet^). 

Inwieweit  diese  Betrachtungen  auch  für  Polyeder  und 
Netze  mit  nicht  konvexen  Grenzflächen  und  Ecken  ihre 
Giltigkeit  behalten,  soll  hier  nicht  allgemein  untersucht 
werden;  doch  wird  sich  im  folt^enden  an  einigen  Stellen 
Gelegenheit  darbieten,  auch  derartige  Netze  und  Polyedes: 
zu  berücksichtigen. 


§  Q9.    Heiieitniig  der  regiilüren  Netze  und  Polyeder 
höherer  Axt. 

1.  Um  die  regulären  Netze  höherer  Art  herzuleiten^ 
bietet  sich  zunächst  das  analoge  Verfahren  zu  demjenigen 
dar,  welches  im  zweiten  Kapitel  zur  Herleitung  der  ein- 
fachen regulären  Netze  gewählt  wurde.  Wenden  wir  die- 
selben Bezeichnungen,  wie  in  §  8  an,  so  erhalten  wir  als 
Bedingungen  dafür,  dass  ein  reguläres  M-Eck  der  h^"  Art 
so  beschaffen  sei,  dass  es  mit  seinen  Wiederholungen  ein 
die  Kugelfläche  B-mal  bedeckendes  Netz  mit  kongruenten 
regulären  sphärischen  Ecken  der  ß*""  Art  bilde,  die  beiden 
folgenden  Relationen: 

65fi)  nA^(n^2b)  180"  =  ^^^^", 

65/5)  vA^ß.sm'', 

aus  welchen  folgt: 

4Bv 


66) 


2ßn-(ji~2b)v 


1)  Vergl.  des  Verf.  Schrift:  Über  die  zugleich  gleieheckigen  und 
gleicbfläcliigen  Polyeder,  Sl  13  —  16;  sowie  für  die  beeonderen  Fälle 
der  regulären  Polyeder  höherer  Art:  Poinsot,  Memoire  sur  lea  poly- 
gones  et  lea  polyfedres,  Journ.  de  l'geole  polyt.  S  cah.  Cayley, 
On  Poinsot'B  foui  new  Eegulai-  Solids.  The  London,  Edinburgh  and 
Dublin  Philosoph.  Jlagaa.  Vol.  SVII.  p.  123  flg.  Wiener,  Über  Vielecke 
und  Vielflaolie.  Günther,  S.,  Vermischte  Untersuchungen  u.  s.w.. 
Leipzig,  B.  G.  Teubner,     1876.    Kap,  I, 
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■während    [vergl.  6^)   nnd   6«)   in   §  8] 
Ziehungen  bestellen; 

1         -      1    J                7,'180" 
D05')  COS~k  CC  Stnjr  A  ^  COS  0  ■ ! 

Es  handelt  sich  darum,  diejenigen  positiven  und  ganz- 
zahligen  Werte  der  Zahlen  m,  n,  h,  v,  ß  und  B  au  finden, 
welche  der  Gleichung  66)  genügen,  und  dann  festzustellen, 
ob  diesen  zusammengehörigen  Werten  in  der  That  ein  kon- 
struierbares reguläres  Netz  höherer  Art  entspricht*). 

Die  Zahl  derjenigen  Lösungen  dieser  Gleichung  66), 
welchen  in  der  That  konstruierhare  sphärische  Netze  höherer 
Art  entsprechen,  reduziert  sich  nun  wesentlich,  wenn  wir 
von  vornherein  eine  wichtige  Eigenschaft  solcher  Netze  be- 
rücksichtigen, welche  in  dem  nachfolgenden  Satze  ausge- 
sprochen ist,  der  auch  entsprechend  für  die  gleieheckigen 
Netze  höherer  Art  gilt  und  für  die  weiter  folgenden  Be- 
trachtungen von  grosser  Wichtigkeit  ist. 

2.  Dieser  Satz  lautet: 

Jedes  gleicheckige  (speziell  reguläre)  Netz 
höherer  Art  hat  seine  Eckpunkte  mit  einem  gleich- 
eckigen (speziell  regulären)  Netze  erster  Art  ge- 
mein. 

Der  Beweis  diesef  Satzes  las  st  sich  am  einfachsten 
durch  Benutzung  eines  von  Wiener^)  aufgestellten  und 
bewiesenen  Satzes  fuhren,  nach  welchem  irgendwelche  auf 
einer  Kugelfiache  hegende  Punkte  nur  auf  eine  Art  zu  einem 
konvexen  Tielflache  dei  ersten  Art  zusammengefasst  werden 
können  oder  —  anders  ausgedrückt  —  nur  ein  einfaches 
sphärisches  Netz   bestimmen,  dessen   sämtliche  Grenzfiächen 

1)  Poinsot  iat  1.  o.  S.  37  eine  ähnliche  Gleichving  aufgestellt, 
in  welcher  aber  nur  fünf  Unbestimmte  vorkommen,  da  Poinsot  5  =  1 
annimmt.  Poinsot  verzweifelt  aber  auch  an  einer  voll3tä.ndigen 
Lösung  (im  Sinne  der  gestellten  Aufgabe)  dieser  einfacheren  Qleichung. 
Vergl.  Gänther,  1.  c.  S.  61. 

3)  Wiener,  1.  c.  S.  20  und  21  flg.  Vergl,  atich  Badoorean, 
Comptea  rend,   1878  p.  823. 
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kleinen  Kugelkreisen  einbe schreibbar  sind.  Diese  Kugelkreise 
sind  diejenigen  durch  je  drei  oder  mehr  der  gegebenen  Punkte 
der  Kugelfläche  hindurchgehenden  Kreise,  welche  in  ihrem 
Inneren  (d.  h.  dem  durch  die  Gesamtheit  der  sphärischen 
Radien,  welche  kleiner  als  ein  Halbkreis  sind,  bestimmten 
Teile  der  Kugelfläche)  keine  der  übrigen  Punkte  e in sehli essen. 
Die  den  so  bestimmten  Kugelkreisen  eingeschriebenen  sphä- 
rischen Polygone  sind  die  Grenzflächen  des  einfachen  sphä- 
rischen Netzes,  die  entsprechenden  Sehnenpolygone  bilden 
die  Seitenflächen  des  konvexen  Vielflachs  der  ersten  Art. 

3.  Mit  Hilfe  dieses  Satzes  lässt  sieh  nun  der  Beweis 
des  obigen  Satzes  in  folgender  Art  führen^): 

Die  Eckpunkte  eines  gleicheckigen  (speziell  re- 
gulä,ren)  sphärischen  Netzes  höherer  Art  bestimmen 
ein  und  nur  ein  solches  Netz  erster  Art,  dessen 
sämtliche  Grenzflächen  kleinen  Kugelkreisen  einbe- 
schreibbar  sind.  Dieses  Netz  der  ersten  Art  muss 
aber  selbst  gleicheckig  sein. 

Nehmen  wir  zunächst  an,  die  sämtlichen  Ecken  des 
gleicheckigen  Netzes  höherer  Art  seien  kongruent,  wie  es 
für  eine  grosse  Zahl  dieser  Netze,  insbesondere  für  alle 
Archimedeischen  und  die  regulären  Netze  höherer  Art  der 
Fall  ist.  Es  sei  Q  ein  solches  gleicheckiges  Netz  höherer 
Art,  q  das  entsprechende  Netz  erster  Art.  Denkt  man  sich 
nun  ein  zweites  dem  Netze  Q  kongruentes  Netz  Q'  nebst  dem 
zugehörigen  Netze  erster  Art  g'  starr  gemacht  und  Q'  mit 
Q  zur  Deckung  gebracht,  so  muss  auch  g'  mit  q  sich  decken, 
da  alle  Eckpunkte  von  Q'  und  Q  hei  der  Deckung  zu- 
sammenfallen. Diese  Deckung  von  Q'  mit  Q  findet  nun 
jedesmal  statt,  so  oft  man  irgend  eine  Ecke  von  $'  mit 
einer  bestimmten  Ecke  von  Q  zur  Deckung  bringt.  Damit 
kommt  also   auch  jede   Ecke  von  q'  mit  jeder  Ecke  von  q 

1)  In  analoger  Weiae  hat  Wiener  1.  e.  S.  21.  den  Beweis  des 
entsprechenden  Satzes  für  die  regulären  Polyeder  höherer  Act  und 
J.  Pitech  (Zeitschr.  f.  das  Eealsohulwesen,  herausgegeben  von  Kolhe, 
Bechtel  u.  Kuhn.  Wien,  A.  Holder,  VII.  Jahrg.  1881,  S,  ^f>qq)  für 
die  gleiche  ckigen  ArobimedeiBohen  Polyeder  höherer  Art  geführt. 
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zur  Deckung,  d.  h.  alle  Ecken  des  5'  sind  mit  einer  des  g-, 
also  auch  untereinander  gleich.  Das  durch  die  Eckpunkte 
des  gleicheckigeu  Netzes  höherer  Art  bestimmte  einfache 
Netz  q  ist  daher  ein  gleicbeckigea. 

Wenn  die  Ecken  des  gleicheckigen  Netzes  höherer  Art 
in  zwei  Gruppen  von  gleicher  Zahl  zerfallen  und  die  Ecken 
jeder  Gruppe  einander  kongruent,  denen  der  anderen  Gruppe 
aber  symmetrisch  gleich  sind,  so  ergiebt  sich  durch 
eine  ganz  analoge  Betrachtung,  indem  man  diejenigen  Ecken 
des  kongruenten  Netzes  Q',  welche  der  ersten  Gruppe  an- 
gehören, mit  einer  bestimmten  Ecke  der  ersten  Gruppe  des 
Netzes  Q  und  ebenso  die  der  zweiten  Gruppe  augehörigen 
Ecken  des  Netzes  Q'  mit  einer  bestimmten  Ecke  des  Netzes 
Q  successive  zur  Deckung  bringt,  dass  das  einfache  Netz  q 
ein  gleicheckiges  sein  muas,  dessen  Ecken  ebenfalls  in  zwei 
Gruppen  der  angegebenen  Beschaffenheit  zerfallen. 

4.  In  beiden  Fällen  sind  die  Drehungen,  welche  das 
Netz  Q'  mit  dem  Netze  Q  oder  das  Netz  Q  mit  sich  selbst 
zur  Deckung  bringen,  da  durch  diese  Drehungen  zugleich 
das  gleielieckige  Netz  q  der  ersten  Art  mit  sich  zur  Deckung 
gebracht  wird,  mit  denjenigen  im  zweiten  und  dritten  Kapitel 
betrachteten  Drehungen  identisch,  welche  entweder  für  die 
Netze  I  und  II,  oder  für  das  Netz  III,  oder  für  die  Netze 
IV  und  VI  oder  endlich  für  die  Netze  V  und  VII  charak- 
teristisch sind.  Daraus  folgt,  dass  auch  jedes  gleicheckige  Netz 
höherer  Art  dieselben  Axen  und  von  derselben  Zähligkeit 
besitzen  muss,  wie  ein  gleicbeckigea  Netz  der  ersten  Art,  mit 
■welchem  es  seine  Eckpunkte  gemein  hat. 

Auf  die  sich  hieraus  ergebende  Beschaffenheit  der  Sym- 
raetrienetze  der  gleicheckigeu  Netze  höherer  Art,  d.  h. 
der  gleiehflächigen  Netze  höherer  Art  wird  in  den  nach- 
folgenden Paragraphen  bei  der  Herleitung  der  gleicheckigen 
Netze  genauer  eingegangen  werden.  Zuvor  soll  noch  die  in 
diesem  Paragraphen  begonnene  Herleitung  der  regulären 
Netae  höherer  Art  erledigt  werden. 

5,  Zufolge  des  unter  2.  und  3.  dieses  Paragraphen  auf- 
gestellten  und    bewiesenen   Satzes    können    nur    solche    der 
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Gleichung  66)  genügende  Werte  der  Zahlen  m,  n,  h,  v,  ß 
und  S  ein  reguläres  Netz  höherer  Art  ergeben,  für  welche 

der   zugehörige  Wert    ft  ^  ■   ■-  ■    [Formel    65  d)]    gleich   der 

Zahl  der  Ecken  eines  regulären  Netzes  erster  Art  ist.  So 
köanea  z.  B,  die  beiden  der  Gleichung  66)  genügenden  Wert- 
systeme : 

M  =  5,    6  =  2,   i'-4,    ^=1,   ni=8,     B=5; 

n  =  7,  6==3,  v--^^,  ß-1,  ^=-12,  7S-11; 
keine  entsprechenden  regulären  Netze  höherer  Art  liefern, 
d.  h.  es  kann  weder  ein  reguläres  sphärisches  Netz  der  dritten 
Art  mit  acht  regulär -fünfeckigen  Grenzflächen  der  zweiten 
Art,  noch  ein  solches  der  elften  Art  mit  zwölf  regulär- 
siebeneckigen  Grenzflächen  der  dritten  Art  existieren,  weil 
im  ersten  Falle  die  Zahl  der  regulär -vierflächigen  Ecken 
12. 7_ 
3 

Eine  einfache,  mit  Beachtung  der  obigen  Regeln  aus- 
geführte Diskussion  ergiebt  als  allein  mögliche  reguläre 
Netze  höherer  Art  die  sechs  in  nachfolgender  Tabelle  auf- 
geführten (vergl.  Tabelle  9  auf  S.  25): 


1  zweiten  Falle  t 


,gen  würde. 


67) 


1   Eoeuläiäc  Hat!. 

. 

.|. 

^ 

m 

b\       A       \         „          \      'e 

' 

h 

(T',  oder  VII, 
1  V,  odot  VII', 

^ 

i 

s 

f* 

20 
12 

!0 
18 

\ 

!*■-— 

iw-a^i  X+i^p 

ISO'-Sy.     x+*^ 
ISO'-Stpj        2ip 

6.  Die  Netze  I^,  für  welche  w>ö  und  fe  prim  zu  n  und 

,  -  .  w  —  2   „..                ,             ,  -  '^  ~  1-     n..  , 

zwar  o<;- für  gerade  «,  ö< lur   ungerade   n 

sein  muss,   sind   die   regulären  Kreisteilungsnetze  der 

jien  j^j-j;.    ^ie  Netze  11^,  für  welche  v>5  und  ß  prim  zu  v 

_v— 2                                  _  v~l 
und  zwar   /?  < für   gerade  v,  ß <i für    uuge- 
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racle  v  sein  irnisSj  sind  die  reguläreu  Zweieelisnetze 
der  /5'™  Art.  (Vergl.  §  10  und  §  5,  G.)  Ist  die  Zalil  l 
(bez.  ß)  in  deu^  angegebenen  Intervall  nicht  priQi  zu  n 
(bez.  v),  80  resultieren  diskontinuierliche  Netze,  d.  h. 
Systeme  von  p  sich  regelmässig  kreuzenden  Kreisteilmigs- 
(bez.  Zweiecks-)  netzen  der  &'""  (bez.  ^'""  Art)  mit  n'  Ecken 
(bez.  v'  Flächen),  wenn  i-^p.b'  und  n  =  p.n'  (bez.  ß=p.ß' 
und  v=p.v')  ist. 

Die  Netze  Ij  und  ]I,?  sind  für  n^v  und  &  =  /5  einander 
sowohl  polar  entsprechend  als  auch  konjugiert,  sie  haben, 
dieselben  Axen  und  Symmetrieebenen,  wie  die  entspreehen- 
deii  Netze  erster  Art,  aus  welchen  sie  sich  in  einfacher 
Weise  ergeben;  auch  können  denselben  keine  eigentlichen 
Polyeder,  sondern  nur  -Grenzfäile  von  solchen  ein-  oder 
umgeschrieben  werden.  [Vergl.  §  10  und  die  Fig.  1«) 
und  Iß).] 

1.  Die  vier  anderen  in  der  Tabelle  67)  aufgeführten 
Netze  sind  solche  reguläre  Netze  höherer  Art,  welche  der 
Ikosaeder- Pentagondodekaedergruppe  angehören.  Die  beiden 
mit  V,  und  VII^  und  ebenso  die  beiden  mit  V'g  und  Yg  be- 
zeichneten Netze  sind  bez.  einander  konjugiert;  die  Netze 
T, ,  Vg  und  Vg  haben  die  zwölf  Eckpunkte  eines  Ikosaeder- 
netzea  V,  das  Netz  VlI^  die  20  Eckpunkte  C  eines  Penta- 
gondodekaedernetzes VII  zu  Eckpunkten;  die  Kanten  sämt- 
licher Netze  werden  durch  Bogen  der  15  Hauptkreise  h 
gebildet.  [Vergl.  §  12  und  die  Figuren  14«),  29)  und  30), 
in  welchen 
■die  Grenzfläche  eines  Netzes  V,  z.  B.  durch  G^G',jG\^, 

„    V'a  „   „       „      G.gIg^G^G^, 
„  „  ,,     Vg  „    „       „      Gs  G,  G,  G,  G, 

dargestellt  ist.]  Den  sämtlichen  vier  Netzen  kommen  die- 
selben Axen  und  Symnietrieebenen  zu,  wie  den  einfachen 
Netzen  V  und  VII;  während  aber  bei  den  Netzen  V,  und 
VII,  die  Ecken-,  Flächen-  und  Kantenasen  mit  den  ent- 
sprechenden Axen  der  einfachen  Netze  V  und  VII  bez.  über- 
«einstimmen,    sind    bei   den   beiden   Netzen   V^   und   V.    die 
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fünfzäbügen  Axen  OG  sowohl  Ecken-  als  Flächenaxen ,  da- 
gegen die  dreiziihligen  Axen  OC  nach  den  Doppelpunkten 
dieser  Netze  gerichtet. 

Diesen  vier  regulären  Netzen  höherer  Art  sind  die  vier 
regulären  Polyeder  höherer  Art,  die  sogenannten  Kepler- 
Poinsotschen  Polyeder  ein-  und  umgeschriehen,  deren 
Herleitang,  Art  und  sonstige  Eigenschaften  sich  in  einfacher 
Weise  aus  diesen  Netzen  ergeben.     Und  zwar  ist^): 

das  Poinsotsehe  20-fiächige  Stern- 
12 -Eck    der   siebenten    Art    ein- 
(um-)  geschrieben, 
das    Keplersche    20- eckige    Stern- 
12 -Flach   der   siebenten  Art   um- 
(e  i  n  -)  gesehrieben ; 
las    Keplersche    12-eckige    Stern- 
12 -Flach    der    dritten    Art    ein- 
(um  -)  geschrieben , 
das  Poinsotsehe  12-flilcbige  Stern- 
I2-Eck  der  dritten  Art  um-(ein-) 
geschrieben^). 


dem   Netze  V,   (VII,) 


dem  Netze  V= 
(V3  oder 


oderVIlg 

Vir,) 


%  91.   Methoden,  die  gleiehecbigcii  und  die  gleich- 
flächigen  Netze  hölierer  Art  herzuleiten. 

1,  In  dem  zweiten  und  dritten  Kapitel  haben  wir  die 
sämtlichen  möglichen  gleichflächigen  Netze  erster  Art 
durch   einfache    mass  -  geometrische    Betrachtungen   erhalten, 

11  \erffl   Vtienei    1  c    S  23— dl 

3)  Die  Entwickelung  dei  Theoiie  die^ei  reguUren  SterapolTeder 
findet  mm  uberBichtlicb.  und  im  Zusinroienliaiige  dargestellt  m  dem 
bereits  oben,  zitierten  ^eike  ■von  &  Guntker  \  ermisclite  Unter- 
Buckungen  u  s  w  Kap  1  Zu  den  dortigen  Litteiatui angaben  kunnen 
aus  neieiei  Zeit  noch  die  folgenden  hinzugefugt  werden  Ih  Hügel, 
Die  regulBien  und  halbreguUren  Polyedet  Keustadt  a  d  H  Witter. 
0.  Löwp  GrunprtB  Archiv  L\II  392  —  413  Oayley  On  tbe 
regulär  solids,  Quaii,.  J.  XV,  12  S,  131.  Badoureau,  Sur  les  flgures 
isoceles,  Comptes  rend.  LXXXVII,  S.  823  —  825.  Dostor,  Ver- 
schiedene Aufsätze  in  örunerts  Arcbiy  LXII,  LSIII.  Liouv.  Journ.  (S) 
V,  209-227. 
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wobei  sich  zu  jedem  solclieii  gleich  fläch  igen  Netze  ein  zu- 
geordnetes (bez.  konjugiertes)  gleicheckiges  Netz  oder  eiae 
Vielheit  derartiger  zugeordneter  gleicheckiger  Netze   ergab. 

Die  Eckpunkte  der  festen  gleicbfiächigen  Netze  sind 
Endpunkte  der  charakteristischen  Axen  der  betreffenden 
Gruppe,  stellen  also  Kombinationen  der  Eckpunkte  der 
regulären  und  der  festen  gleichectigen  Netze  jener 
Gruppe  dar.  Dagegen  werden  die  Eckpunkte .  der  ver- 
änderlichen gleichflächigen  Netze,  welchen  direkte  Sym- 
metrieebenen nur  zum  Teil  oder  gar  nicht  zukommen,  zum 
Teil  durch  Endpunkte  der  charakteristischen  Axen,  zum  Teil 
durch  Eckpimkte  hemigonischer,  gleicheckiger  Netze  der  be- 
treffenden Gruppe  gebildet. 

In  allen  Fällen  sind  die  Eckpunkte  der  den  gleich- 
flächigen  Netzen  zugeordneten  gleicheckigen  Netze  homo- 
loge Punkte  der  Grenzflächen  dieser  Netze;  die  Grenzflächen 
der  gleicheckigen  Netze  sind  sämtlich  kleinen  Kugelkreisen, 
einbeschreibbar,  deren  Mittelpunkte  die  Eckpunkte  des  gleich- 
flächigen  Sjmmetrienetzes  sind.  Während  bei  den  gleich- 
eckigen  Netzen  mit  festen  Symmetrienetzen  die  Grenzflächen 
nur  reguläre  oder  halbreguläre  (gleicheckige)  Polygone  dar- 
stellen, werden  dieselben  bei  den  den  veränderliehen  gleich- 
flächigen Netzen  zugeordneten  gleieheekigen  Netzen  zum  Teil 
auch  durch  symmetrische  Vierecke  oder  gleichschenklige  oder 
endlich  unregelmässige  Dreiecke  gebildet.  Dagegen  ergeben 
sieh  die  Eckpunkte  dieser  letzteren  gleieheekigen  Netze  ein- 
fach direkt  als  Hemigonieen  (bez.  Tetartogonieen)  der  voll- 
zähligen gleicheckigen  Netze  der  betreffenden  Gruppen. 

2.  Der  im  vorigen  Paragraphen  unter  2.,  und  3.  aufge- 
stellte und  bewiesene  Satz  führt  in  seiner  Anwendung  zu 
einer  ersten  Methode,  zunächst  die  sämtlichen  möglichen 
gleicheckigen  Netze  höherer  Art  und  sodann  aus  diesen  die 
ihnen  als  Symmetrienetze  zugehörigen  gleichfläch  igen  Netze 
höherer  Art  herzuleiten. 

Für  die  Herleitung  der  festen  derartigen  gleiehfiäehigen 
und  der  diesen  zugeordneten  gleicheckigen  Netze  empfiehlt 
es  sich  aber  analog,  wie  bei  den  Betrachtungen  des  zweiten 
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und  dritten  Kapitels,  den  um  gekehrten  Weg  einzuschlagen, 
d,  li,  eine  zweite  Methode  anzuwenden,  durch  welche  zu- 
nächst die  festen  gleichfl'ächigen  Netze  höherer  Art  und 
sodann  aua  diesen  die  zugeordneten  gleieheekigen  Netze  er- 
halten werden.  Dagegen  ist  für  die  Bestimmung  der  gleich- 
eckigen  Netze  mit  veränderlichen  Symmetrienetzen  die 
Anwendung  der  ersten  Methode  vorzuziehen. 

Diese  beiden  Methoden  sollen  im  folgenden  entwickelt 
und  sodann  auf  die  Bestimmung  der  bezüglichen  Netze  und 
der  zugehörigen  Polyeder  angewendet  werden.  Damit  er- 
fahren diejenigen  Probleme  der  Kugelteilung  auf  zwei  Arten 
ihre  Lösimg,  bei  welchen  es  sich  darum  handelt,  alle  Fälle 
zu  ermitteln,  in  welchen  ein  sphärisches  Polygon  nebst 
seinen  kongruenten  oder  symmetrischen  Wiederholungen  eine 
geschlossene  Fläche  bildet,  welche  mehrere  Mal  die  Kugel- 
fläche bedeckt. 

3.  Die  erste  Methode  besteht  darin,  die  vollständige 
durch  die  Eckpunkte  eines  einfachen  gleicheckigen  Netzes 
bestimmte  sphärische  Figur  zu  untersuchen,  welche  durch 
die  Verbindung  jedes  Eckpunktes  mit  allen  übrigen  erhalten 
wird.  Die  Anordnung  sämthcher  Punkte  als  Eckpunkte  von 
regulären  oder  halbreguläi- -  gleieheekigen  Polygonen,  deren 
Mittelpunkte  die  Endpunkte  der  charakteristischen  Aseu,  d.  h, 
die  Eckpunkte  des  zugehörigen  gleichflächigen  Symmetrie- 
netzes sind,  ist  für  die  einzelnen  Gruppen  genauer  im  vierten 
und  fünften  Kapitel  behandelt  worden.  Die  Mittelpunkte 
aller  übrigen  durch  die  Eckpunkte  des  einfachen  Netzes  be- 
stimmten, kleinen  Kugelkreisen  einschreibbaren  Polygone 
gruppieren  sich  wiederum  als  Eckpunkte  von  gleicheckigen 
Netzen  derselben  Gruppe. 

Von  diesen  sämtlichen,  durch  die  Verbin  du  ngshaupt- 
kreise  des  einfachen  Netzes  bestimmten,  kleinen  Kugelkreiseu 
einschreibbaren  Polygonen  ergeben  nun  alle  diejenigen  in 
einem  Eckpunkte  zusammenstossenden  Polygone,  für  welche 
die  Summe  der  in  diesem  gemeinsamen  Scheitelpunkte  sich 
vereinigenden  Polygonwinkel  360"  oder  ein  Vielfaches  von 
360"   beträgt   und   wobei   die   gleichartigen   in   jenem   Eck- 
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punkte  sich  vereioigeniieji  Polygone  als  Gfrenzfliiclien  dieser 
sphärischen  Ecke  sämtlich  vorhanden  sein  müssen,  wegen 
der  gleichartigen  Beschaffenheit  aller  Ecken  je  ein  gleicji- 
eckiges  Netz,  Die  Mittelpunkte  der  Kreise,  welche  den  in 
einem  solchen  Eckpunkte  zusanimenstossenden  Grenzflächen 
umgeschrieben  sind,  hilden  die  Eckpunkte  der  Grenzfläche 
des  zugehörigen  gleichflächigen  Symmetrienetzes. 

4.  Da  für  alle  diejenigen  Polygone  des  gleicheckigen 
Netzes,  deren  Mittelpunkte  die  Endpunkte  der  charakteristi- 
schen Axen  der  betreffenden  Gruppe  sind,  die  zugehörigen 
Symmetrienetze  fest  sind,  so  ergieht  sich  sofort  anr  Be- 
stimmung dieser  letzteren  Netze  die  oben  erwähnte  zweite 
Methode.  Nach  dieser  hat  man  alle  diejenigen  durch  die 
Endpunkte  der  charakteristischen  Axen  einer  Gruppe  und 
die  Bogen  der  diese  Punkte  verbindenden  Hauptkreise  be- 
stimmten sphärischen  Polygone  aufzusuchen,  deren  Inhalt 
einen  aliquoten  Teil  von  einer  Kngelfläcbe  oder  von  mehreren 
Kugelfläch  eil  beträgt. 

Die  Hauptkreise,  welche  diese  Endpunkte  der  charak- 
teristischen Axen  verbinden,  sind  einmal  die  Symmetrie- 
hauptkreise,  welche  auch  die  Kauten  der  gleichflächigen 
Netze  erster  Art  bilden.  Die  durch  diese  Hauptkreise  be- 
stimmten Grenzfl.ächen  von  gleiehflächigen  Netzen  höherer 
Art  stellen  Neben-  oder  Seh  eitel  figuren  der  Grenzflächen  der 
regulären  und  der  einfachen  gleichflächigen  Netze  dar  oder 
entstehen  durch  Zusammenfassen  mehrerer  dieser  Grenz- 
flächen. Bei  allen  auf  diese  Weise  erhaltenen  gleichflächigen 
Netzen  höherer  Art  entsprechen  also  die  sämtlichen  Kanten 
direkt-symmetrischen  Mittelebenen  und  die  Winkel  einer 
Grenzfläche  betragen  sämtlich  aliquote  Teile  von  360"  (sind 
kommensurabel  mit  a).  Wir  wollen  derartige  feste  gleich- 
flächige Netze  kurz  als  solche  mit  direkt-symmetrischen 
Kanten  bezeichnen. 

Andererseits  giebt  es  aber  unter  den  die  Endpunkte 
der  charakteristischen  Axen  verbindenden  Hauptkreisen  — 
und  zwar  bei  den  Netzen  der  zweiten  Hauptklasse  —  auch 
solche,  deren  Ebenen  keine  direkt-symmetrischen  Mittelebenen 
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sind  (z.  B.  die  Hauptkreise  c,  d  der  Hexakisoktaeder-,  die 
Hauptkreise  g,  c,  d  der  Diakishexekontaedergruppe).  Diese 
Haupfckreise  bestimmen  entweder  allein  oder  im  Verein  mit  den 
Symmetriehauptkreisen  ebenfalls  Grenzflächen  von  festen 
gleichflächigen  Netzen  höherer  Art,  welche  häufig  sogar 
zugleich  gleieheckig  sind.  Die  Winkel  dieser  Grenzflächen 
sind  aber  entweder  gar  nicht  oder  nur  zum  Teil  kommen- 
surabel mit  je;  die  Ebenen  der  Hauptkreise,  welche  die 
Kanten  bilden,  sind  keine  oder  nur  zum  Teil  direkte  Sym- 
metrieebenen: wir  wollen  derartige  feste  gleiehfläehige  Netze 
kurz  als  solche  ohne  direkt- symmetrische  Kanten  oder 
mit  teilweise  dir ekt-sym metrischen  Kanten  bezeichnen. 
Diese  Netze  sind  zugleich  in  den  meisten  Fällen  Polar- 
netze von  Netzen  mit  direkt-symmetrischen  Kanten. 

5.  Bei  jedem  gleiehflächigen  Netze  von  der  ersten  oder 
der  zweiten  Beschaffenheit  bilden  die  homologen  Punkte 
sämtlicher  Grenzflächen  die  Eckpuukte  eines  zugeordneten 
(speziell  konjugierten)  gleicheekigen  Netzes;  aus  der  je- 
maligen  Beschaffenheit  der  Grenzfläche  ist  zu  entscheiden, 
ob  die  homologen  Punkte  beliebig  im  Inneren  jeder  Grenz- 
fläche oder  nur  auf  einem  Ha  uptkr  eis  bogen  oder  endlich  nur 
als  ein  bestimmter  Punkt  jeder  Grenzfläche  gewählt  werden 
können. 

Die  Art  der  sphärischen  Ecken  und  der  Grenzflächen 
des  zugeordneten  gleicheckigen  Netzes  und  die  Art  dieses 
Netzes  selbst  stimmt  bez.  mit  der  Art  der  Grenzflächen  und 
der  sphärischen  Ecken  des  gleichflächigen  Symmetrienetzes 
und  dessen  Art  überein.  Bei  den  festen  gleiehflächigen 
Netzen  mit  direkt  -  symmetrischen  Kanten  können  die  Grenz- 
flächen des  zugeordneten  gleicheckigen  Netzes  nur  halb- 
regulär-gleicheekige  (speziell  reguläre)  Polygone  sein;  der 
spezielle  Fall  der  regulären  Grenzflächen  liefert  auch  hier 
die  Archimedeischen  Varietäten  der  gleicheckigen  Netze, 
Dagegen  können  die  halbregulären  Grenzflächen  höherer  Art 
für  bestimmte  Lagen  der  Punkte  innerhalb  der  Grenzflächen 
des  Symmetrienetzes  auch  nicht  konvex  werden  (vergl. 
§  5,  6.).     Auch  können    einige  Winkel   der   Grenzfläche  des 
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gleich  flächigen  Netzes  überatumpf,  die  Greazfläehe  selbst 
also  nicht  konvex  werden  und  infolgedessen  die  Grenz- 
flächen und  die  sphärischen  Ecken  des  zugeordneten  gleich- 
eckigen Netzes  ebenfalls  zum  Teil  oder  sämtlich  nicht 
konvex  ausfallen.  Diese  letzteren  Falle  der  nicht  kon- 
vesen  Netze  werden  bei  den  nachfolgenden  Betrachtungen 
iii  der  Kegel  ausgeschlossen  werden.  Ebenso  sollen  auch 
nur  einige  der  wichtigsten  Fälle  der  sogenannten  nicht 
kontinuierlichen  gleieheekigen  und  gleichflächigen  Netze 
im  folgenden  berücksichtigt  werden,  bei  welchen  ein  Netz 
höherer  Art  sich  aus  mehreren  kongruenten  Netzen  niederer 
oder  erster  Art  zusammensetzt. 

6.  Die  Bestimmung  der  festen  gleichflächigen  Netze  ist 
nach  der  angegebenen  zweiten  Methode  für  die  verschiedenen 
Gruppen  in  einfacher  Weise  ausführbar.  Für  die  Herleitung 
der  festen  gleichfiächigen  Netze  mit  direkt-symmetrischen 
Kanten  Hesse  sich  auch  ein  dem  im  dritten  Kapitel  be- 
nützten analoges  Verfahren  anwenden,  indem  man,  wie  bei  den 
regulären  Netzen  höherer  Art  (§  90,  i.),  eine  Relation  zwischen 
den  die  Anzahl  der  Ecken  einer  Fläche,  der  Flächen  einer  Ecke 
und  die  Art  dieser  und  des  Netzes  bestimmenden  Zahlen 
aufstellte.  Man  erhält  als  Bedingungen  dafür,  dass  ein 
sphärisches  M-Eck  der  6'™  Art  mit  den  Winkeln  A^,  A^...  Ä„ 
so  beschaffen  sei,  dass  es  mit  seinen  Wiederholungen  ein 
die  Kugelfläche  B-mid  bedeckendes  Netz  bildet,  wobei  in 
jeder  sphärischen  Ecke  Vi  gleiche  Winkel  Ai  zusammenstoasen, 
deren  Summe  ßi.B60°  beträgt,  die  folgenden: 
R  790" 
'  ^  m 

68ß)  Vi.Ai  =  ßi.3G0\ 

wo  m  die  Zahl  der  Flächen  des  Netzes  bedeutet. 

Aus  diesen  beiden  Gleichungen  folgt: 

69) 

[vergl.  Ö6)  in  §  90];  und  es  handelt  sich  nun  darum,  die- 
jenigen positiven  und  ganzzahligen  Werte   der  Zahlen  m,  n, 
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6,  Vi,  ßi  und  B  zu  bestimmen,  welche  dieser  Gleichung  69) 
genügen,  und  daun  festzustellen,  ob  diesen  zusammen- 
gehöiigen  Werten  ein  konstruierbares  gleichflä.chiges  Netz 
höherer  Art  entspricht.  Bei  dieser  letzteren  Entscheidung 
hat  man  den  in  §  90,  2.  aufgestellten,  für  die  diesen  gleich- 
flächigen  Netzen  zugeordneten  gleicheckigen  Netze  gütigen 
Satz  anzuTcenden, 

Wiewohl  auf  diese  Weise  in  den  einfacheren  Fällen 
(z.  B.  für  )ä^3,  ?»  =  1,  d.  h.  für  die  Dreiecksnetae)  die  Be- 
stimmung der  geforderten  Netze  ohne  Schwierigkeit  ausge- 
führt werden  kann,  so  gestaltet  sich  doch  die  ToHstäudigei 
Durchführung  der  Betrachtungen  nach  dieser  Methode  sehr 
umständlichj  eben  weil  eine  grosse  Anzahl  von  Lösungen 
der  Gleichung  69)  als  für  den  geforderten  Zweck  unbrauch- 
bar auszuscheiden  sind.  Immerhin  kann  die  Formel  69), 
ebenso  wie  diejenige  64)  in  §  89  als  Kontrolle  für  die 
richtig  festgestellte  Beschaffenheit  der  nach  der  zweiten. 
Methode  bestimmten  Netze  mit  Vorteil  benutzt  werden. 

7.  Die  Herleitung  der  veränderlichen  gleichflächigen 
Netze  höherer  Art  ergiebt  sich  durch  Anwendung  der  unter 
3.  dieses  Paragi-aphen  besprochenen  ersten  Methode,  nach 
welcher  man  zunächst  durch  Untersuchung  der  vollständigen 
Figur  eines  einfachen  gleicheckigen  Netzes  die  jenen  als 
Symmeirienetzen  zugeordneten  gleicheckigen  Netze  höherer 
Art  bestimmt.  Wegen  der  grossen  Zahl  der  für  die  ein- 
fachen gleicheckigen  Netze  der  einzelnen  Gruppen  möglichen 
Verbindungen  der  Eckpunkte  ist  auch  die  Zahl  der  als- 
möglich  zu  berücksichtigenden  Fälle,  insbesondere  wenn  auch 
nicht  konvexe  und  nicht  kontinuierliche  Netze  mit  in 
Betracht  gezogen  werden,  eine  sehr  grosse. 

Die  vollständige  Bestimmung  derartiger  gl  ei  eh  eckig  er 
Netze  und  der  ihnen  als  Symmetrienetze  entsprechenden  ver- 
änderlichen gleichflächigen  Netze  muss  als  ein  noch  nicht 
gelöstes  Problem  bezeichnet  werden.  Nach  den  Untersu- 
chungen des  Verfassers  ist  es  wahrscheinlich,  daas  die  voll- 
zähligen einfachen  gleicheckigen  Netze  nur  zu  nicht  kon- 
vexen oder  zu  nicht  kontinuierlichen  gleicheckigen  — 
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und  zwar  zugleich  gleicliflächigen  —  Netzen  höherer  Art 
und  zu  entsprechenden  gleichÖäeliigen  —  und  zwar  zugleich 
gleicheckigeu  —  Symmetrienetzen  höherer  Art  führen. 

Dagegen  ergeben  sich  aus  den  einfachen  h  e m i  g  o  - 
nischen  Netzen  der'  einzelnen  Gruppen  einmal  solche 
gleicheckige  Netze  höherer  Art,  welche  denen  erster  Art 
analog  sind,  und  damit  entsprechende  gleichfiächige  Netze 
höherer  Art,  deren  Eckpunkte,  wie  bei  denjenigen  erster 
Art,  eine  Kombination  der  Endpunkte  der  charakteristischen 
Axen  mit  den  Eckpunkten  eines  hemigonischen  gleiclieckigen 
Netzes  der  betreffenden  Gn.ippe  darstellen.  Ferner  erhält 
man  aus  den  hemigonischen  Netzen  der  ersten  Art  auch 
solche  gleicheckige  Netze  höherer  Art  mit  veränderlichen 
Symmetrienetzen,  für  welche  es  unter  denen  erster  Art  kein 
Analogon  giebt,  insofern  die  Eckpunkte  der  Symmetrienetze 
eine  Kombination  der  Eckpunkte  von  mehreren  hemigo- 
nischen einfachen  Netzen  darstellen. 


§  92.    Über  die  gloiclieoliigen  und  die  gleichfläcliigen 
Poljedei  höhet  er  Art. 

1.  Aus  den  im  voiigeu  Piiagraphen  durchgeführten 
Betrachtungen  folgt,  dass  jedem  gleieheckigen  Netze  höherer 
Art  ein  entsprechendes  gleicheckiges  Polyeder  von  derselben 
Art  (vergl.  §  89,  5.)  ein-  und  ein  entsprechendes  gleieh- 
flächiges  Polyeder  von  derselben  Art  umgeschrieben  werden 
kann.  Beide  Polyeder  entsprechen  sich  polar  in  Beziehung 
auf  die  Kugel  und  es  haben  im  wesentlichen  auch  die  in 
§  7,  8.  und  in  §  17  aufgestellten  Beziehungen  für  die  hier 
in  Betracht  kommenden  Polyeder  und  sphärischen  Netze  ihre 
Geltung.  Ausnahmen  finden  nur  bei  den  nicht  konvexen 
Netzen  und  Polyedern  statt,  auf  welche  hier  nicht  genauer 
eingegangen  werden  soll. 

2.  Ea  ist  von  Interesse,  die  beiden  in  dem  vorigen  Para- 
graphen zur  Bestimmung  der  gleieheckigen  und  der  gleich- 
flächigen  Netze  höherer  Art  angegebenen  Methoden  auch 
direkt  auf  die  Herleitung  der  gleicheckigen  und   der  gleich- 
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fläeliigen  Polyeder  höherer  Art  aus  denjenigen  erster  Art 
aiizu  wenden. 

Zufolge  der  ersten  Methode  hat  man  die  vollständige, 
durch  die  Eckpunkte  eines  einfachen  gleicheckigen  (oder 
speziell  regulären)  Polyeders  bestimmte  Raumfigur  zu  unter- 
suchen, welche  durch  die  Gesamtheit  der  Ebenen,  weiche 
durch  drei  oder  mehr  Eckpunkte  hindurchgehen,  gebildet 
wird.  Diese  Ebenen  gruppieren  sieh  als  die  Grenzflächen 
konzentrischer  gleichflächiger  (speziell  regulärer)  Polyeder, 
wobei  die  Centronormalen  dieser  Flächen  zum  Teil  die 
charakteristischen  Axen  der  betreffenden  Gruppe,  zum  Teil 
Eckenaxen  konzentrischer  gleicbeckiger  Polyeder  derselben 
Gruppe  sind.  Alle  diejenigen  durch  einen  Eckpunkt  gehen- 
den Flächen,  welche  sich  zu  einer  Ecke  Yereinigen,  deren 
Kanten  Verbindungslinien  des  Eckpunktes  mit  den  uhrigen 
Eckpunkten  sind  und  bei  welcher  die  gleichartigen  Flächen 
sämtlich  als  Seitenflächen  vorhanden  sein  müssen,  bestimmen 
die  Ecke  eines  gleicheckigen  —  möglicherweise  auch  nicht 
konvexen  oder  nicht  kontinuierlichen  —  Polyeders  höherer 
Art.  Sind  die  sämtlichen  Seitenflächen  einer  aolchen  Ecke 
gleichartig,  so  ist  das  Polyeder  zugleich  gleicheckig 
und  gleichflächig. 

Die  zweite  Methode  erfordert  die  Untersuchung  der 
vollständigen,  durch  die  Grenzflächen  eines  einfachen  gleich- 
flächigen (speziell  regulären)  Polyeders  bestimmten  Raum- 
figur,  welche  durch  die  Gesamtheit  der  Schnittpunkte  dieser 
Grenzflächen  gebildet  wird.  Diese  Schnittpunkte  gruppieren 
sich  auf  konzentrischen  Kugeln  als  die  Eckpunkte  gleich- 
eckiger (speziell  regulärer)  Polyeder  der  betreffenden  Gruppe, 
deren  Eckenaxen  zum  Teil  die  charakteristischen  Axen  der 
Gruppe  sind.  Alle  auf  einer  Seitenfläche  liegenden  Schnitt- 
punkte, welche  ein  geschlossenes  Polygon  bilden,  desseu 
Kauten  Schnittlinien  der  Ebene  mit  den  übrigen  Ebenen 
sind  und  bei  welchem  die  gleichartigen  Schnittpunkte  sämt- 
lich als  Eckpunkte  auftreten  müssen,  bestimmen  die  Grenz- 
fläche eines  gleichflächigen  Polyeders  höherer  Art,  das  mög- 
licherweise auch  nicht  konvex  oder  nicht  kontinuierlich  sein 
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kann.  Wenn  die  sämtlichen  Eckpunkte  des  Polygons  gleich- 
artig sind,  also  anf  einem  Kreise  liegen,  so  ist  da,s  ent- 
sprechende Polyeder  zugleich  gleichflächig  und  gleich- 
eckig, 

Diese  zweite  Methode  ist  in  ihrer  Anwendung  die  ein- 
fachste und  konstruktiv  am  leichtesten  zn  handhaben;  man 
braucht  nur  auf  einer  Flache  des  einfachen  gleichfliichigen 
Polyeders  die  Spuren  aller  übrigen  Begrenzungsflaehen  zu 
konstruieren  und  die  durch  diese  Geraden  und  deren  Schnitt- 
punkte bestimmte  ebene  Figur  in  der  oben  angegebenen 
Weise  zu  untersuchen.  Man  kann  dann  aus  dieser  Figur 
ohne  weiteres  die  Gestalt  der  Grenzflächen  der  möglichen 
Polyeder  höherer  Art,  die  Anordnung  der  Ecken,  Kanten, 
Doppelpunkte,  Zellen  u.  s.  w.  erkennen.^) 

3.  Die  beiden  unter  2.  besprochenen  Methoden  beruhen 
auf  folgenden  beiden  Eigenschaften  der  gleicheckigeu  und  der 
gleichfläcbigen  Polyeder  höherer  Art  (vergl.  §  90,  2.  und  3.): 

a)  Die  Eckpunkte  eines  gleicheckigen  Polyeders  höherer 
Art  liegen  immer  wie  die  eines  solchen  erster  Art,  während 
die  Grenzflächen  eine  Kombination  sgestalt  von  mehreren 
gleichflächigen  (zum  Teil  auch  regulären)  Polyedern  ein- 
schliessen. 

b)  Die  Flächen  jedes  gleichfiächigen  Polyeders  höherer 
Art  schliessen  ein  solches  erster  Art  als  inneren  Kern  ein, 
während  die  Eckpunkte  Kombinationen  der  Eckpunkte  von 
mehreren  gleicheckigen  (zum  Teil  auch  regulären)  Polyedern 
darstellen 

Den  zuglcicii  gleicheckigen  und  gleichfiächigen  Poly- 
edern kommen  beide  Eigenschaften  zugleich  zu:  der  innere 
Kern  ist  ein  gleichflächiges,  die  äussere  Hülle  ein  gleich- 
eckiges Polyeder  erster  Art. 

4.  Während  für  die  gleieheekigen  (und  entsprechend 
die   gleichfläcbigen)    Polyeder    erster    Art    nur    sehr   wenige 

1)  Vergl.  des  Verf.  Schriften:  Über  die  zugleich  gleiolieclrigen 
und  gleichfiächigen  Polyeder,  8. 10;  — tjTjer  Tier  Archimedeische  Poly- 
eder höherer  Art,  I;  —  Über  Eombinationsge stalten  höherer  Art.  Math. 
Ber.  1879  S.  lOO. 
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Kombinationen  der  Flächen  (Ecken)  von  regulären  und  ge- 
wissen einfachen  gleichflächigen  (gleicheckigen)  Polyedern 
zulässig  sind,  wird  für  die  Polyeder  höherer  Art  die  Zahl 
der  zulässigen  Kombinationen  eine  sehr  grosse.  Die  Zahl 
der  möglichen  gleicheckigen  und  gleiehflächigen  Polyeder 
höherer  Art  wird  ferner  noch  bedeutend  Yermehrt,  wenn 
man  anch  die  hierher  gehör  igen  nicht  konvexen  Polyeder 
und  diejenigen  mit  diskontinuierlichen  Grenzflächen  und 
Ecken,  sowie  anch  die  konzentrischen  Gruppiemr^en  der- 
selben Polyeder  in  Betracht  zieht. 

Es  möge  genügen,  auf  diese  beiden  Methoden  der 
direkten  Herleitung  der  gleicheckigen  und  der  gleiehflächigen 
Polyeder  höherer  Art  hingewiesen  zu  haben.  Bei  der  An- 
wendung der  in  §  91  besprochenen  Methoden  der  Bestim- 
mung der  entsprechenden  Netze  höherer  Art  werden  im 
wesentlichen  die  sphärischen  Centralprojektionen  der  bei  jenen 
Methoden  in  Betracht  kommenden  räumlichen  oder  ebenen 
Figuren  untersucht.  Doch  verdient  dies  Verfahren,  zunächst 
die  sphärischen  Netze  und  aus  ihnen  die  zugehörigen  Poly- 
eder herzuleiten,  in  den  meisten  Fällen  den  Vorzug.  Ins- 
besondere gestattet  dies  Verfahren,  die  Bestimmung  der  ver- 
schiedenen Varietäten  der  einzelnen  Netze  und  Polyeder 
höherer  Art  in  einfacher  und  übersichtlicher  Weise  durch- 
zuführen. 

Ö.  Die  analytische  Darstellung  der  Netze  und  Poly- 
eder höherer  Art  kann  unter  Anwendung  der  im  fünften  und 
sechsten  Kapitel  gegebenen  Methoden  und  mit  Benutzung 
der  dort  gewonnenen  Resultate  ebenfalls  ohne  Schwierigkeit 
ausgeführt  werden.  Indem  wir  darauf  verzichten,  diese  Be- 
trachtungen im  einzelnen  durchzuführen,  wollen  wir  nur 
darauf  hinweisen,  dass  die  analytische  Behandlung  und  Dar- 
stellung der  vollständigen  Figuren  der  Netae  und  der  voll- 
ständigen Raumfiguren  der  Polyeder  eine  Reihe  von  inter- 
essanten Beziehungen  ergiebt,  welche  auch  für  andere  Dis- 
ziplinen der  Mathematik  von  Bedeutung  sind.  Auch  möge 
hervorgehoben  werden,  dass  die  Arten  und  Varietäten  der 
einfach-    oder    zweifach -veränderlichen   gleicheckigen   Netze 
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analytisch  durch  bestimmte  Intervalle  für  die  Werte  der 
einen  oder  der  beiden  reellen  Yai'iabeln  bestimmt  werden, 
von  denen  die  Beschaffenheit  jener  Netze  abhängt. 

6,  In  den  folgenden  Paragraphen  sollen  nunmehr  die- 
jenigen gleicheckigen  und  gleiehflä.chigen  Netze  höherer  Art, 
welche  sich  durch  Anwendung  der  besprochenen  Methoden 
ergeben,  nebst  den  entsprechenden  Polyedern  aufgeführt 
werden,  wobei  zunächst  die  Netze  und  Polyeder  der  ersten 
Hauptklasse,  sodann  diejenigen  der  beiden  Ordnungen  der 
zweiten  Hauptklasse  beatimmt  werden.  Wir  beschränken  uns 
hierbei  darauf,  in  jeder  Gruppe  die  nach  der  zweiten  Methode 
erhaltenen  festen  gleichflächigen  Netze  anzugeben  und 
zu  chai'akteriaieren ,  da  die  diesen  Netzen  zugeordneten  (bez. 
konjugierten)  gleicheokigen  Netze,  sowie  die  diesen  ein- 
und  umgeschriebenen  gleieheekigen  und  gleichflächigen 
Polyeder  sich  ohne  weiteres  hieraus  ergeben.  Von  den 
nicht  kontinuierlichen  Netzen  und  ebenso  den  nicht 
konvexen  Netzen  der  einzelnen  Gruppen  sollen  immer  nur 
einige  der  wichtigsten  hervorgehoben  werden;  dasselbe  gilt 
von  den  veränderlichen  gleichflächigen  oder  den  ihnen 
zugeordneten  gleieheekigen  Netzen  höherer  Art  (vergi. 
8  91,  7.). 

7.  Als  eine  kurze  und  charakteristische  Bezeichnung  fflr 
die  einzelnen  Netze  und  Polyeder  höherer  Art  möge  die 
folgende  gewählt  werden: 

Wenn  ein  gleicheckigea  (gleichflächiges)  Netz  oder  Poly- 
eder der  ,E*™  Art  fi  w -flächige  Ecken  der  ß^^"  Art  besitzt 
(von  m  w-eekigen  Flächen  der  6'™  Art  begrenzt  ist)  und  von 

jjjtt)  )(W-eckigen  Flächen  der  &<''"'' Art, 

)jj(a)  M'^)-eckigen  Flächen  der  ?»<^>^™Art,  ...   begrenzt  ist 

((iW  v(i).flä£hige  Ecken  der  (^«"''Art, 
^(ä)  i/s)-flächige  Ecken  der  (3'^"™ Art,  ...  besitzt), 
so  soll  das  gleicheckige  Netz  oder  Polyeder  als: 


70  ß) 


[m!i) («),<"  + m<''(«)i*^'+...]-flächiges  fi(i'),^-Ec 
der  .B'^"  Art, 


das  gleichfläehige  Netz  oder  Polyeder  als: 
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I  [(<<'>(>'V"  +  c'"(«'),«'"  +  ...]-eokiges  m(«),-Elaoh 


dar  B""  Art 


70« 

bezeichnet  werdeu.') 

In  den  nachfolgenden  Zusammenstellungen  sollen  die 
gleiehfläcliigeii  Netze  mit  arabischen  Ziffern,  die  zugehörigen 
gl  eiche  ekigen  Netze  mit  gleichen  accentuierten  arabischen 
Ziffern  und  die  entspr seilenden  Polyeder  mit  den  in  eckige 
Klammern  geschlossenen  Ziffern  numeriert  werden. 


§  93.    Gleictflächige  uud  gleicheckige  Netze  höherer 
Art  der  ersten  Hauptklasse. 

1.  Unter  den  festen  gleichflächigen  Netzen  der  ersten 
Hauptklasse  giehi  es  nur  solche  mit  direkt  symmetrischen 
Kanten;  denn  sämtliche  Verbindungshauptkreise  der  Eck- 
punkte Ä,  A'  und  i\,  B^,  B3...  [Fig.  6«)  bis  6d)]  des 
einfachen  Netzes  Ylllß)  [§  18]  sind  Symmetriehauptkreise. 
Mit  Benutzung  des  §  5,  5.  angegebenen  Satzes  ergiebt  sich 
sowohl  unter  Anwendung  der  zweiten,  als  auch  der  ersten 
Methode    (§    91),   dass    es    von   einem    (2  +  i^  +  i?)  ■  eckigen 


1)  Die  gleicheckigei!  und  gleichfiäehigen  Netze  höherer  Art  unter 
den  im  vorhergehenden  hezeichneten  Eill gemeineren  Gesiehtap unkten 
zuerst  hetrachtet  und  damit  eine  grosse  Zahl  bisher  nicht  berück- 
aichtigter  gleicls eckiger  und  gleichfläohigev  Polyeder  höherer  Art  zu- 
erst abgeleitet  zu  haben,  darf  wohl  der  Verfasser  für  sich  in  Anspruch 
nehmen.  Die  Archimedeischen  Polyeder  höherer  Art,  welche  ganz 
spezielle  Fälle  der  hier  betrachteten  darstellen,  sind  von  Badoureau 
(1.  c.)  und  J.  Pitach  (1.  0,)  ohne  Bezugnahme  auf  die  Arbeiten  des 
Yerf.  abgeleitet  worden.  J,  Pitach  hat  die  von  ihm  bis  auf  acht  (die  in 
g  94  mit  22'  und  in  §  95  mit  64',  65'  und  71'  bis  76'  numerierten)  voll- 
ständig abgeleiteten  (gleicheckigen)  Archiniedei^Lhen  feternpolyeder  auch 
in  Modellen  dargestellt  und  sehr  anschauliche  photogiaphieche  Abbil- 
dungen seiner  Arbeit  beigefügt  —  Die  wesentlichen  Falle  für  die  durch 
sphärische  Dreiecke  begrenzten  festen  gleii^hflichigen  Netze  mit  dirett- 
sjmroetri sehen  Kanten  finden  sich  m  der  von  Sohwirz  in  seiner 
Arbeit  (Borch.  Journ.  Bd.  75  8  333)  aufgestellten  Tabelle  Wegen  der 
Bedeutung  dieser  Lösungen  fiit  die  Ihporie  Im^aiPi  Difl^erential- 
gleichnngen  zweiter  Ordnung  vergl  man  die  ml  ^  3  itierten  Arbeiten 
von  F.  Klein  und  Brioachi 
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(-flächigen)  2.2j)(3)i-Flache  (-Ecke)  soTiel  entsprechende 
Netze. der  g*™  Art  giebt,  als  Primzahlen  q  zu  p  von  1  bis 
p  —  l  existieren.  Diese  Netze  sind  zufolge  der  Bezeiclimmg 
70ß)  und  70(3)  in  §  92  als: 

,,        l[2{i.+p),+lK2  +  2),+p(2  +  2)J-eckige 
'       1         2.2j)(3)(-Flache  der  (/'^"  Art 
und  entsprechend  als: 

,„       |[2(2>  +  pX+i>(2  +  2),+_?,(2  +  2)J-fläehige 

^'      \  2.2ij(3VEcke  der  g'™  Art 

darzustellen,  wo  q  eine  Primzahl  zu  p  ron  1  bis  p—  1  be- 
deutet. 

Es  verdient  hervorgehoben  zu  werden,  dass  z.  B.  für 
jj  =  3,  g  =  2  oder  für  j)  =  5,  g-2,  4  [Fig.  Qyj]  das  Netz  1 
aus  2  (bez.  4)  aufeinanderfallenden  gleichflächigen  Netzen 
der  ersten  Art  bestehtj  wobei  (!ie  sphärischen  Ecken  mit 
den  Scheiteln  A  und  A'  als  j3-|-j)-fläehige  der  zweiten  (bez. 
vierten)  Art  au  betrachten  sind,  denen  im  zugeordneten 
Netze  i' p-f-p-kantige  2^-Bcke  der  zweiten  (bez.  vierten) 
Art  entsprechen. 

Wenn  dagegen  q<p  und  nicht  prim  zu  p  ist,  so  sind 
die  Netze  1  und  1'  diskontinuieriieh,  d.  h.  Grup- 
pierungen von  einander  kongruenten,  kontinuierlichen  Netzen 
niederer  Art. 

2.  Die  Netze  1'  hängen,  wie  die  ihnen  ein-  und  umge- 
schriebenen Polyeder  [1']  und  [1],  von  zwei  Variabein  Sa  und 
X  (§  18)  ah;  für  X'=^\  resultieren  die  höheren  Arten  der 
Netze  "VIII'  (§  16),  denen  als  Symmetrienetze  die  Netze  VIII 
höherer  Art  entsprechen.  Von  einem  Netze  VIII',  d.  h. 
einem  (2  +  »)-flächigen  2)i-Eck  giebt  es  soviel  (kontinuier- 
liche)  entsprechende  Netze  der  j'""  Art,  als  Primzahlen  zu 

n—2  .    n—l 

n  von   1  bis  — -^ —  für  gerade,  und   bis  — a —  für  ungerade 

n  existieren  (§  4,  6.).  Diese  Netze  VIII  und  VIII'  höherer 
Art  sind  als: 

j  [2()0,4-)j(2-f  2)J.eckige  2»(3)i-Flache 
^^         (  der  q'"^  Art 

und  als: 
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f  [2(»)j  +  «(2+2)J-flächige  2M(3)i-Eeke 
^'^        I  der  g'-  Art 

au  bezeichnen  [vergl.  z.  B.  Fig.  5(3);  m  =  5,  (^==2]. 

3.  Um  die  beweglichen  gleicbfläehigen  und  die  dieaeii 
zugeoctlneten  gleieheckigea  Netze  bölierer  Art  dieser  ersten 
Hauptklasse  zu  erhalten,  wendet  man  zur  Bestimmung  dieser 
letaleren  die  in  §  91,  3.  und  7.  beschriebene  erste  Methode 
au,  indem  mau  die  vollständige  Figur  des  allgemeinsten 
gleicheckigen  Netzes  VIII"  in  der  angegebenen  Weise  unter- 
sucht. Die  Untersuchung  ergiebt,  dass  die  hierhergehörigen 
konvexen  und  kontinuierlichen  gleicheckigen  Netze  höherer 
Art  ebenso,  wie  diejenigen  erster  Art,  zu  Eckpunkten  Hemi- 
gonieen  der  Netze  VIII"  (bez.  VIII')  haben,  während  die 
Eckpunkte  der  beweglichen  gleichflächigen  Symmetrienetze 
Kombinationen  der  Punkte  A  und  Ä'  mit  solchen  Hemi- 
gonieen  darstellen.  Man  erhält  ao  folgende  höhere  Arteu 
der  Netze  SXV  (§  40),  SXIV  (§  39),  XVIII'  (§  30): 

(  Sägerandige  [2(p),  +  2i.(3)J-nächige 
'         l  225(4)i-Ecfce  der  e*«"  Art, 

I  Kronrandige  [2(i)),  +  2ß(3)J-flächige 
*'*         1  2ij(4),-Ecke  der  g'™  Art, 

i   Unterhrochen-kronrandige   \ß  (j>i  +  Pi\ -\- 
^'*         1  2jji(2+2)J-flächige2.2j)^(3),-Bckederg/^'^Art 
■und  entsprechende  gleichflächige  Netze  3,  4,  5, 

Zieht  man  auch  nicht  konvexe  vierfläehige  Ecken 
oder  viereckige  Flächen  in  Betracht,  so  erhält  man  auch 
-zahlreiche  nicht  konvexe  Netze  3',  i',  5'  und  S,  4,  5. 

4.  Von  den  konvexeu,  aber  nicht  kontinuierlichen 
bewegliehen  Netzen  dieser  Klasse  sei  hier  nur  auf  die  Grup- 
pierungen von  kongruenten  rhombischen  (speziell  tetra- 
gonalen)  Sphenoiden  hingewiesen,  welche  sich  aus  den 
voll-  und  halbzähügen,  einfachen  gleicheckigen  Netzen  nach 
4er  ersten  Methode  leicht  erhalten  lassen. 

5.  Aus  der  vollständigen  Figur  eines  gleicheekigen  Netzes 
VIII'  ergiebt  sich  eine  Gruppe  interessanter  nicht  kon- 
Teser,    zugleich   gleieheckiger   und   gleichflächiger    Netze, 
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welche  noch  kurz  erwähnt  werden  möge.  Betrachtet  man 
z,  B.  für  n-^ö  [s.  Fig.  5(3}]  folgende  vier  in  P^  zusammen- 
stossenile,  iih erschlagene  sphäriaclie  .Vierecke; 

P,  Pjo  Pa  Ps, 
so  wird  durch  dieselben  eine  nicht  konvexe  sphärische  Ecke 
mit  den  vier  Kanten  P^P^,  P^P^,  P^P„  P,  Pi„  gebildet. 
Wird  die  entsprechende  Konstruktion  an  allen  Ecken  des 
Netzes  ausgeführt,  so  resultiert  ein  Netz  mit  zehn  kon- 
gruenten, nicht  konvexen,  vierßächigen  Ecken  und  zehn  kon- 
gruenten, üherschlagenen,  viereckigen  Flächen.  Das  Netz  be- 
deckt nullmal  die  Kngelfläehe,  da  der  Inhalt  jeder  Grenz- 
fläche Null  ist. 

■Ebenso  ergiebt  sich  eine  ähnliche  Gruppe  derartiger 
Netze  aus  der  vollständigen  Figur  eines  gleicheckigen  Netzes 
SSIV. 

Der  Verfasser  hat  die  diesen  Netzen  ein-  und  umgeschrie- 
benen, nicht  konvexen  Polyeder,  deren  Oberfläche  und  körper- 
licher Inhalt  gleich  Null  ist,  und  von  denen  die  jeder  Gruppe 
sich  selbst  polar-reziprok  entsprechen,  zuerst  beschrieben^) 
und  für  dieselben  den  Namen  Stephanoide  vorgeschlagen. 

6.  Nur  von  den  Netzen  2'  und  4'  giebt  es  Archime- 
deische  Varietäten;  die  entsprechenden  Polyeder  finden  sich 
bei  Pitsch^)  unter  I  und  IIa),  IIb)  aufgeführt. 

§  94.    Netze  höherer  Art  au8  der  ersten  OraiiuBg 
der  zweiten  Hauptklasse. 

1.  um  die  festen  gleichflächigen  Netze  höherer  Art 
aus  der  ersten  Ordnung  der  zweiten  Hauptklasse  herzuleiten, 
untersuchen  wir  die  durch  die  Verbindung  der  Endpunkte 
Ä,  C,  B  der  charakteristischen  Axen  entstehenden  Figuren. 
[S.  Fig.  13«)  und  28.] 

1)  Mai-b,  Ber.  J877.  S,  9,  10 

2)  L   c,  S.  21  und  27. 
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Die  festen  gleicbfläcliigen  Netze  mit  direkt-aymmetri- 
schen  Kanten  {§  91,  4.)  werden  durch  die  Bogen  der  Sym- 
metrieliauptkreiae  a  und  h  gebildet. 

2.  Was  zunächst  die  derartigen,  duveli  Dreiecke  begrenz- 
ten Netze  anlangt ,  so  sind  früher  als  mögliche  Netze  erster  Art 
die  beiden  Netze  III  (§  11)  und  IV  (§  11)  mit  einem  regu- 
lären, die  drei  Netze  IS  (§  13),  X  (|  20)  und  Sil  (§  22)  mit 
einem  gleichschenkligen  und  das  Netz  SV  (§27)  mit  einem 
nugleichkantigeu  Dreiecke  als  Grenzfläche  erhalten  worden. 
Als  entsprechende  Netze  höherer  Art  ergeben  sich  die  in 
den  folgenden  beiden  Tabellen  TIA)  und  71B)  aufgeführten: 

Feste  gleiehfläehige  Netze  höherer  Art  mit  direkt- 

eymmetri seilen  Kanten, 

A)  Grenzfläche:  Ein   gleichschenkliges  Dreieck. 


»uumei  d<i  Bttigg. 

aimWäit. 

«,=a, 

".. 

A,^A, 

!'<-'mfi 

/.mo'vl« 

« 

G  oäer  IX; 

Ju,3alod.Xsii.Xsa) 

1B0°— 2> 

Zzi 

z. 

z 

4(3>, 
9(3), 

4(6),    llJ 

8(6),   la* 

71B) 


Die  Grenzflächen  von  6,  7  und  8  sind  die  an  die  Basis 
anstossenden  Nebendreiecke  der  gleichschenkligen  Grenz- 
flächen von  IS,  S  und  XII,  Die  Eckpunkte  der  zugeord- 
neten gleicheckigen  Netze  6',  7'  nnd  8'  sind  auf  dem  Sym- 
me tri ehauptkr eise  der  gleichschenkligen  Dreiecke,  die  Eck- 
punkte der  7ce)  zugeordneten  gleicheckigen  Netze  7"  inner- 
halb der  Dreiecke  von  7k)  beweglich;  in  beiden  Fällen  können 
auch  nicht  konvexe  Varietäten  entstehen.  Nur  von  8' 
giebt  es  eine  Archimedeisehe  Varietät  (der  das  Polyeder 
SIV  bei  Pitsch  entspricht). 

B)  Grenzfläche:  Ein  ungleichkantiges  Dreieck. 


KumMt 

QrgnaxoKo 

^h 

'"«," 

". 

±. 

-ä. 

Ä, 

»f)(v)^ 

/K')(v]^ 

«..(.v|„ 

B 

1   BüiXVs 

IBS" 

180"-. j 

ISO" 

90° 

BIS), 

8(6), 

IS(1),    48 

5 

llO  „    XY, 

w+< 

616), 

8(6), 

ia(4),   43 

90°-t-' 

130" 

90" 

6<8)i 

8(6), 

12(1),     48 

12  „   X, 

mr 

lau" 

«14>, 

8(0), 

S(6),     4S 

6 

13    .,    XII. 

C,A^A, 

! " 

180"-  ,, 

W 

45" 

"•• 

S(9), 

60), 

8(8),     48 

' 
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Die  Grenzflächen  von  9,  10,  11  sind  die  Neben  drei  ecke 
der  Grenzfläche  von  XV,  die  Grenzflächen  von  12  und  iS 
bez.  die  an  einen  der  Sehenkel  anstossenden  Nebendreiecke 
der  gleichschenkligen  Grenzflächen  von  X  und  XII.  Die 
Eckpunkte  der  zugeordneten  gleicheckigen  Netze  9',  10',  11', 
12',  13'  sind  innerhalb  der  Dreiecke  der  Symmetrienetze  be- 
weglich; nur  von  10'  und  13'  giebt  es  eine  Arehimedeische 
Varietät  (vergl.  bei  Pitach  unter  X  und  IX). 

3.  Von  hier  her  gehörigen  diskontinuierlichen  Drei- 
eotsnetzen  mögen  nur  die  folgenden  Erwähnung  finden: 

a)  Das  durch  die  beiden  einander  konjugierten,  regu- 
lären Tetraedernetze  III  gebildete  Netz,  welchem  als  ein- 
und  als  umgeeehriebenea  Polyeder  die  sogenamite  stella 
octangula  Keplers  entspricht; 

b)  das  durch  sechs  aufeinander  liegende  reguläre  Okta- 
edenietze  IV  gebildete  Netz,  dessen  zugeordnetes  gleich- 
eckiges Netz  im  allgemeinen  ein  System  von  sechs  sich 
regelmässig  kreuzenden  (5  +  2 -f- 2) -flächigen  2'.4-Ecken  IV" 
(§  18,  4.)  darstellt,  dessen  Eckpunkte  mit  denen  eines 
Netzes  XV'  zusammenfallen; 

c)  das  diskontinuierliche  Netz,  dessen  Grenzfläche  z.  B. 
Äj^BgSg  [Fig-  13b)]  ist  und  welches  aus  drei  sieh  regelmässig 
kreuzenden  (2-(-4)-eekig6n  8-Plachen  (Oktaedern)  besteht, 
während  das  zugeordnete  gleicheckige  Netz  aus  drei  sich 
kreuzenden  (2  4-4)-flächigen  8-Bcken  IV'  (§  16,  7.)  besteht, 
dessen  Eckpunkte  mit  denen  eines  Netzes  X'  übereinstimmen. 

4.  Als  feste  gleichflächige  Viereeksnetze  erster  Art 
mit  direkt -symmetrischen  Kanten  sind  früher  das  reguläre 
Hexaedernetz  VI  (§  11),  das  Rhombendodekaedernetz  XIX 
und  XlXß)  [§  32]  und  das  von  symmetrischen  Vierecken 
begrenzte  Netz  XXI  (§  35)  erhalten  worden.  Von  derartigen 
(konvexen  und  kontinuierlichen)  Vierecksnetzen  höherer 
Art  ergeben  sich  die  folgenden: 

j  das  [6  (4)i  + 8  (3)1+6(8)3] -eckige  24(4), -Flach 
'*^  I  der  vierten  Art, 

dessen    Grenzfläche    z,   B.  A^Ä^C'^A^    [Fig.   13  a)]    ist,    bei 
welcher: 
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^,  =  90",    C'^=120'',   ^2  =  ^3^135«, 
AA  =  AA-90",   ^C'^-C'^^E  =  jj  ist; 
tUe  Eckpunkte  des  zugeordneten  gleiclieckigen  Netzes  14'  sind 
auf  der  Diagonale  Ä^^C^  beweglich;  es  existiert  eine  Archi- 
medeische  Varietät  (der  bei  Pitscb   das  Polyeder  III  ent- 
spricht). 

Peroer  erhält  man  zwei  Ton  symmetrischen  (sphiiri seilen) 
Paralieltmpezen  begrenzte  Netze,  nämlich  ein: 

I  [8  (6),  +  12  (4)J  -  eckiges    24  (4),  -Flach 
(  der  zweiten  Art 

[Grenzfläche  a.  B.  -B.B^C,  C,  Fig.  13«), 

j5,-Bj-90«    0,-C,- 120"; 
i'jBj-90»,   C,0,-180«-2.),   JJ,C,-C,B,_'.)0«-)i]; 
und   ein: 

I   [6(8\  +  S(6)J-eckiges    24  (4),-Fl»ch 
'"'        I  der  fünften  Art 

[Grenzfläche  z.  B.  A,Ä,C,C,  Fig.  13 o), 

^,  -  ^,  -  135»,    Cj  -  C,  _  120"i 
A,Ä,-90<>,    C,C,-^ri,   A,0,-C,A,-ri\. 
Die  Eckpunkte  von  15'  sind  auf  den  Kanten  Ä^B^^  die- 
jenigen von  16'  auf  den  Kanten  A^C^IB^  beweglich;   es   esi- 
stieren  keine  Archimedeischen  Varietäten. 

Endlich  resultiert  noch  ein  viei-tes  derai-tiges  Vierecka- 
netz  17,  dessen  zugeordnetes  gleieheckiges  Netz  17'  ein: 


!  [8(6),  +  S(6),]-flächiges    24(4),-Eck 
l  der  vierten  Art 


17') 

ist,  dessen  Eckpunkte  mit  denen  eines  Netzes  X'  zusammen- 
fallen. Das  Symmetrienetz  17  wird  durch  vier  aufeinander 
fallende  Hesaedernetze  VI  gebildet,  so  dass  in  jedem  Eck- 
punkt C  zwei  (3 +  3) -flächige  sphärische  Ecken  der  zweiten 
Art  vorhanden  sind.') 


1)  Vergl.  Marb.  Ber.  1879,  S.  102. 
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Ausserdem  existieren  noch  zahlreiche,  hierhergeliörige, 
nicht  konvexe  Vierecksnetze,  auf  welche  aher,  ebenso  wie 
auf  die  Fünfecksnetze,  von  denen  es  keine  konvexen  Arten 
giebt,  hier  nicht  eingegangen  werden  soll. 

5.  Was  sodann  die  festen  gleichflächigen  Netze  mit  teil- 
weise direkt-symmetrischen  Kanten  anlaugt  (§  91,  4.), 
so  ergeben  steh  dieselben  durch  Anwendung  der  zweiten 
Methode  und  zwar  zumeist  als  Polarnefczc  der  bisher  abge- 
leiteten. Wir  fuhren  die  folgenden  (kontinuierlichen  und 
konvexen)  derartigen  Netze  auf: 

(das  [6  (4+4)3+ 12(4+24- 2)3]-eckige  48(3}i-Flaeh 
*^^  l  der   16"°  Art. 

Dieses  Netz  ist  das  Polarnetz  zu  dem  Netze  XV  (vergl, 
§  49,  2.);  sehie  Grenzfläche,  z.  B.B^B^ä^  (Fig. 28),  als  Polar- 
dreieck des  Hesakisoktaederdreieckes  Ä^CiB^,  hat  die  Winkel 
und  Kanten; 

Bf^^iSO^-i},  .Bj-ÖC  +  ij,  ^3  =  135«, 
£5^3  =  90«,  Ä^B^^ISÖ",  B^B^^120". 
Die  dritte  Kante  B^B^  gehört  dem  Hauptkreise  Cj  an,  dessen 
Ebene  keine  direkte  Symmetrieebene  ist,  während  die  beiden 
anderen  Kanten  den  Symmetriehauptkreisen  a-,  und  &j  an- 
gehören; die  Kanton  des  Netzes  18  werden  also  durch  die 
drei  Hauptkreise  et,  die  sechs  Hauptkreise  i  und  die  vier 
Hauptkreise  c  gebildet.  Dem  Netze  kommen  aber  auch  die 
dreiz'ahligeu  Axen  OC  zu,  wiewohl  dieselben  keine  Ecken- 
axen  des  Netzes  bilden.  Die  Eckpunkte  des  zugeordneten 
Netzes  18'  sind  auf  dem  Halbierungskreise  C^B^  (dg)  des 
Winkels  Cj  im  Polardreieck  A^iA  heweglieh,  sie  sind  also 
Eckpunkte  bestimmter  Varietäten  [vergh20tf')  in  §  67,9d)] 
der  Netze  XV';  dem  Mittelpunkte  des  diesem  Dreiecke  ein-, 
also  dem  Dreiecke  B^B^^A^  umgeschriebenen  Kreises  ent- 
spricht die  konjugierte  Varietät  der  Netze  18'.  Die  ent- 
sprechenden, den  Netzen  18'  ein-  und  umgeschriebenen  Poly- 
eder [18']  uud  [18]  stellen  Kombinationen  der  Flächen  eines 
Hexaeders  und  Rhombendodekaeders,  bez.  der  Eckpunkte 
eines  Oktaeders  und  Kubooktaeders  dar. 
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Ein  zweites  ähnliches  Netz  ist  das  Polarnetz  des 
Netzes  10  oder  XV^  [Tabelle  71B)J,  nämlich  das: 

3  (4  +  4)5+12(4  +  4),] -eckige   48  (3), -Flach 
der  dritten  Art. 
Die  Grenzfläche,  z.  B.  Bs^^A^^  (Fig.  28),  als  Polardrei- 
eck des  Dreieckes  A^C^B^j  hat  die  Winkel  nnd  Kanten: 
B^^-tt,   B^  —  dO^-ti,   ^s  =  i35°; 
B^A^^90%   AsB,,=-45'',    B^B^^-i.20''. 
Für    dieses  Netz    19    und   die    demselben   zugeordneten 
Netze  19'  ergehen  sieh  analoge  Eigenschaften,  wie  die  oben 
für  das  Netz  18  abgeleiteten. 

Von  liierhergehörigen  nicht  kontinuierlichen  Netzen 
seien  die  beiden  folgenden  erwähnt: 

d)  Das  Polarnetz  des  Netzes  S  (vergl.  §  49  und  §  50,  2.), 
dessen  Grenzfläche  B^B^B^  (Fig.  28),  als  Polarfigur  von 
CjCgJ-i,  die  Winkel  und  Kanten  hat: 

l?,  =  2ii,  B,^B^  =  18I)''-^, 
B^B^^QO°,  B^B^^-B^B^^  120°. 
Dies  Netz  ist  eine  Gruppierung  von  sechs  tetrago- 
nalen  Sphenoidnetzen,  bei  welcher  in  jedem  Eckpunkte 
B  die  Scheitel  zweier  sphärischen  Ecken  zusammenfallen. 
Die  Eckpunkte  des  konjugierten  Netzes  sind  die  Eck- 
punkte der  Archimedei sehen  Varietät  eines  Netzes  X'  [§  20 
Formel  21j')]; 

e)  das  Polarnetz  des  Netzes  13  oder  XII^  [71B)], 
dessen  Grenzfläche  A^B^B^  (Fig.  28),  als  Polarflgur  you 
C^A^Aj,  die  Winkel  und  Kanten  hat: 

^3  =  90",  .Bg=180«-ij,  ^^  =  j); 
B,B,^120\  .BjJb-ISÖ",  A^B^^4ö°. 
Dies  Netz  stellt  ein  System  von  sechs  kronrandigen  (2  +  4)- 
eckigen  2.4-Flachen  XVIII  (Skalenoedern)  dar,  bei  welchem 
in  jedem  Eckpunkte  A,  sowie  in  jedem  Eckpunkte  B  zwei 
Ecken  zusammenfallen.  Die  Eckpunkte  der  zugeordneten 
gleicheckigen  Netze  sind  auf  dem  Bogen  7^,  Cj  (d,^)  be- 
weglich. 
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6.  Als  veräuderiiclie  (bewegliche)  gleiehfläehige  Netze 
erster  Art  sind  früher  die  Netze  XXIII  (§  38),  XSIX  (§  45), 
XXVIII  (§  44)  und  XXVI  (§  42)  erhalten  worden.  Die 
Eckpunkte  der  diesen  Netzen  zugeordneten  gl  ei  eh  eckigen 
Netze  stellen  bestimmte  Hemigonieen  von  voilzähligen  Netzen 
dieser  Ordnung  dar. 

Die  Anwendung  der  ersten  Methode  (§  91,  7.)  auf  die 
verschiedenen  einfachen  hemigonischen  Netze  der  einzelnen 
Grnppen  ergiebt  den  Netzen  SSIII',  XXIX',  XXVIII'  und 
XXVI'  analoge  Netze  höherer  Art,  welche  aber  meistens 
nicht  konvex  sind.  Man  überzeugt  sich  hiervon  auch  da- 
durch, dass  man  die  Grenzflächen  der  zugehörigen  gleich- 
flächigen  Symmetrienetze  analog,  wie  bei  denen  erster  Art, 
durch  Kombination  der  Endpunkte  der  cbarakteriatischen 
Axen  mit  den  Eckpunkten  hemigonischer  Netze  der  Gruppe 
bildet.  Diese  Grenzflächen  erhalten  meistens  zum  Teil  über- 
stumpfe Winkel.  Verbindet  man  z.  B.  die  Eckpunkte  Ä,  C,  ß 
der  Grenzflächen  der  Netze  9,  10,  11  [Tabelle  71 B)}  mit 
den  drei  Punkten,  welche  zu  einem  im  Inneren  der  Grenz- 
fläche liegenden  Punkte  in  Beziehung  auf  die  Kanten  sym- 
metrisch Hegen,  so  erhält  man  den  Netzen  XXVI  analoge 
Fünfecksnetze  höherer  Art;  bei  dem  ersteren  aber  ist  der 
Winkel  bei  (73  =  240",  bei  dem  zweiten  der  Winkel  bei 
^1  =  270",  bei  dem  dritten  endlich  sind  beide  Winkel  bei 
Ä^  und  0\  überstumpf. 

Dagegen  giebt  es  von  jedem  der  drei  Fünfecksnetze 
XXIX,  XXVIII  und  XXVI  je  eine  konvexe  Art,  bei  welcher 
die  Grenzflächen  konvexe  Sternfünfecke  sind.  Die  Grenz- 
fläche eines  solchen  Netzes  XXIX  wird  z.  B.  durch  die 
successive  Verbindung  der  Punkte: 

C^L'sL^C^L's  (Fig.  27) 
erhalten.     Das  Netz  ist  ein: 

I  8(3)i-|- 12(2-1- i)J-eekiges    12(5)2-Flach 


20) 


der  siebenten  Art. 


Ebenso  erhält  man  ein  dem  Netze  XXVIII  analoges: 
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I   [8(3X  +  12(l+H-l)J-eebigea    12(5)2-Flach 
l  der  siebenten  Art, 

von  welchem  das  Netz  20  einen  besonderen  Fall  bildet, 
welches  selbst  das  reguläre  Netz  VII,  [Formel  67)  iu  §  90] 
als  ganz  speziellen  Fall  ergiebt.  Endlich  existiert  aoch  ein 
dem  Netze  XXVI  analoges: 

■   [6(4), +  8(3), +24(1  +  1  + l)J-eckiges 
I  24(5)a-Flach  der  13*^°  Art. 

Die  zugeordneten  Netze  20',  21',  22',  sowie  die  entspre- 
chenden Polyeder  lassen  sich  leicht  erhalten.  (Die  Archi- 
medeisehe  Varietät  von  22'  fehlt  bei  Pitsch.) 

7.  Auf  diejenigen  gleieheckigen  Netze,  für  welelie  die 
Eckpunkte  der  SymmetrienetKe  eine  Kombination  der  Eck- 
punkte von  mehreren  hemigoni scheu  einfachen  Netzen  dar- 
stellen, soll  nicht  eingegangen  werden. 

Ebenso  sei  aus  der  grossen  Zahl  der  hier  möglichen 
diskontinuierlichen  Netze  auch  nur  auf  die  schon  mehr- 
fach erwähnten  Gruppierungen  von  rhombischen  (bez.  tetra- 
gonalen)  Sphenoid netzen  hingewiesen.  Aus  dem  allgemeinsten 
Netze  XV  ergeben  sich  drei  Systeme  von  je  zwölf  tetra- 
gonalen  und  vier  Systeme  von  je  zwölf  rhombischen 
Sphenoid netzen;  die  besonderen  Anordnungen  für  die  speziellen 
tind  für  die  hemigonischen  Netze  dieser  Ordnung  können  aus 
den  allgemeinen  hergeleitet  werden. 


§  96.    Netze  höherer  Art  ans  der  zweiten  Ordnuug 
der  ZTTeitcn  Hauptklasse. 

1.  Die  Zahl  der  in  die  zweite  Ordnung  der  zweiten 
Hanptklasse  gehörigen  gleiehfläehigen  und  gleicheckigen  Netz» 
höherer  Art  ist  eine  sehr  grosse;  wir  beschränken  ims  darauf, 
im  folgenden  hauptsächlich  die  konvexen  und  kontinuierlichen 
festen  gleiehfläehigen  Netze  höherer  Art  anzugeben. 

2.  Die  festen  gleiehfläehigen  Netze  mit  direkt- 
symmetrischen  Kanten    ergeben   sich   sämtlich  aus  der 
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vollständigen,  durch  die  15  Symmetriehauptkreise  \...hj^^ 
gebildeten  sphärischen  Figur  [vergl.  für  die  folgenden  Be- 
ti-achtungen  insbesondere  die  Fig.  14  k),  29)  und  30)];  die 
Eckpunkte  dieser  Netze  sind  die  Endpunkte  G,  C,  B  der 
charakteristischen  Äxen. 

3.  "Von  hierhergehörigen  Dreiecksnetzen  sind  bereits 
früher  als  mögliehe  Netze  erster  Ai-t  das  Netz  Y  (§  12) 
mit  einem  regulären,  die  beiden  Netze  XI  (§  21)  und  XIII 
(§  23)  mit  einem  gleichschenkligen,  das  Netz  XVI  (§  28) 
mit  einem  ungleiehkantigen  Dreiecke  als  Grenzfläche  und 
endlich  das  reguläre  Netze  V,  der  siebenten  Art  [Formel  67) 
in  §  90]  erhalten  worden.  Die  Anwendung  der  zweiten 
Methode  auf  die  oben  bezeichnete  vollständige  Figur  liefert 
zunächst  folgende  von  gleichschenkligen  Dreiecken  be- 
grenzte Netze  höherer  Art  mit  direkt  -  symmetrischen  Kanten: 
72A) 


ä8S  Het!äs. 

-, 

".=<-. 

-1, 

A,  =  A, 

„minfl 

14m  Wfi 

™ 

Ä 

23 

a* 

S5  oder  SI,, 

a8oa,xni,, 

IS::;:::: 

0,G.G,   (vergLV,) 
«iG',ö'.(     „       V) 
ff,C',C',{    „     XI) 
G,C,0,    (    „      18) 
O,0tü\  (     „      48) 
C,G'^G\(    „xru) 
Ciö.ff.    (    „       «) 

c,o,aU  (  „     «) 

180"- ä,. 

180°— 2i)p 
ISO»-»^ 

2<p 

iBü^-jr 

90"- (^-V) 
90"+(^p-V') 

180° 

108° 
120° 

180° 

72° 

12(8), 

im), 

12  (S), 
12(5), 

is(S), 
so<S)i 
ao(s), 

20(3), 

12(10), 
12(10). 
20(6), 

so(a), 

20(6), 
12(10). 
lS(10)i 
12(10)j 

eo 

60 
60 

7 
17 

Die  Grenzflächen  dieser  Netze  sind  Nebendreiecke  der 
Grenzflächen  derjenigen  Netze,  welche  in  der  zweiten  Kolumne 
unter  Vergl.  angegeben  sind.  Von  den  zugeordneten  gleich- 
eckigen Netzen,  deren  Eckpunkte  auf  dem  Symmetriehaupt- 
kreise  der  gleichschenkligen  Dreiecke  beweglich  sind,  wobei 
auch  nicht  konvexe  Varietäten  entstehen  können,  giebt 
es  nur  von  23',  24',  26'  und  30'  Archimedeische  Varietäten, 
welchen  bei  Pitsch  bez.  die  mit  VI,  SVII,  XIX  und  XX 
numerierten  Polyeder  entsprechen. 

Als  feste  Dreiecksuetze,  deren  Grenzfläche  ein  ungleich- 
kantiges Dreieck  ist,  werden  die  in  der  folgenden  Tabelle 
aufgeführten   erhalten: 
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Ä  Ä        ^  S  S.  Ä 
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_                 ^_                           M-                 igii 
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1  1  3  S  1  1  S  1  1  £  S  S  1  1  3  3  1  1  1 

> 

1  i  1  1  »  1  3  1 1  3  i  3  1  s  i  s  1  1  1 
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12(10), 
12(10). 
12(10). 
12(10), 
12(10), 
12(10). 
12(10). 
12(10), 
12(10), 
12(10). 
12(10). 
12(10), 
12(10), 
12(10). 
12(10). 
12(10), 
12(10), 
20(6), 
20(6), 

■% 

^ 

»gS^S335S5E5»g»»»gg 

■Sr" 

S'^^^ßPßSßPPßP^^S'S'-ßg' 

»Äo|g|SgS|gSS_ggS§8g 

4- 

gigiiisigiililiigii 

§ 

S»SSSSS»»SS«=.gE  =  -.SS  = 

tö 
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Die  Eckpunkte  der  diesen  Netzen  zugeordneten  gleich- 
eekigen  Netze  sind  innerhalb  der  Dreiecke  der  Symmetrie- 
netze beweglich.;  nur  von  den  Netzen  36',  39',  42'  giebt  es 
Äreliimedeiselie  Varietäten  (vergl.  bei  Pitsch  unter  SIII, 
Xn,  XI). 

4.  Das  System  von  fünf  regulären  Oktaedernetzen, 
dessen  Eckpunkte  die  30  Punkte  B  sind  (§  74,  3.),  bildet 
ein  hierhergehÖriges  diskontinuierlichea  Netz;  das  ihm  kon- 
jugierte System  von  fünf  regulären  Hexaedernetzen  (§  74,  2.), 
bei  welchem  in  jedem  Punkte  0  zwei  Eckpunkte  zusammen- 
fallen, bildet  dagegen  ein  festes  diskontinuierliches  Netz 
ohne  direkt-symmetrische  Kanten,  welche  den  Hauptkreiseri 
d  angehören  [vergl.  11, f)  dieses  Paragraphen]. 

5.  Als  feste  gleiehflächige  Viereeksnetze  erster  Art 
mit  direkt  -  symmetrischen  Kanten  haben  wir  früher  das 
Rhombentriakontaedernetz  XX  (§  33)  und  das  Netz  XXII 
(§  36)  erhalten.  Es  ergeben  sich  nun  zunächst  zwei  Rhom- 
benneize  höherer  Art,  deren  zugeordnete  gleicheckige 
Netze  ebenfalls,  wie  das  Netz  XX',  feste  Netze  darstellen. 
Das  erste  dieser  Bhombennetze  ist  das: 

50  oder  XX,)    |   da  ©,  +  20  (BW-eckige    30  (4). -Flach 
'  der  siebenten  Art, 

dessen  Grenzfläche,  z.  B.  GiCgG'eCy,  die  Kante  90°  — (9  — j/j) 
und  die  Winkel  G^  =  (?'<,=  144»,  C^^C,^120'>  hat  und  für 
welche  [vergh  42)  in  §  31]: 

P=Ö4°,    Ji(i)  =  90''~9),  B(2)='90'^-4} 
ist. 

Das  diesem  zugeordnete  feste  gleicheckige  Netz, 
nämlich  das: 

50.  „toXXy  I  [16(6),  +  20(3)J-flächige    30(4),-Eck 
I  der  siebenten  Art, 

wird  durch  die  sechs  Hauptkreise  c/  gebildet  und  von  zwölf 
regulären  Fünfecken  der  zweiten  Art  (z.  B.  B^JB-^^B^B^S^^) 
mit  den  Winkeln  2(p  und  von  20  regulären  Dreiecken  (a,  B. 
B^Bj^^B'^  mit  den  Winkeln  lS0^  —  2ip  —  die  gemeinsame 
Kante  beträgt  108"  —  begrenzt, 
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Das  zweite  Rhombennetz  höherer  Art  ist  das: 


51  oder  SX3) 


[  [12(5X  +  12(5)a]-eckige    30(4X-Fla 


der  dritten  Art: 
die  Grenzfläche  desselben,  z.  B,  G^  (?g  ffg  Q^,  hat  die  Kante 
2q>,  die  Winkel  (?^  =  (?e  =  72",  G,  =  e3  =  144";  ausserdem 
ist  P=30<',   ß,i,  =  90''-9),    -R(2)  =  y. 

Das  diesem  zugeordnete  feste  gleieheclrige  Netz,  näm- 
lich das: 

5,.„aerXXy  I  tl2(5X+12C5)J-fl5cMge    30(4).-E„k 
^     l  der  dritten  Art, 

wird  durch  die  zehn  Hauptkreise  c  gebildet;  seine  Grenz- 
flächen, deren  gemeinsame  Kante  60°  beträgt,  sind  zwölf 
reguläre  Fünfecke  erster  Art  (z.  B.  B^B^S^^B^^B-)  mit  den 
Winkeln  180"  — 2i^  und  zwölf  reguläre  Fünfecke  zweiter  Art 
(z.  B.  B^B^B^^B^B,^)  mit  den  Winkeln  2^,. 

Die  diesen  beiden  Netzen  50'  und  51'  ein-  und  umge- 
schriebenen Polyeder  hat  der  Verfasser  zuerst  abgeleitet  und 
beschrieben^);  sie  linden  sich  bei  PitscÜ  mit  XYI  und  XV 
numeriert, 

6.  Als  feste,  von  symmetrischen  Vierecken  begrenzte 
Netze  höherer  Art  erhalt  man  die  folgenden: 

73) 


SO'—if 


(81, 

S0(4), 

16). 

mt). 

m, 

13(10), 

(»1, 

IS  (10). 

(S), 

mw). 

131, 

12(10), 

(3), 

20(8), 

3(8), 

20(8), 

Die  Eckpunkte  der  diesen  Netzen  zugeordneten  gleich- 
eckigen Netze  sind  auf  der  Symmetriediagonale  der  Vierecke 
beweglich;    Archimedeische  Varietäten   giebt   es   von  53', 


1)    Über    vier   I 
Cassel  1878,  Th.  Kay. 


iclie   Polyeder    hötiei 
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5S'j  55',  57',  59'  (die  entsprechenden  Polyeder  finden  sieh  bei 
Pitsch  bez.  unter  V,  Yin,  IV,  VII,  SVIII). 

Die  zahlreichen  nicht  konvexen  Vierecks  netze  sollen 
hier  nicht  berücksichtigt  werden. 

7.  Die  bereits  früher  bestimmten,  von  regulären 
Fünfecken  begrenzten  Netze  sind  das  Netz  VII  (§  12)  erster 
Art  und  die  Netze  VIT,,  V^  (oder  Vll'g),  V'^  (oder  VII3) 
höherer  Art  f67)  in  %  90]. 

Als  (konvexe  und  kontinuierliche)  feste  Netze  höherer 
Art,  welche  von  symmetrischen  Fünfecken  erster  oder 
zweiter  Art  begrenzt  werden,  erhält  man  die  auf  S.  468 
unter  74)  aufgeführten. 

Die  Eckpunkte  der  zugeordneten  gleicheckigen  Netze 
sind  auf  dem  Symmetriekreisbogen  der  Fünfecke  beweglich; 
nur  von  den  Netzen  64'  und  65'  existieren  Archimedeische 
Varietäten  (fehlen  bei  Pitsch). 

Ausserdem  giebt  es  zahlreiche,  von  nicht  konvexen 
Fünfecken  begrenzte  Netze. 

8.  Von  den  festen  gleichfläckigea  Netzen,  welche  von 
Sechsecken  begrenzt  sind,  ist  nur  das  folgende,  einzig  kon- 
vexe aufzuführen,  nämlich  das: 

(    [12  (5)^  +  20  (3)J -eckige   60(6),-Flach 
'       [  der   zweiten   Art. 

Die  Grenzfläche,  z.B.  GiC^G^C^G^O^,  ist  ein  gleichkantiges 
Sechseck  mit  abwechselnd  gleichen  Winkeln.  Die  Kante 
beträgt  %,  die  drei  gleichen  Winkel  mit  den  Scheiteln  G 
und  C  betragen  bez,  144"  und  120'';  das  zugeordnete  gleich- 
eckige Netz  hat  zu  Eckpunkten  die  Mittelpunkte  C  der  den 
Sechseeken  eingeschriebenen  Kreise  und  ist  ein  Archime- 
deisches  Netz  (vergh  bei  Pitsch  unter  XSI). 

9.  Was  sodann  die  festen  gleichflächigen  Netze 
mit  teilweise  direkt-symmetrischen  Kanten  anlangt 
(§  91,  4.),  welche  durch  Anwendung  der  zweiten  Methode 
zu  erhalten  sind,  so  ergeben  sich  dieselben  ebenfalls  zumeist 
als  Polarnetze  der  bisher  abgeleiteten.  Der  Verfasser  hat 
als  hier  her  gehör  ige  konvexe  und  kontinuierliche  Netze 
nur  vier  von  Dreiecken  begrenzte  erhalten,  welche  zugleich 


y  Google 


468    Siebentee  Kap.  Die  d. Kugelfl'acho  melirf. bedeck,  etc.  Netze  elo. 


S         S        £        S        S        £ 

--'1 

^   ^%  ^S'   ~:?      s>    ^^ 

»  ?:=  is>  ?.«    ?  ?:. 

*   g.o    s.s>   g.«      -•    Sc 

?    '.,     -j,    "j.       s     a. 

5        .        *        = 

9       +       9       ^        "*        ^ 

s          s 

1 1 1 , , . 

1     i 

1    s    S    .    .    « 
t     1     i,    '     ••     * 

%      •      •      i.      i.      i 

— 

•.'.%%%     i 

?     t     1     1     1     i 

.     ,     ,     »     _     . 

?     ^     P     P     s     S 

5     =     s     g     g     s 
1     f     ?     s     ?■    1 

■!* 

g        g        E       5        K        g 
3       ?       1       1       3       1 

§        g        §        §        §        ? 

=         5         -         ■         -         - 

• 

y  Google 


§  95.  Netze  höli.  Art  aus  (1,  zweit.  Ordnung  d.  zweit.  Hauptklasse.    469 

gleicheckig  und  gleichfläcJiig  eind  imd  denea  je  ein 
zugleich  glejchflächiges  und  gleieheckiges  Netz  kon- 
jugiert ist.  Diese  Netze  und  die  entsprechenden  Polyeder 
sind  vom  Verfasser  genauer  in  einer  Schrift^)  abgeleitet  und 
beschrieben  worden;  es  möge  daher  hier  genügen,  diese 
Netze  kurz  zu  charakterisieren. 

Die  zwei  ersten  dieser  Netze  sind  von  60  gleichschenk- 
ligen Dreiecken  begrenzt  und  haben  20  neuufläehige  Ecken 
mit  den  Punkten  G  als  Eckpunkten,  die  beiden  anderen  sind 
Yon  120  ungleichkantigen  Dreiecken  begrenzt  und  haben  30 
zwolffläehige  Ecken  mit  den  Punkten  JJ  als  Eckpunkten. 
Man  kann  daher  a.uch  diese  Netze  unter  Anwendung  der 
ersten  Methode  aus  den  durch  die  Eckpunkte  C  oder  die 
Eckpunkte  B  bestimmten,  vollständigen  sphärischen  Figuren 
erhalten. 

I.  Das  erste  dieser  Netze  ist  als: 

(  20(3  +  2. 3)2-eckiges  60(3X-Flach   der 
®^'       1  fünften   Art 

zu  bezeichnen;  seine  gleichschenklige  Grenzfläche,  z.  B.  CiC^Cg, 
hat  die  Basia  0^(73  =  2^,  welche  dem  Hauptkreise  \^  ange- 
hört, und  die  Sehenkel  C^C'g  — Cg  C'i'=2ij,  welche  bez.  den 
Hauptkreisen  d^^  und  t^a  aJigehören.  Die  15  Hauptkreise  b 
bilden  also  die  direkt-sjmmetrischen  Kanten,  während  die 
durch  die  30  Hauptkreise  d  gebildeten  Schenkel  keine  direkt- 
symmetrischen  Kanten  sind.  Für  die  Winkel  erhält  man: 
_  cotg^^ 
~  2)/2  ' 

in  jeder  der  neunflächigen  Ecken  der  zweiten  Art  stossen  je 
drei  Winkel  Cg  und  je  sechs  Winkel  0^  zusammen. 

Das  diesem  Netze  konjugierte  Netz,  nämlich  das: 

I  20(3  +  2. 3)3-£lächige    60(3X-Eck    der 

I  fünften    Art 


-2S, 


25  +  t-120"; 


(17') 


))  Über  die  zugleich  g-leicheckigen  und  gleichflächigeii  Polyeder. 
Kassel  1878,  Th.  Kay. 
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hat  zu  Eckpunkten  die  Mittelpunkte  der  den  Fläclien  von 
67  umgeschriebenen  Kreise;  diese  Punkte  sind  die  Eckpunkte 
der  Ärcbimedeischen  Varietät  des  Netzes  XXII'  [vergl. 
52ß)  in  §  36,  33£)  in  §  76  und  36/1)  in  §  78].  Dasselbe 
hat  60  gleicKschenklig- dreiflächige  Ecken  und  ist  von  20 
Neunecken  der  zweiten  Art  begrenzt.  Die  Kanten  dieses 
Netzes  werden  ebenfalls  durch  die  15  Hauptkreise  b  und 
die  30  Hauptkreise  d  gebildet;  die  Kanten  bestimmen  sieh  aus: 
1 


tang\  K'^  =  tang^  K\  - 
in  jedem  Neuneck  treten  drei  Winkel  2£'  und  sechs  Winkel 
£'  +  £'  auf,  für  welche: 

2)/2  4si)!> 

ist. 

II.  Das  zweite  dieser  Netze  ist  als: 

I  20(3  +  2. 3)j-eckigeB  60(3),-Flacli  der 
•"*'       i  26-'  Art 

ZU    bezeichnen;    seine    gleichschenklige    Grenzfläche,     z.   B. 
O'o  CiüCj,  hat  die  Basis  C',_,  C^^,  =  180"-  2i>,  welche  dem  Haupt- 
kreise  b^    angehört   und   die    Schenkel    C^^C^  =  G^C'^  —  2ri, 
welche  bez.'  den  Hauptkreisen  dg  und  d^  angehören. 
Für  die  Winkel  erhält  man: 

C,  -29,  m»J^^-, 

21/2  2*+s-ä40«; 

C',- Cm -«■  +  «,  com-i, 

in  jeder  der  neunflächigeii  Ecken  der  vierten  Art  stossen  je 
drei  Winkel  C,  und  je  sechs  Winkel  C'g  zusammen. 

Das  diesem  Netze  konjugierte  Netz,  nämlich  das: 

I  30(3  +  2.3),-flächige  60(3),-Eck    der 

"*'•      \  35»-  Art, 

hat   zu    Eckpunkten    diejenigen    einer    bestimmten  Varietät 

eines  Netzes  XI'  (;  =  ^--)   s=  1  ,vergl.  §  78,  7.)  und  wird, 
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wie  das  Netz  68,  durch  die  15  Hauptkreise  h  und  die  30 
Hauptkreise  d  gebildet.  Die  Kanten  der  60  gleiehsdieoiklig- 
dreiflächigen  Ecken  und  der  neunflächigen  Flächen  der  vierten 
Art,  bestimmen  sich  aus: 

tangiK',  =-^i—> 

tang-j  K\  —  tang-^  K\  =  "j/S  cotg^rp; 
in  jedem  Nenneek  treten  drei  Winkel  29'  und  sechs  Winkel 
*'  +  6"  auf,  für  welche: 

,,,0'  =  '4^,    ,,,,'/=       1^._,     2^'  +  ."  =  180« 
ist. 

III.  Das  dritte  dieser  Netze  ist  als: 

j  30(4  +  4  +  4)f,-eckige3   2.60(3X-F1  ach 
''^*        I  der    15'"   Art 

zu  bezeichnen;    seine  Gfreiizfiäche,   z.  B.  JB^B^B\^,    ist    das 
Polardreieck    zu    der    Grenzfläche    G^  C^  ß-,    des    Netzes    36 
[Tabelle  72B)].    Von  ihren  Kauten 
gehört  die  Kante  -63    B^   —    72°  dem  Hauptkreise  g,^  an, 
„        .,         „      -B4   -B'u=120"      „  „  Ci     „, 

„        „         „      B\^B^  =  90"      „  „  ?>j     „, 

so  dass  das  Netz  von  den  15  Symmetriehauptkreisen  h  und 
ausserdem  von  den  sechs  Hauptkreisen  g  und  den  zehn 
Hauptkreisen  c  gebildet  wird.     Die  Winkel  sind: 

5'j^=90<*-^,  Sg^SC  +  g',  5i  =  90''-(9J-^), 
von   denen   je   vier   in  jeder    der   zwÖIffl'äehigen   Ecken   der 
dritten  Art  zusammenstosaen. 

Das  diesem  Netze  konjugierte  Netz,  nämlich  das: 
'  30(4  +  4  +  4)g-flächige   2.60(3X-Eck 
der-  15'™  Art, 


69') 


wird  durch  die  Hauptkreise  (?,  e,  f  gebildet  und  bat  zu 
Eckpunkteil  diejenigen  einer  besonderen  Varietät  eines  Netzes 


1/5(21/5-1)' 


4  \ 

a^- — rj   vergl.g  78,10.1. 

(11-31/5)  =    '       '      7 


y  Google 


472    Sielientes  Kap.  Die  d.  Kugelfiäche  mehrf .  bedeck,  eto.  Ketee  eto. 

Die  Kantea  der  2 .  60  dreiflächigen  Ecken    und  der  zwölf- 
eckigen Flächen  der  dritten  Art  bestimmen  sich  aus: 


7^'         V^*        3 


,        ,  „,       21/5-3 
1/2 
in  jedem  Zwolfeeke  treten  je  4  Winkel: 

«'g  +  f'g,    i'a  +  «'i,    s\-\-s\ 
auf,  welche  sich  aus: 

f  -^  ,  1     .  . 

^Yösm'q^  '      21/2 


10) 


sben. 
IV.  Das  vierte  dieser  Netze  ist  als: 

30  (4  +  4  +  4)^-e  c  k  i  g  G  s  2 .  60  (3), - F 1  a  c  h 
der    45«™   Art 

zu  bezeichnen;  seine  Grenzfläche,   z.  B.  ^n^'u^i^i  ^^^  ^^^ 
Polardreieck   zu   der   Grenzfläche  O^C^B^   des   Netzes   SVI> 
Von  ihren  Kanten 
gehört  die  Kante  B■^^S'^^^\AA^  dem  Hauptkreiae  (/^^  ao, 
„       £',^^13  =  120"     „  „  q    „, 

„       ^i^Bii  -    90"      „  „  6s  .„  , 

ao  dass  auch  dieses  Netz  von  den  15  Symmetriehauptkreisen 
h  und   ausserdem   von   den   sechs   Haiiptkreisen  g   und   den 
zehn  Hauptkreisea  c  gebildet  wird.     Die  Winkel  sind: 
513  =  180"-^^,    Bii^lSO«-?!,    B'^i  —  l^O^-i, 
von    denen  je   vier   in  jeder    der   zwölfflächigen    Ecken    der 
fünften  Art  zusammenstossen. 

Das  diesem  Netze  konjugierte  Netz,  nämlich  das: 
30(4-|-4  +  4)5-flächige    2.60(3X-Eck 
der   45*'™  Art 
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wird,  wie  das  Netz  69',  durcli  die  Haupfckreise  d,  e,  f  ge- 
bildet- und  Lat  zu  Eckpunkten  diejenigen  der  Archimedei- 
aclien  Varietät  eines  Netzes  XVI'  fvergl.  §  78,  lOb.)]. 

Die  Kanten  der  2 .  60  dreiflächigen  Ecken  und  der 
zwölfeekigen  Flächen  der  fünften  Art  bestimmen  sich  aus: 

tang^K',  =^-— — -^-^— j     tanq~lK'«  ^-—-cotiflw. 
^  ^      ^     2cos(psm^(p  ^      ^       2      -^  ^' 

,       1  „,       21/5  +  3 

in  jedem  Zwölfecke  treten  je  vier  Winkel: 

&\  +  &'^,    &'s+9\,   ■&'i+*'a 
auf,  welche  sich  aus: 

COSd'',= -r^- — — ,      cos&'^=    — -=COtgq)COS(p. 

21/6C05V  21/2 

cos^'.^iV  ^»^^t^,     fl-', +  S-'  +*'  =180" 
'      '  ^       3]/5 
ergeben. 

Wegen  weiterer  Eigenschaften  dieser  Netze  und  der 
zugehörigen  Polyeder  sei  auf  die  citierte  Schrift  des  Ver- 
fassers verwiesen. 

10.  Die  Polarfigur  der  Grenzfläche  G^B^G^B^  des  Netzes 
53  [Tabelle  73)],  nämlich  das  Viereck  B^^B^B^B^^,  führt 
ebenfalls  zu  einem  zugleich  gleicheekigen  und  gleichflächigen 
Netze,  welches  durch  die  Hauptkreise  h  und  g  gebildet  wird. 
Dieses  Netz  ist  von  60  symmetrischen  Vierecken  begrenzt 
und  hat  30  (2 +  2  +  4)- flächige  Ecken  dritter  Art,  so  dass 
es  15 -mal  die  Kugelfläehe  bedeckt.  Doch  sind  diese  acht- 
flächigen Ecken,  ebenso  wie  die  achteckigen  Grenzflächen 
des  konjugierten  Netzes  nicht  konvex. 

11.  Von  hierher  gehörigen  nicht  kontinuierlichen 
Netzen  mögen  die  folgenden  Erwähnung  finden,  deren  Kanten 
sämtlich  nicht  direkt-symmetrisch  sind: 

f)  das  schon  mehrfach  erwähnte  System  von  fünf 
Netzen  VI,,  dessen  Eckpunkte  die  Punkte  G  sind  und  dessen 
Kanten  durch  die  Hauptkreise  d  gebildet  werden  (vergl.  4. 
dieses  Paragraj 
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g)  ein  System  von  30  sich  kreuzenden  rhombischen 
Sphenoidnetzen  XYII,  dessen  Eckpunkte  che  Punkte  B 
sind  und  bei  welchem  in  jedem  Eckpunkte  B  sich  die 
Scheitel  von  vier  Ecken  vereinigen; 

h)  ein  System  von  fünf  Knbooktaedernetzen  XIX, 
dessen  Eckpunkte  die  Punkte  D  sind; 

i)  zwei  Systeme  von  je  fünf  Netzen  V^  undY'g  mit  den  Eck- 
punkten F,  welche  beiden  Systeme  sich  polar  entsprechen,^) 

12,  Als  einziges  veränderliches  gleichfläehiges  Netz 
erster  Art  ist  früher  das  Peutagonhexekontaedernetz 
XXVII  (§  43)  erhalten  worden,  dessen  zugeordnetes  gleich- 
eckiges Netz  XXVII'  als  gyroidische  Hemigouie  von  dem 
vollzähligen  Netze  XVI'  sich  ergab. 

Um  die  entsprechenden  Netze  höherer  Art  zu  erhalten, 
kann  man  einmal  die  voUständigej  durch  die  Eckpunkte  des 
Netzes  XXVII'  gebildete  Figur  nach  der  ersten  Methode 
(§  91,  7.)  untersuchen.  Andererseits  kann  man  aber  auch 
die  Grenzflächen  der  zugehörigen  gleichflächigen  Symmetrie- 
netze  durch  Kombination  der  Endpunkte  der  charakteristischen 
Axen  mit  den  Eckpunkten  des  Netzes  XXVII'  bestimmen. 
Beide  Arten  der  Untersuchung  ergeben  zwar  zahlreiche 
nicht  konvexe  derartige  Netze,  doch  erhält  man  auch 
zwei  konvexe  gleichflächige  Netze,  welche  von  Fünfecken 
erster,  und  drei  konvexe  Netae,  welche  von  Fünfecken 
zweiter  Art  begrenzt  sind.     Es  sind  dies  die  folgenden: 

jdas  [12(5a)  +  20{3)^-f60(3)J-eckige  60(5)i-Flach 
'^*  1  der  siebenten  Art 

hat  das  Fünfeck  G^P^^CJ\^B,.^  [Fig.  14a)  und  25;3)]  zur 
Grenzfläche,  welche  entsteht,  wenn  die  Eckpunkte  des  Drei- 
ecks G^C^B^,  der  Grenzfläche  des  Netzes  34  [Tabelle  72B)], 
mit  den  zu  dem  Punkte  Pj^  in  Beziehung  auf  die  Kanten 
symmetrisch  liegenden  Punkten  P-[j ,  Pg^,  P^^  verbunden  werden. 

Das 

I   [i2(5i)-i-12(5a)  +  60(3i)]-eckige    60(5),-Flach 
''^^        1  der  dritten  Art 


1)  Vergl.  Mai'b.  Der.  1878,  S.  16  —  23. 
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hat  das  Fünfeck  Cr^P^ffgP^^Pjg  zur  Grenzfläche.  Dieselbe 
entsteht,  -wenii  die  Eckpunkte  des  Dreiecks  G^G^B^,  der 
Grenzfläche  des  Netzes  38  [Tabelle  T2B)],  mit  den  zu  dem 
Punkte  Pj^^  in  Beziehung  auf  die  Kanten  symmetrisch  liegen- 
den Punkten  P^g,  F^^,  P,g  verbunden  werden. 

Die  drei  von  Sternfünfecken  der  zweiten  Art  begrenzten 
Netze  sind  den  Netzen  XXVII',  71  und  72  analog;  es  sind 
die  folgenden: 

das    [12(5)i  +  20(3X-|-60(3)J-eckige    G0(5),- 
Flach  der  31"«  Art, 


73) 

^^,       I    das  [12(5)9  +  20(3)i  +  60(3)J-eckige  60(5)s- 
l  Flach  der  37"»  Art, 

75) 


[12(5). +  12 (5), +  60(3),] -eckige    60(5),- 
Plach  der  33*=-  Art. 
Die   zugeordneten    gleieheckigen  Netze,    sowie    die   ent- 
sprechenden Polyeder  sind  leicht  zu  erhalten;  auch  giebt  es 
von    sämtlichen    Archimedeische   Varietäten    (fehlen    bei 
Pitseh). 

13.  Aus  der  grossen  Zahl  der  hier  möglichen  diskon- 
tinuierlichen Netae  seien  nur  die  Systeme  von  je  30 
rhombischen  Sphenoiden  hervorgehoben,  deren  Eckpunkte 
mit  denen  eines  Netzes  XVI'  zusammenfallen.  Entsprechend 
den  im  §  74  [Formeln  29a)]  hervorgehobenen  fünf  Gruppen 
giebt  es  bei  jedem  Netze  XVT'  fünf  derartige  Systeme. 

14.  Zum  Schlüsse  sei  darauf  hingewiesen,  dass  die  nach 
Analogie  der  in  der  ersten  Abteilung  des  sechsten  Kapitels 
durchgeführten  Betrachtungen  zu  bewirkende  Darstellung  der 
gleicheckigen  Netze  höherer  Art  durch  binäre  Formen  zu 
weiteren  interessanten  Resultaten  führen  dürfte.') 

1)  Diese  DarstelluDg  iat  für  einige  Fälle  bereite  von  F.  Kleiu. 
Matiiem.  Ann.  XII,  S.  526  und  626  und  von  Puchta,  1.  c,  §  6  gegeben 
worden  und  zwar  durch  die  rationale  Tranaformation  einer  Ikosaeder- 
(bez.  Oktaeder-)  Gleichung  in  eine  zweite. 
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